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1. Questao (Valor 4,0). Considere o elemento estrutural mostrado na figura 1 abaixo
e submetida aos torques concentrados e distribuidos indicados. Pede-se: a) determinar
areacdo de apoio no engastamento; b) empregando o método das secdes, determinar
as expressdes do momento torgor em cada trecho de viga necessario. Até este ponto
trabalhar a gebricamente. Substituindo os valores indicados abaixo, pede-se: €) tragar 0
diagrama de momento torgor; d) determinar o ponto onde o momento torgor se anula.
(Dados: L=2m, to=100N.m/m, T1=200N.m, T2=50N.m).
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Figura 1.

a)Célculodas Reacdes
. intensidade do torquedistribuido: Tx= -2to(x - L/2)/L

. DCL: Diagrama deCorpo Livre

T T1 T2  To(L/4)

. condic¢do deequilibrio:
1) SMx=0: Ta+T1-T2-to.(L/4)=0
Ta=T2-T1+to.(L/4) =50- 200 +100.(2/4)
Ta=-100N.m
b) Método das secbes
b.1) corte notrecho: 0<x<L/4

. DCL: Diagrama deCorpo Livre
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. equilibrioda secgao:

SMX=0:-TaA+ Mx=0® Mx=Ta® Mx =100
. valoresnos extremos dointervalo :

X® 0": Mx=+100N.m
X® L/4 :Mx=+100N.m

b.2) cortenotrecho L/4<x<L/2

. DCL: Diagrama deCorpo Livre

Ta T1 Mx
| X |
. equilibrioda secgao:

SMX=0:-TaA+T1+MXxX=0® Mx=Ta -T1
Mx= 100 -200= - 100

. extremos dointervalo :

X® L/4":Mx=-100N.m
X® L/2 :Mx=-100N.m

b.3) cortenotrecho L/2<x <L

. DCL: Diagrama deCorpo Livre
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. equilibrioda seccéo

SMx = 0:-Ta+T1-T2-to. (X-L/2P+Mx =0
L2 2
Mx = Ta - T1+T2+to . (x-L/2)?
L
Mx= 100 -200 + 50 + 100 (x -1%
Mx=- 50 + 50 (x -1Y

. extremos dointervalo :

X® L/2":Mx=-50N.m
X® L :Mx=-50+50(2-1f =0
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d) determinacéo de d

x=d® Mx=0:
-50+50.(d-1)>=0® 50.(d-1)>=50 ® (d-1)>=1® d=2m

2. Questdo (Valor 6,0). A viga mostrada na figura 2, abaixo, esta em balango na
extremidade x=0 e smplesmente apoiada na extremidade x=L. Existem dois apoios
smples nos pontos B e C. No ponto D existe uma rétula. Na extremidade A estéo
aplicados uma forga concentrada F5, € um momento M. Para esta viga, utilizando-se
as equacoes diferenciais de equilibrio, pede-se: a) a equacdo do carregamento q(x), b)
as condicbes de contorno e restricao, ¢) as equacdes que possibilitam a determinagéo
das constantes de integracdo. d)as expressdes das reacdes de apoio. Até esta etapa
proceda algebricamente. Na sequéncia substitua os valores numéricos e determine: €)
as equacOes finais e valores representativos do esforgo cortante V(x) e do momento
fletor M (x) bem como os respectivos diagramas. (Dados. L=4m, Fay=250N,
Maz=500N.m, qo=1500N/m)
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Figura 2.



Solucéo:
1) Equacao docarregamento.

A(X)= +Ruy<x-L/4>" + Ryy<x-L/25" -qo<x-L/12>° (1)

2) Condicdes decontorno
em x=0
V,(x=0)= -F 2)
M,(x=0)= - M 3
emx=L
M (x=L)=0 (4)

3) Equacbes derestricéo
em x=3L/4
M, (x=3L/4)=0 (5)

4) Integracdoda equacaodiferencial deequilibrio

d*M,(x)/dxC= q(X)= +HRpy<x-L/4>" + Rey<x-L/2>" -go<x-L/25° (6)
integrandoumavez emrelagdo a x

dM,(X)/dx=V(X)= +Rp,<X-L/4>° + Rey<x-L/2>°-qo<x-L/2>' + C;  (7)

integrando maisumavez emrelagdo a x
M_(X)= +Rpy<X-L/4>" + Rey<x-L/2>"-Qo<x-L/257/2 + Cix + G, (8)

5) Deter minagaodas constantes deintegr acéo
valoresalgébricos
2 ->()
V,(x=0)= +Rpy<0-L/4>° + Ryy<0-L/25"-q,<0-L/2>" + C;=-F
logo:
+Ry(0) + Ry(0)-00(0) + C=-Fy ~ -> (9)

(3)->(8)

M,(x=0)= +Ry,<0-L/4>" + Ry,<0-L/2>"-0,<0-L/2>%/2 + C,0 + C,= - My,
logo:

+Rpy(0) + Rey(0)-0o(0)/2 + C,0 + Co= - My, (10)

(4) em (7)

M,(x=L)= +Rp,<L-L/4>" + Ry, <L-L/2>'-q,<L-L/2>/2 + C, L+ C,=0
logo

+Rpy(L-L/4)" + Rey(L-L/2)-go(L-L/2)%/2 + CiL + C,= 0 (11)

daequacéo derestricao (5) em (8)

M,(x=3L/4)= +Rp<3L/4-L/4>" + Ryy<3L/4-L/2>"-q,<3L/4-L/25%/2 + C;3L/4 + C,;=0
logo

+Rpy(3L/4-L/4)" + Rey(3L/4-L/2)*-qo(3L/4-LI2)12 + C,3L/4 + C=0 (12)



O sistema algébrico a ser resolvido para determinacdo das constantes de integracéo e
das reacbes de apoio € constituido pelas equactes (9), (10),(11) e (12). A solugdo
deste sistema, tal como fornecida pelo MATHEMATICA esta indicada abaixo. No
fina do presente texto existe uma listagem do arquivo ebeamO7.ma utilizado para
resolver este problema.

Solucdoalgébrica.

Rby = 2*Fay + (4*Maz)/L - (*qo)/4, (13)
Rey = -Fay - (4*Maz)/L + (5*L*qo)/8, (14)

Cl = -Fay, (15)
C2 = -Maz (16)

Solugdonumeérica
(L=4m, g;=1500 N/m, Fy=250 N, M,=500N.m)

Rby = -500., (13a)
Rcy = 3000., (144)

C1=-250, (15a)
C2 = -500. (16a)

6) Equacdesfinais.

EsforgoCortante,V,(x)

Expressdesal gébricas
Vy[x_]:=C1 [; 0<=x<=L/4
Vy[x_]:= C1+Rby (x-L/4)"0 [; LIA<x<=L/2

Vy[x_]:= C1+Rby (x-L/4)*"0+Rcy (x-L/2)"0-qo (x-L/2)*1 [; L/2<x<=L

Expressdesnuméricas.
eps= 0.00001

Vy[x_]:=-250 [; 0<=x<=L/4
Vy[x_]:=-250+-500 (x-L/4)"0 [; LIA<x<=L/2
Vy[x_]:=-250+-500 (x-L/4)"0+3000 (x-L/2)"0-1500 (x-L/2)"1 [; L/2<x<=L

Valores

Vy[0] ={-250.}

Vy[1] ={-250.}
Vy[l+eps] ={-750.}

Vy[2] ={-750.}
Vy[2+eps] ={2249.98}»2250
Vy[2.5] ={1500.}

Vy[3] ={750.}

Vy[3.5] ={0.}

Vy[4] ={-750.}
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M omentoFletor,M ,(x)
Expressdesal gébricas

Mz[x_]:= Cl*x + C2 [; 0<=x<=L/4
Mz[x_]:= C1*x + C2+Rby (x-L/4)"1 [; LIA<x<=L/2
Mz[x_]:= C1*x + C2+Rby (x-L/4)"1+Rcy (x-L/2)"1-
go (x-L/2)"2/2 [; LI2<x<=L

Expressdesnuméricas.

eps= 0.00001
Mz[x_]:=-250*x + -500 [; O<=x<=L/4
Mz[x_]:=-250*x + -500+-500 (x-L/4)"1 [; LIA<x<=L/2

Mz[X_]:= -250*x + -500+-500 (x-L/4)*1+3000 (x-L/2)"1-
1500 (x-L/2)A2/2  /; Li2<x<=L

Valores
Mz[0] ={-500.}
Mz[1] ={-750.}
Mz[2] ={-1500.}
Mz[2.5] ={-562.5}
Mz[3] ={0.}
Mz[3.5] ={187.5}
Mz[4] ={0.}
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