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GABARITO

1. QUESTAO (Valor 35): Desgase determinar o0 estado de tensdio em um
determinado ponto, leia-se, determinar as componentes do tensor de tensdes no ponto
em questdo. Através de consideracOes tedricas e experimentais foi possive a
determinacdo direta de uma das componentes do tensor de tensdes, $1,=40 N/mmn.
Também foi possivel a determinagdo das componentes de dois vetores t.={ 70*C2,
60*Ce, 20* (2} " e t,={ 110/CB, 190/CB, -10/CB} T, que representam as tensdes que atuam
em planos que passam pelo ponto pesquisado e cujas normai sdo dadas respectivamente
por n={1/C2, 1/Cp, 0} " e n,={1/CB, 1/CB, 1/CB}", ver figuras abaixo. De posse destas
informagbes solicita-se: @) a determinagdo das componentes do tensor de tensdes no
sistema coordenado cartesiano X;, X, X3, bem como um esboco (figura) do estado de
tensdes em questao e também os mddul os dos vetores - resultante, normal e tangencial -
gue atuam em cada face cuja normal é paralela aos eixos cartesianos, b) as componentes
do vetor tens3o t. que atua em um plano cuja normal é dada por n={0, 1/2, (8/2}". Para
esta orientacdo (n;) especifique o valordas componentes normalt., e tangencialty.
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Figura 1.1: Esbogo dos planos emque astensdesséo conhecidas.



Solucéo
1) Deter minacadodas componentes do tensor deensoes.
Utilizando-se afbrmula deCauchy épossivel escrever expressdesrelacionando a

componentes do tensor detensdess;; com o vetor tensdo t; que atua em uma facecuna
normal édescritapelascomponentesn.

Sij M =1 (1.1)

Aplicando-seesta equacéoinicialmentepara o plano determinadopela normaln, :

S11 Ny +S12 N2 +S13 N3 = ta1 (1.29)
S21 N + S22 N +S3 Nz =t (1.2b)
S31 Na1 + S32 N2 +S33 Nz = {3 (1.2¢c)

Aplicando-seesta equacéo para o plano determinadopela normaln, :

S11 Np1 + S12 Np2 +S13 Np3 = Ty (1.39)
S21 Np1 + S22 Np2 +S23 Np3 = T (1.3b)
S31 NMp1 + S32 Np2 +S33 Npz = T3 (1.3¢)

Substituindo-seos val oresnuméricosfornecidospara acomponentes ;,= 40, e para as
equagoes (1.2)
Na1= 1/C2, Ngo= 1/C2, Ny3=0, ta1=70C2, t32=60C2, t3=20C2

e para asequacoes (1.3)
nb1=1/C8, nb2=1/C8, nb3=1/C8, tb1=110/C8, tb2=190/C8, tb3=-10/C8

e observando a simetria do tensor de tensbes sij=sij, obtem-se 0 seguinte sistema
algébrico:

S11 1/C2 + 40 1/C2 +s 130= 702 (1.49)
40 1/Ce + So» 1/Cp +S30= 602 (1.4b)
S13 1/ + So3 1/Ce +s330= 202 (1.4c)
S11 1/CB + 40 1/CB +s 13 1/C8 = 110/C8 (1.5a)
40 1/C8 + So» 1/C8 +So3 1/C8 = 190/C8 (1.5b)
S13 1/CB + So3 1/C8 +Sa33 1/38 = -10/C8 (1.5¢)

Uma andlise do sistema acima indica que existem 6 equacdes e cinco incognitas S11, S22,
S33, S13, S23. O sistematem solucdo imediata dadapor:

811:{ 100} , 822:{ 80} , 833:{ -50} , 813:{ -30} , 823:{ 70}



A forma do tensor com valores é:

€100 40 - 30y
Sij= g40 80 70
&30 70 -50

2) Componentes dovetor t. queatua em um planocuja normal é dadapor

n={0, 1/2,C8/2}T

6100 40 -3001 0 U 120-15/30 | -598(
e a0 ] L
{t.} =syng=840 80 709 {1/2y =40+35/3)= {10062y
&30 70 -50@}\/_%|'O 135- 25/3), | -830},

Mo6dulo dovetor t. :
t|=101.141

Determinacdo do tensor normak., € seu modulo fe|
ter= (te.no) Nc
{te}={ 0; 21.56; 37.34}"
lter] = 43.121

Determinacdo do tensortangencialt.; € seu modulo [«
te=1c - ten
{te} = { -5.98; 79.06; -45.65}"
[ten] = 91.48



GABARITO

2. QUESTAO (Valor 4,0): No sistema de coordenadas inicia (descricio material) um
continuo foi submetido a deformagdes descrito pelo seguinte campo de deslocamentos:
u(X)=a {3x%y e, + xyZ & + 4zy e }. Para este campo pede-se a determinacio a) da
matriz gradiente u;; = Tu/TX;, b) as componentes E;; do tensor de Green, c) o valor da
contante a para que no ponto P de coordenadas P(1,1,1) a parte ndo-linear da
componente E;, do tensor de deformagdes represente somente 1% (1/100) da parte
linear. d) Para este valor de a determine, sempre para o ponto P(1,1,1), o tensor de
deformacdes infinitesmais de Cauchy e;= 1/2(u; + u;; ), € 0 tensor de rotagOes
infinitesmais w; j=1/2(u;; - u;; ), e o vetor de rotacdo W, , f) a dilatacdo cubica e , g) O
tensor deviatérico e;° = g; - d;j /3, h) cacule a dilatagio clbica do tensor deviatorico

Q<kD-

Solugao:

1) Determinagdoda matriz dogradiente docampo dedeslocamentos.
Dado o campo de desocamentos u(X)= a {3x’y e + xyZ & + 4zy e; }, basta
calcular as componentes de u;; = Tu/TX;, onde ul = a3x’y, u2 = axyz e u3 = 4zy.
Matricialmente,

&xy 3x° 0U
- e 1
M= &7 x 207,
&80 4z 4y¥§

2) Determinacaodascomponentes do tensor de Green.
Ascomponentes do tensor de Greersdo dadas por,

1
E; :E U U +uk,iuk,j)
L ogo, tem-seque,

E, = %(Um Uy Uy + Uy U, + Ug U, )= % (ey+ ey+ *E9)+ *(2))
E,=E, = %(uzl1 Fl, + U, + Uy, +Up Uy, )= %( (y22 +3x2)+ 2(18x%y +xyz*))
E,=E, = % (Ups * sz + Uy + Uy Uy, + u3,1u3,3)=% 2 (6xy +2xy°7°)

= o+t )= (2 2o )

1 1
Ex=Ey =7 (uz,s TlUgp FULU 5 HUy Uy 5+ u3,2u3,3): _( (2xyz+yz) + * (2)(2 yz° + leZ))
2 2

E33 = % (u3y3 + u3,3 + ul,Sul,S + u2,3u2,3 + u3,3u3y3): %( 8y + ’ (4X2y222 + 16y2 ))

Matricialmente,



[E*]: L [Nu + ()" + (Ru)’ Nu]

ae éxy 3x> 0 U é&xy yzZ O0U éxy yzX OUbSxy 3x> O LD
¢ 72 X2 2xyzo+ %xz xz2  4z9+ ngz xz2  4z%vz2 xz2 2xyz-
ey Xy u u uey Xy i

g
I—I

8 €0 4z 4yld 8O0 2xyz 4yd &0 2xyz 4yRO0 4z 4y %
ge € 12xy 3’ +yz’ 0 u 0
c %xz +yz°  2xz® 2xyz+ 423 +
[ ] 18 g€ 0 2xyz + 4z 8y § N
El=2 :
Zg &6x°y* + y?z*  18x°y+xyz’ 2xy*z* U:
C 218x y+ xyz ox* +x?z* +162° 2x°yZ°® +16yz
§ & 2xy’z 2x°yz® +16yz  4x*y*z° +16y° tb

3) Valor da constante para que no ponto P(1,1,1) a parte néo-linear de Ej,
represente 1%da partelinear.

— 1 2 2 2 2,,2 2,4 — 2 95 2 — —
Elz—E[ (@ +yz*)+ 2(36x°y* +y’z )]® E,=2 +95 '® — =001 =00021
4) Tensor dedeformacéo infinitesimal
é 1 u
a 6xy E(BXZ +yz) 0
1 1 o &1 u
eij:_(uij+uji)® [E]:_(NU+NUT)® [E]= é—(3x2+yz ) Xz Xyz + 224
2\ 2 &2 (
é 0 Xyz + 2z 4y 4
& o
No ponto P(1,1,1)
6 2 0g
- u
[E]=000212 1 3
0 3 4
5) Tensor derotacdesinfinitesimais
é 1 2 2 U
A 0 =(3x° - yz°) 0
é u
1 _lpe _ & ’ u
W, _E(u” - uj'i)® [W]—E(Nu- Nu )® [wW]= 25( 3x* +yz%) 0 XyZ - 223
e 0 - Xyz + 2z 0 g
g B
No ponto P(1,1,1)
€0 1 O0u
[w]=0002181 0 -2
go 1 09

6) Vetor rotacao.



(e123W23 + e132W32) Y [(+1)( 1) ( 1)(+1)] +1

ila

' W= et + o) =~ 5 [(0)+ (DO =0 @ (=1 o
%Ws (es.lzwlz + es.21W21)_ B _[(+1)(+1) ( 1)( 1)]— 1 e 1b

7) Dilatac&ocubica.
k= ut ot x= (6+1+4):11 =0,0231
8) Tensor deviatorico.
P =i ij%@) [ED]:
9) Dilatacdocubica do tensordeviatorico.
P= P4 Py 0= ((6-11/3)+ (- 11/3)+(4- 11/3))=0



GABARITO

3. QUESTAO (Valor 2,5): Determine, utilizando o método das secdes os diagramas de
esforco cortante Vy(x) e momento fletor M (x) para a viga abaixo mostrada. Escreva as
expressdes algebricamente e substituia os valores somente para a solugéo das mesmas.
Dados: L=3m,q,= 300N/m.

Y
-
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Figura 3.1:Vigacom rétula no ponto B.
Solugao:
1) Diagrama decor polivre (DCL)
Feql Feq2
Maz l i
Rax A (B) c|
Rc
Ray [1/6 L/Ie  L/3 L/3 Y

Figura 3.2: Diagrama decorpo livre (DCL )

Dados: ¢,=300 N/m, L=3m

Feq1=0o L /3 = 300(N) 3(m)/3=300(N) Feqz=2 Qo L /3 =2 300(N) 3(m)/3=600(N)
2) Sistema deequactes deequilibrio

SF=0 +Rx=0 (1)

SM,=0 +Mg - Fap L/6 - Fe 2 L/3+ Ry L =0 )

+Mg - (QO L/3) L/6- (200 L/3) 2L/3+R, L =0
+Ma - QO L%/18-4qoL%/9+ Ry L =0 (2a)



SMx=0 (considerandotodo o corpo)
Mg - Ry LI+ Fn L/6- Fp LIS+ Ry L/I2=0  (3)
+Mg - - Ry L/I3+ (9o L/3) L/6- (200 L/3) L/I3 + Ry L/2 =0

+Mg - - Ray LI3+ Qo L%/18 - 2o L%/9 + Ry L/2 =0 (3a)
S M4=0 (considerandosomente aparte adireitadarétul )

- Fe2 L/I3+ Rey 2L/3 =0 4

- (20, L/3) LI3 + Ry 2L/3

-20o L9+ Ry 2L/13=0 (4Q)

O sistemaal gébricoque descreve oequilibrio docorpo rigido emquestéo édado pelas
equacoes (1), (2a), (3a) e (4a). Asolucéo, tal como fornecidapelo MATHEMATICA, se
econtraabaixo.

Rax={ 0}

Ray={600.}
Rcy={300.}
Maz={450.}

3) Aplicacdo dométodo das seces.

Umavez que ndo existedescontinuidade nocarregamento, basta uma inicasegdo para
descrevertodo o comportamento doesforgo cortante Vy(x) e momentofletor M(x).

Feq(x)=qgo x
Maz l Mz(x)
Rax% | | l % NX(X)
Ray Vy(X)
X/2 X/2

Figura 3.3: Diagrama deequilibriopara asecédo (AC).

Equacoes:
a) Forca Normal
+Rax + Nx(X) =0
Nx(x) =0 ()

b) Esforco Cortante
+ Ray - Feg(X) - Vy(X) =0
Vy(X) = +Rey - Qo X (6a)
Vy(x) =+ 600 - 300 x (6b)

¢) MomentoFletor



+Maz - Ray X + Qo X9/2 + My(x) = 0
M,(X) = -Ma + Rey X - Qo X/2 (7a)
M,(x) = -450 + 600 X - 150 X (7b)

Valores eGr &ficos.
Esforco Cortante

Vy[0] ={600.}
Vy[0.5]={450.}
Vy[1.0]={300.}
Vy[1.5]={150.}
Vy[2.0]={0.}
Vy[2.5]={-150.}
Vy[3.0]={-300.}

600
400¢

200¢

-200¢

Figura 3.4: Diagrama deEsforco Cortante

Momento Fletor
Mz[0] ={-450.}
Mz[0.5]={-187.5}
Mz[1.0]={0.}
Mz[1.5]={112.5}
Mz[2.0]={150.}
Mz[2.5]={112.5}
Mz[3.0]={0.}
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-200f
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Figura 3.5: Diagrama deM omento Fletor



