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GABARITO

1. QUESTAO (VALOR 6.0) A viga bi-engastada abaixo mostrada devera ser construida com
um material cuja tenso norma admissivel de trabalho é N0 MAximo Sma=200 N/mm?. O
material do qual a viga sera construida possue um madulo de elasticidade longitudina (Y oung)
E=2,0x10° N/mm?’. A viga deve suportar uma carga uniformemente distribuida g,= 10.000 N/m
a0 longo de um v&o L=5m. Outro dado de projeto € que a flecha méxima néo deve ultrapassa
Vmax=L/1000. Por razdes construtivas a secdo transversal de viga devera ser um retangulo com
dimensbes Bx3B, tal como mostrado. Para esta viga solicita-se: a) as equagdes e os diagramas
de esforco cortante, momento fletor, deflexdo angular (rotacdo) e deflexdo linear (flecha), b) as
reacOes de apoio, ¢) a dimensdo minima B para que os requisitos de tensdo e deslocamento
maximo sejam respeitados.
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SOLUCAO:
1) Equacéo do carregamento E I,dv/dx’= V,(x)= - X +C, (7)
ax)=-o (1)
El,d*v/dx*=M,(x)=
2) Condicdes de contorno -G X2 +C X + G, (8)
v(x=0)=0 (2
0:(x=0)=0  (3) El.dv/dx=0,(x)=
v(x=L)=0 (4) -0o X6 +Cy X2 + C, X +C5 9)
0(x=L)=0  (5)
Elv(x)=
3) Integracéo da equacéo diferencial -Qo X124 +C, X316 + C, X%/2
Eld*v/dxX'= -q (6) +C3 X + C, (10)

integrando com relacéo a ‘X’

4) Determinacgao das constantes de integracao.
de (2) em (10)
E I, v(0)= -q, (0)/24 +C, (0)*/6 + C, (0)%/2 +C5 (0) + C4 =0



logo:

C,=0 (11)
de (3) em (9)

El,dv/dx=0,(0)=-, (0)*/6 +C; (0)%/2 + C, (0) +C5= 0

logo:
Cs=0 (12)

de (4), (11,12) em (10)
Elv(L)= -0 (L)24 + C, (L)*/6 + C, (L)%2 +(0) (L) + (0)=0
ainda,
-Qo LY24 +C, L6 +C, L2 =0 (13)

de (5) e(11, 12) em (9)

El dv/dx=g,(L)= -0 (L)¥/6 +C; (L)¥2 + C, (L) = 0,

ainda,

-0 L¥6+C, L2+ C,L =0 (14)

As equacoes (13) e (14) devem ser resolvidas simultaneamente para as constantes C; e C,. A
solucéo formece:

Ci= qL/2 (15)
Co=-q LY12 (16)

5) Equacbes finais, valores e gréficos.

5.1 Equagcdes finais

de (15) e (16) em (7) a (10):

Vy(X)=-0p X + ¢ L/2 (17)
M,(X)=-0p X¥/2 + q L x/2 - @ L¥12 (18)
E 12 (X)= -0 X°/6 + o L X°/4 - g L x/12 (19)
Elzz v(X)= - x¥/24 + g, L X*/12 - g, L* x*/24 (20)

5.2 Valores e graficos

Esforco Cortante Vy(X)

V,[0.0]= 25000. W(x)
V,[0.5]= 20000.

V,[1.0]= 15000. 20000

V,[1.5]= 10000.
V,[2.0]= 5000.

V,[2.5]= 0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ — X
V,[3.0]=-5000. - 10000
V,[3.5]=-10000.
V,[4.0]=-15000.

10000

- 20000




V,[4.5]=-20000.
V,[5.0]=-25000.

Momento Fletor, M,(x)
M_[0.0]=-20833.3
M_[0.5]=-9583.33
M,[1.0]=-833.333
M,[1.5]= 5416.67
M,[2.0]= 9166.67
M,[2.5]= 10416.7
M_[3.0]= 9166.67
M,[3.5]= 5416.67
M_[4.0]=-833.333
M_[4.5]=-9583.33
M_[5.0]=-20833.3

Deflex@o Angular, E J; g.(x)
E 1, g,[0.0]=0.

E 1, g,[0.5]=-7500.
E 1, g,[1.0]=-10000.
E 1 g,[1.5]=-8750.
E 1, g,[2.0]=-5000.
E 1, g,[2.5]=0.

E 1., ,[3.0]=5000.

E 1, q,[3.5]=8750.

E 1, g,[4.0]=10000.
E 1, g,[4.5]=7500.

E 1 q,[5.0]=0.

Deflex&o linear, E }, v(X)
E 1, v[0.0]=0.

E 1, v[0.5]=-2109.38
E 1, v[1.0]=-6666.67
El,;Vv[1.5]=-11484.4
E 1, v[2.0]=-15000.
E 1, v[2.5]=-16276.
E 1, v[3.0]=-15000.
E 1, Vv[3.5]=-11484.4
E 1, v[4.0]=-6666.67
E 1, Vv[4.5]=-2109.38
El,v[5.0]=0.
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5.3 Reag0des nos apoios.

Uma andlise dos diagramas acima e dos correspondentes vaores indica que as reacdes de
apoio procuradas sao:

Forcas: Ra=Ry=  +25000N

Momentos Mg=Mp, = -20833,3N.m

6) Dimensionamento
6.1) Dimensionamento a tensaos .

M édulo de resisténcia da secao WE |, / Yimax
|, = B H¥12 = B (3B)’/12 = 9 BY/4
Ymax = 3B/2
logo
W,= (9 BY4)/( 3B/2) = 3B%2 (21)

Dimensinamento da se¢do: (considerando o modulo do momento fletor méximo)
S zzmax = Ivlzmax/ Wz = IVlzmax/ (3 83/2)

logo:
3 83/2 = Mzmax /Szzmax 1
B={ (2 Muma)/(3 Szmad }° = { (2x20 833,4 N.m)/(3x200 N/mrf) }**
B={ (2x20 833,4 N.m [10"3mm/m])/(3x200 N/mfj}**
B={ (2x20 833,4 x 10"3 N.mm)/(3x200 N/mfn}**

Largura associada a tensao.
B=41.1mm

6.2) Dimensionamento a flecha maxima.
O diagrama mostra que a flecha maxima ocorre quanto x=L/2. Assim vamos determinar
algebricamente o valor da deflexado linear méxima.

Elzz v(X)= - x¥/24 + g, L X*/12 - g, L* x*/24
E 12z v(x=L/2)=-g (L/2)*/24 + q, L (L/2)/12 - q, L* (L/2)%/24
E 12z v(x=L/2)=-g (L/2)*/24 + q, L (L/2)*/12 - q, L* (L/2)%/24

E 12z v(x=L/2)= - q L%/384,
ou ainda
Vinax = V(X=L/2)= - ¢ LY/( E 12z 384)

Igualando o médulo deste resultado com a expressao para a flecha maxima admissivel, temos:

L/1000 = q, L*/( E 12z 384)

1= 1000 g,L¥( E 12z 384)

lzz = 1000 o, L%( E 384)

Substituindo a expresséo para | zz em funcdo de B, ja determinada em 5.1), temos:



|, = 9 B4 = 1000 q,L%( E 384)
B*= 4000 q,L*%(9x384 E)
B = [4000 g,L*(9x384 E )]“* = [4000 (10 N/mm) (5000mmniy(9x384x2.0x10"6 N/mrh)]**

B=29.16 mm

2. QUESTAO (VALOR 4.0)Considere o eixo ilustrado abaixo de se¢&o circular com
didmetro d submetido ao carregamento indicado. Pede-se: @) determinar o didmetro minimo d
para que o eixo permaneca na fase elastica; b) determinar a equagéo do angulo de tor¢ao; c)
suponha agora que a se¢do do eixo segja circular vazada com diametros interno di e externo de,
com di/de = 0,8. Pede-se determinar os didametros di e de. d) para esta nova secéo, determinar
a equacdo do angulo de torcao. €) baseado nos resultados obtidos, determinar qual eixo é mais
pesado e qual sofre a maior rotacao.

Dados: L =2m Mt =1000 N.m{ mx =50 MPa G =80 GPa to= 1600 N.m/m

y to

L/2 L/2

1) Equacéo do carregamento
t(X) =1 <X-L/2>0

2) Condigdes de contorno
x=0® q=0
X=L® M= M

3) Integracdo da equacéo diferencial do angulo de tor¢éo
Gl ,d’q/ dx® = -t(x) = -to<x-L/2>

3.1) primeiraintegracdd® momento torgor:
M,= Gl ,dq/ dx = -to<x-L/2>" + C;

3.2) segunda integragao:
Gl pq= -(t/2)<x-L/2* + Cix + G,

4) Determinacgao das constantes de integracao.
x=0:Glp,q(x=0=0+G .0+C,=0® C,=0



x=L : My (X = L) = -to<L-L/2>" + C,= M
C1: Mt + to .L/2

5) Equacdes Finais

5.1) Momento Torgor
My(X) = -to<x-L/2>"+ M; + 5. L/2
My(x) = -1600<x-1>"+2600

5.2) Angulo de torg&o
q(x) =1/ Gl ,[-800< x-1* + 2600x ]

6) Diagrama
i) 0<x<L/2:M(x)=2600
M, (x® 0") = 2600 N.m
My (X® 1) = 2600 N.m
i) L/2<x<L :M(x)=-1600 (x-1) +2600 = -1600.x + 4200

My (X ® 1%) = 2600 N.m
My (X ® 2°) = 1000 N.m

L Mx [NM]

2600

1000

7) Seccdo mais solicitada
x=0" ® My;=2600N.m

8) Dimensionamento

8.1) Seccéo circular
t=(M/1p). (d/2)=[ M/ (pd¥32)].(d/2)=16 M/ p & =tmax
d= (16 M/ p tmao™> = (16 x 2600 /p x 50 x 1) ® d = 6,42 cm



8.2) Seccdo circular vazada

d, = didmetrointerno
d, = didmetroexterno

t:(Mxllp).(dQ/Z):Mx/NX =t méX

W, = (M / tmax ) = 2600/ 50 x 16 = 5,2 x 10° m®

W, =(I,/(da/2)=[(p/32)(d*-ch*)]/(da/2)=(p/16). (" -d*)/ 0,
th/d,=08® Ny=(p/16).[ &*-(0,84%)]/d,=5,2x 10°

d> = [(16/p ). (5,2 x 10°% 0,5904 )]** = 7,65 cm

d; =6,12cm

9) Equacéo do angulo de torcéo

9.1) Seccéo circular
l,=p.d"/32=(p/32).(6,42x10%*=1,67 x 10° m’
tem-se que G |, = 133422,78
0c (X)) = 7,49 x 10° [ -800.<x-1>" + 2600.x ]

9.2)Seccéo circular vazada
lb=(p /32) (d*-d*)=(p /32)[(7,65x10%)*- (6,12x10%"] = 1,98 x 10° m"*
tem-se que Gj, = 158811,51
v (x) = 6,30 x 10°[ -800.<x-1> + 2600.X ]

10) Relacéo entre os pesos

massas : m=r .V V. = volume da seccéo circular
m=r .V, V, = volume da sec¢éo vazada
m=Ve=_ L.(p/4).® = & = 642 =195
m V., L.(p/4).(d°-d?) (d°-d?)  7,65-6,12

11) Relagéo entre as rotagdes

Q. =7.49x10°=1,19
. 6,30x 10°



