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Capitulo 4

BARRA

4.1 Formulacao Variacional

Barra é um elemento estrutural cuja principal caracteristica geométrica é possuir o comprimento
maior que as dimensdes da sec@o transversal. Assim, considera-se a barra como um elemento unidimen-
sional, analisando o seu comportamento ao longo da direcao paralela a dimensao longitudinal, conforme
mostrado na Figura 4.1. Neste capitulo, assume-se o caso de pequenas deformacdes e material elastico
linear. Na abordagem variacional, a formulagdo do problema de barras segue as etapas apresentadas na
secao 3.1.

Figura 4.1: Barra de comprimento L juntamente com sistema de coordenadas.

A seguir aplicam-se os 6 primeiros passos da formulagdo variacional apresentados na Se¢do 3.1. Pos-
teriormente, define-se a equacdo constitutiva para um material eldstico linear isotrépicop, dada pela Lei
de Hooke.

4.1.1 Definicao da Cinematica

O modelo cinemético consiste em supor que as agoes de movimento possiveis sdo tais que a se¢ao transver-
sal permanega plana e normal ao eixo z (alinhado com a diregao longitudinal da barra), como mostrado
na Figura 4.2. As agoes de movimento sdo descritas por um campo escalar de deslocamentos u(x), ou
seja, por uma funcdo escalar continua da variavel x. Logo, todos os pontos de uma secdo transversal x
sofrem um mesmo deslocamento axial u(x) (ver Figura 4.2(b)). Desta forma, a cinemdtica do modelo de
barra consiste de a¢oes de movimento axiais u(z) provocando apenas estiramentos ou encurtamentos da
barra. A denominagéo axial indica que o deslocamento é aplicado ao longo do comprimento da barra, ou
seja, do eixo x do sistema de referéncia adotado.
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(a) Barra nao deformada. (b) Barra deformada.

Figura 4.2: Cinemaética do modelo de barra: se¢Ges transversais perpendiculares ao eixo x antes e depois
dadeformagcao.

A partir da cinemética adotada, pode-se definir formalmente o conjunto ¥V das ac¢bes de movimento
possiveis para a barra como

V ={u(x), = € (0,L),u(x) é continua} . (4.1)

Por esta notacao entende-se que V é o conjunto das fungoes continuas da variavel x ao longo do compri-
mento L da barra. Este conjunto pode ser denotado também como C'(0, L), sendo que a letra C' indica
que as funcgoes deste conjunto sao continuas.

O contorno da barra consiste dos pontos nas extremidades com coordenadas x = 0 e x = L. Em
geral, a barra estard apoiada nestes pontos, fazendo surgir restricdes cineméticas de deslocamentos, ou
seja, os valores de u(x) estardo prescritos em = 0 e x = L (ver Figura 7?7). Esta restrigdes sao indicadas
no subconjunto Kin, das agoes de movimento cinematicamente admissiveis. Para os casos onde a barra
estd apoiada em z = 0 e em ambas extremidades (ver Figuras 4.20), os respectivos subespagos de agoes
cinematicamente admissiveis sdo dados por

Kiny = {u(z),u(0) =0, z € (0,L),u(x) é continua}, (4.2)
Kiny = {u(x),u(0) =0,u(L) =0,z € (0,L),u(x) é continua} .

Para uma barra livre, todas as fungoes v € V sdo também agdes admissiveis, pois ndo ha vinculos fisicos
(restrigbes cinematicas). Quando alguma restrigdo esta presente, as agdes de movimento cinematicamente
admissiveis sdo dadas por fungdes que respeitam estas restrigdes, constituindo o subconjunto Kin, de V.

4.1.2 Deformacao

Considere a barra de comprimento L apoiada na extremidade z = 0 ilustrada na Figura 4.3. Seja Az um
elemento de barra que dista x da origem do sistema de referéncia adotado. Suponha que a barra sofra um
estiramento u(z), como mostrado na Figura 4.3, fazendo com que o comprimento final do elemento seja
Az’ = Az + Au. Define-se a deformagao longitudinal ou normal do elemento de barra como a variagao
do comprimento dividido pelo comprimento inicial, ou seja,

A — Az Az+Au—Azx Au

Az Az T Az
Tomando-se o limite da relagdo anterior para Ax tendendo a zero, isto é,
. Au
lim —,
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Figura 4.3: Estiramento na barra.

e empregando-se a definigdo de derivada, obtém-se a deformacao especifica longitudinal €., na segado =
da barra, ou seja,

. Au  du(z)
@ = M A =

A deformagio é denominada especifica pois é uma quantidade adimensional indicando a porcentagem
de estiramento ou encurtamento da barra. Longitudinal indica que a deformagao ocorre ao longo do
comprimento da barra. Os dois indices « em &,, representam, respectivamente, o plano e a dire¢cdo nos
quais a deformacgdo ocorre. Logo, €., é a deformagdo no plano z na direcao do eixo = do sistema de
referéncia adotado para o estudo da barra (ver Figura 4.1).

Neste caso, o operador D indicado na Figura 3.2 é simplesmente a derivada em relagdo a x, ou seja,

(4.3)

d . . ~ .
D = —. Da mesma maneira, o espago W é o conjunto de todas as fungoes escalares ¢, (z) denominadas

deformacbes longitudinais e obtidas ao se derivar as agoes de movimento u(z) € V. Observa-se que o
operador D : ¥V — W relaciona a cinemética com a deformacao, ou seja,

D: V— w
du(x) . (4.4)
dx

u(z) —  ez2(x) = Du(x) =

4.1.3 Movimentos Rigidos

Como mencionado na Secao 3.3, a poténcia interna P, é nula para o caso de um movimento de corpo
rigido. No caso da barra, isto implica em dizer que a deformacao e,,(x) é nula para toda secdo = ao
longo do comprimento da barra, ou seja,

du(x)

feal®) = =7 =0 z€(0,L) - (4.5)

Para que a condicdo anterior seja satisfeita, o deslocamento axial deve ser constante para toda secao x,
ou seja, u(z) = u =cte. Fisicamente, isto implica que a agao rigida sé pode ser uma translacao da barra

ao longo do eixo x conforme ilustrado na Figura 4.4.

du
O conjunto de todas as acgoes rigidas em V, ou seja, das agdes u € V tal que €, = Du = e 0,
x

define o subconjunto N (D) das agoes rigida da barra. Estes subconjunto é definido formalmente como

i

N (D) = {u(w) €V |u(x) =u=cte, Du = zll_u = 0}, (4.6)
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Figura 4.4: Movimento de corpo rigido na barra: translacao u ao longo do eixo z.

ou seja, N (D) é o subconjunto de todas as agoes u(zx) de V, tais que u(x) é constante, implicando que a
deformagao €;, é nula. Assim, o movimento de corpo rigido é uma translacao da barra ao longo do eixo
x.

A relagao entre os conjuntos V, W e N (D) e o operador D é mostrada na Figura 4.5.

(D)

U constante

Figura 4.5: Relacao entre os espacos de acoes de movimento V e das taxas de deformacao W.

4.1.4 Poténcia Interna

A partir da definicdo de poténcia interna P; dada na Secao 3.3, observa-se que associada & deformagao
£z2(x) deve existir uma funcdo o, (z) representando o estado das forcas internas na barra. Esta funcao
escalar é denominada tens&o normal atuante no plano x na direcdo do eixo x. A denominagdo normal
indica que a tensao estd presente na dire¢do perpendicular a cada segdo transversal x (ver Figura 77). A
partir dai, a poténcia interna P; é dada pela seguinte integral ao longo do volume V' da barra

P—— /V O pa(2)0a () V. (4.7)

Como €,; é constante em todos os pontos de uma secao transversal, pode-se decompor a integral de
volume anterior em duas integrais ao longo do comprimento e da area da secdo transversal da barra, ou
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seja,

P =— /OL </A Oz () dydz) Exz AT. (4.8)

Como a tensdo o, (r) estd dada em unidades tais como N/m? e integra-se 0., (z) ao longo da 4rea,
o resultado estd em termos de forga. Logo, denomina-se

No(z) = /A () dydz (4.9)

como forga normal na dire¢ao x. Novamente, como o,,(x) pode variar apenas de se¢do para a se¢ao e na
expressao anterior tem-se uma integral ao longo da érea, reescreve-se a expressao N, (x) como

N,(x) = am(m)/A dydz,

sendo que a integral representa a drea na segao x, isto é, A(z) = [, dydz. Portanto, a forca normal para
N, (x) é dada por

Observa-se que a tensao o,;(x) é constante em cada segdo z, como ilustrado na Figura 4.6. Um valor
positivo indica uma tensdo normal de tracao. Um valor negativo indica uma tensao normal de compressao.

<0
j Oy >0 Oxx
—= —» X S < —» X
( Ny, >0 (tracao) ( N, <O (compressao)

(a) Tensao de tragao. (b) Tensao de compressao.

Figura 4.6: Distribuicao de tensao na secao transversal da barra.

A partir da definicdo da forca normal, pode-se escrever a poténcia interna Pi dada em (4.8) como

__[F R du()
P = —/0 Ny (2)esa(z) do = —/0 N o, (4.11)

4.1.5 Aplicacao do PPV

Seja f o conjunto de esforcos externos compativeis com a cinemética definida para o modelo unidimen-
sional de barra. Deseja-se caracterizar f . Para isso, aplica-se o PPV dado na Secao 3.4. Logo, a partir
de (4.11) e do PPV expresso em (3.21), tem-se que para qualquer acdo de movimento virtual a(z)eV
L dil
P.+P=0= <f,a>—/ Ny (2) ) g (4.12)
0 dzx
A expressao anterior, obtida a partir do PPV, envolve a derivada do deslocamento virtual @(z), ou
seja, a deformagao virtual é,,(x). Em geral, deseja-se obter uma expressao em fungao do deslocamento
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4(z) apenas e nao de sua derivada. Para isso, aplica-se o procedimento de integracao por partes. Lembre-
se que dadas duas fungoes continuas f(z) e g(z) definidas no intervalo [a, b], a expressao [ (f f(z)d (x)dx
pode ser integrada por partes resultando em

b b
[ iwd@ar = j@ewlt- [ f@gta (413)
= 00~ @] - [ f@o)s

Portanto, a integragdo por partes resulta num termo no contorno do inteervalo [a,b] (pontos z = a
e x = b) e uma integral do longo do intervalo. Observe que na expressao a esquerda, f(z) nao estd
derivado e apds a integragdo por partes passa a estar derivado. De forma andloga, a funcdo g(z) nao
aparece derivada a direita da expressao anterior. Diz-se entao que aumentou-se a ordem de diferenciagao
de f(z) e diminuiu-se a ordem de diferenciacao de g(z).
i N,
Wal2) o gfa) = fa).

du(z
Tomando-se f(z) = N.(z) e ¢'(z) = #, tem-se, respectivamente, f'(z) =
x
Logo, a partir da regra de integragdo por partes dada em (4.13), a expressao (4.12) pode ser reescrita
como

L ’I:L X L () .
(f,a) — /O Nx(m)dd—i) de = Ny(z)a(z)|F - /0 deaf )i(z) du (4.14)
L X
= [NJ(L)a(L) — N, (0)a(0)] /O %a@) da.

Na expressao anterior, a for¢a normal N,(z) estd derivada, enquanto o deslocamento virtual axial
@(z) aparece sem derivagdo. Assim, aplica-se sempre o procedimento de integragdo por parte quando se
deseja diminuir a ordem de diferenciacdo de uma grandeza da equagao.

A equacao (4.14) representa o enunciado integral do equilibrio da barra livre de restrigdes, fornecendo
ainda uma representacdo das forcas compativeis com o modelo da barra.

4.1.6 Caracterizacao dos Esforcos Externos

A expressao (4.14) foi obtida a partir da aplicacdo do PPV. Este principio estabelece que se o corpo estéd
em equilibrio, as poténcias externa e interna sao as mesmas para qualquer agao virtual de movimento, a
partir da configuragdo deformada do corpo. O termo do lado direito da expressao (4.14) foi determinado
integrando-se a poténcia interna (4.11) por partes. Este termo é importante pois possibilita caracterizar
os esforcos internos que estao presentes na barra. Neste caso, tem-se for¢as normais concentradas N, (L)

e N;(0) nas extremidades da barra. Além disso, ao longo do comprimento L da barra, tem-se uma

dN.
distribuigao de forga normal N,(z) por unidade de comprimento dada por M

x

Logo, como o PPV estabelece a igualdade das poténcias externa e interna para qualquer deslocamento
virtual 4(z) a partir da posicao de equilibrio, tem-se que as esforgos externos compativeis com a repre-
sentacdo (4.14) sdo caracterizados por forcas concentradas Py e Pr, respectivamente, nas extremidades

dN,(x)
dx

xz = 0ex = L da barra. Além disso, para equilibrar o termo , deve existir uma densidade de forca
externa axial distribuida, denotada por p(z), cuja poténcia / p(z)u(z) dr associada a um deslocamento

0
L dN,(z
virtual arbitrdrio u(z), equilibra a poténcia interna / ;( )
0 x

t(x) dx. Logo, o termo f em (4.14) é
dado por

Py — forga axial aplicada em x =0
f:$ Pr — forga axial aplicada em x = L . (4.15)
p  — densidade de forca axial por unidade de comprimento
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Estes carregamentos estdo ilustrados na Figura 4.7(a).

Compressao

(a) Convengao de sinais. (b) Esforcos externos na barra.

Figura 4.7: Esforcos externos e convencao de sinais na barra.

A partir de (4.15), obtém-se a expressao da poténcia externa das forgas f para qualquer agao virtual
u(z)€V, ou seja,

L
P, = (f, ) = Pyii (0) + Prit (L) + / p()i(z) de. (4.16)
0
Substituindo (4.16) no enunciado do PPV (4.14), obtém-se
R R L R R R L dN,(x) .
Py (0) + Pra (L) —|—/ p(z)i(z) de = [Ny(L)a(L) — N (0)a(0)] — / Tu(aj) dx.
0 0
A expressao anterior pode ser rearranjada como
L rdN,
— [Nz (0) + Po] @ (0) + [N (L) — Pr]u (L) — / {% + p(m)} (x) dz = 0. (4.17)
0

Para que esta equagao seja verdadeira para toda agao virtual @(z) € V, os 3 termos entre colchetes devem
ser simultaneamente nulos, ou seja,

dN,
@) @) =0 emze(0,L)
F _ . (4.18)
N (L) = PL emz =L
N, (0) = -P em z =0

A expressao anterior define a forma local do problema de barra livre de restrigoes cinematicas. Tem-se
uma equagao diferencial em termos da for¢a normal e duas condigdes de contorno. Este conjunto (equagao
diferencial + condigbes de contorno) define o que se chama Problema de Valor de Contorno (PVC).

Resolvendo-se a equacgao diferencial, obtém-se o esfor¢co normal N, (x) ao longo do eixo x da barra. Um
valor positivo indica que a barra esta sob tracao, enquanto que um valor negativo representa uma forca de
compressdo. A Figura ilustram, respectivamente, os esforcos externos compativeis com a cinematica da
barra e a convengao de sinais. Pode-se tragar um diagrama da for¢a normal N,(z), sendo este diagrama
comumente conhecido como diagrama de esforco solicitante.

A partir da equagao (4.18), define-se o operador de equilibrio D*entre os esfogos externos e internos.
Este operador pode ser escrito como

—diNm(x) em z € (0,L)
* o XL

Ny(x)|,—;, emz=0
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O operador D* mapeia os espagos vetoriais dos esforcos internos W e externos V'. Neste caso, o espago
vetorial dos esforcos externos V' é caracterizado por uma fungao escalar continua p(z) indicando a carga
axial distribuida sobre a barra e forgas concentradas Py e P, nas extremidades da barra e tratadas através
como condigoes de contorno do problema. Portanto, denota-se D* como

D*: W— V'
d
_%Nw(x) = p(x) em z € (0,L)
Na@) = DN =3 K =R  ema—1
Na(2)|p—p, = P em z =0

Se 4(x) for uma acdo de movimento virtual rigida, entdo a poténcia interna é nula. Neste caso, o
PPV estabelece que para qualquer agao virtual rigida 4(z) € N (D), a poténcia externa dada em (4.16)
¢é nula para uma barra em equilibrio, ou seja,

L
Pyt (0) + Pa(L) + /0 p(@)i(z) de = 0. (4.20)

As acoes rigidas para o caso de barra, sdo deslocamentos constantes, isto é, translagoes na direcdo x.
Logo, tem-se @(x) = 4 =cte e substituindo na expressao anterior vem que

L
(Po + Pr, +/ p(z) dw) = 0.
0

A partir dai, obtém-se a condicdo de equilibrio da barra, estabelecendo que a resultante das forcas
externas deve ser nula, isto €,

L
Py + P, + / p(x)dr = 0. (4.21)
0

A forma esquematica da formulagdo do problema de barra é mostrada na Figura 4.8.

Pe=Po+PL + [ pdx

_do
dx
’(~)‘x:O
(')‘x:L

0<X<L

)
Il
x ‘%

du | Pi=—JNe& xxdx_

Exx=

o
x

Figura 4.8: Formulagao variacional do problema de barra.

Antes de definir o comportamento do material, apresentam-se alguns exemplos para obter a forca
normal na barra através da integracao da equagao diferencial. Para resolver este tipo de problema e
determinar os diagramas de esforgos solicitantes, aplicam-se os seguintes passos
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1. escrever a equagao de carregamento,

2. indicar as condic¢bes de contorno,

3. integracdo da equagao diferencial,

4. determinar as constantes de integracao através da aplicacao das condicoes de contorno,
5. escrever as equagoes finais,

6. tragar os diagramas,

7. determinar as reacoes de apoio.

O ponto importante a ser observado é que as reacoes de apoio sdo obtidas automaticamente a partir
da solugdo do problema, pois a equagao diferencial indica o equilibrio de esforgos externos e internos.
Desta maneira, o mesmo procedimento anterior pode ser aplicado sem nenhuma modificagado para o caso
de problemas hiperestaticos.

Exemplo 4.1 Tracar o diagrama da for¢ca normal para a barra ilustrada na Figura 4.9 através da inte-
gracao da equagdo diferencial.

p(x)=po ] T“‘ﬁﬁ
X

v

Figura 4.9: Exemplo 4.1 (barra submetida a uma carga distribuida constante py).
Para resolver este exemplo, aplica-se o procedimento dado anterior.

1. Equagdo do carregamento: p(x) = po.
2. Condigoes de contorno: x =0 — Ny(z =0) =0.

dN,
3. Integracdo da equacdo diferencial: ﬂ

= —p(x) = —po — Nz(z) = —pozx + C4.
4. Determinagdo da constante de integragao: x =0 — Ny(x =0) = —pp(0) + C1 =0 — C, = 0.
5. Equagdo final: Np(x) = —pox.

6. Diagrama da for¢a normal: Ny(x =0) =0 e Ny(x = L) = —poL.
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O diagrama da for¢a normal é mostrado abaizo para L = 2m e py = 10N/m. Observa-se que a
forca normal varia linearmente.

5
NX(X)[N]

0

-5+

-10 +

-15 +

20 + ~

-25

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
x[m]

7. Reacao de apoio: neste caso, a reacao de apoio R, na extremidade x = L da barra € dada pela
condi¢do de contorno, ou seja, Ray = Ny(x = L) = —poL = —20N. Logo, o sentido positivo da
reacdo € para cima e portanto contrdrio a dire¢cao positiva do eizo x, neste caso para bairo. Este

valor também pode ser obtido pelo diagrama.

d

Exemplo 4.2 Tracar o diagrama da for¢a mormal para a barra ilustrada na Figura 4.10 através da
integracao da equacgdo diferencial.

p(x)=po 1 &

Figura 4.10: Exemplo 4.2 (barra submetida a uma carga distribuida constante py.

1. Equagdo do carregamento: p(x) = py.

2. Condigoes de contorno: x = L — Ny(z = L) = 0.

dN,
3. Integracdo da equagdo diferencial: 7 (2) = —p(x) = po — Ny(x) = poz + C1.
x

4. Determinagdo da constante de integragao: x = L — Ny(x = L) = poL + C1 =0 — Cy = —poL.
5. Equagao final: Ny(x) = po(z — L).

6. Diagrama da for¢a normal: Ny(z =0) = —poL e Ny(x = L) = 0.
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O diagrama da for¢a normal é mostrado abaizo para L = 2m e py = 10N/m. Observa-se que a
forca normal varia linearmente.

5
NX(X)[N]

0

-5+

-10 +

-15 +

20 + ~

-25

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
x[m]

7. Reacdo de apoio: neste caso, a reagao de apoio R, na extremidade x = 0 da barra € dada pela
condi¢do de contorno, ou seja, Ray = —Ny(x = 0) = poL = 20N. Este valor também pode ser
obtido pelo diagrama.

O

Destes dois exemplos iniciais, verifica-se que a mesma solugao é obtida independente da origem ado-
tada para o sistema de referéncia.

Exemplo 4.3 Tracar o diagrama da for¢a mormal para a barra ilustrada na Figura 4.11 através da
integracao da equacgdo diferencial.

y

|-

y
po=2000N"

Figura 4.11: Exemplo 4.3 (barra submetida a uma carga distribuida variando linearmente).

Neste caso, tem-se uma carga distribuida variando linearmente. Aplica-se o mesmo procedimento

anterior.

1. Equagdo do carregamento: p(zx) = po%.
2. Condigoes de contorno: x =0 — N(x = 0) = 500.
dN,
3. Integracao da equagdo diferencial: ﬂ = —p(x) = —po% — Np(z) = —5—2%2 + Cf.
x

4. Determinagao da constante de integra¢io x =0 — Ny(z =0) = 5—2(0)2 + C1 =500 — C7 = 500.
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5. Equagao final: Ny(x) = —g—sz + 500.
6. Diagrama da for¢a normal: considerando L = 1m e pg = 2000N/m, tem-se N,(x = 0) = 500N e
N,(x = L) = =500N. O diagrama da for¢a normal € ilustrada a sequir. Observe que devido ao

carregamento distribuido linear, a for¢a mormal varia como uma pardbola.

NX()[N]
400 f

200

-200

-400 |

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x(m]

7. Reagao de apoio: neste caso, a reag¢do de apoio Ra, na extremidade x = L da barra é dada pela
condi¢ao de contorno, ou seja, Ra, = Ny(x = L) = —500N. Logo, o sentido positivo da reagao €
para cima e portanto contrdrio d direcao positiva do eizo x, neste caso, para baizo. Este valor
também pode ser obtido pelo diagrama.

d

4.1.7 Diagramas de Ensaio de Tragao e Compressao

Considere a barra de comprimento L e area da segao transversal constante A submetida a uma forga axial
de tragdo P na sua extremidade (ver Figura 4.12(a)). Devido a este carregamento P, a for¢a normal
em cada secao transversal x é constante com intensidade P, ou seja, N, (z) = P. Da mesma maneira,a
tensdo 0., () = 04, também serd constante e a partir da expressao (4.10), tem-se que

P

Além disso, a barra apresentard um alongamento § dado pela diferenca entre os comprimentos final
L' e inicial L da barra, isto é,

§=1L—L. (4.23)

Como a forga normal e a tensao sdo constantes em todas as secoes, a deformagao especifica £,,(x) =.€4,
também é constante, sendo dada pelo alongamento ¢ dividido pelo comperimento inicial L. Portanto,

o

Na Figura 4.12(b) tem-se a mesma barra submetida agora a uma forga de compressao P. Pela
convencdo adotada, cargas de compressdo s@ao negativas. A forca normal N,, a tensdo normal de
compressao 0., , 0 encurtamento ¢ e a deformagao longitudinal €., sd@o dados respectivamente por

p )

Ny(z) = —P, Oxy = R 6=L—1L, Exx = 7 (4.25)
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(a) Forga axial de tracao. (b) Forca axial de compressao.

Figura 4.12: Barra submetida a uma forca axial P na extremidade.

Observa-se que o encurtamento § é negativo, pois o comprimento final L'é menor que o comprimento
inicial L. Portanto, a deformagio ¢;;, assim como a tensao o,;, sera negativa.

Tomando-se a barra da Figura 4.12, sabe-se intuitivamente que se a mesma for feita de aco, os niveis
de deformacao e tens@o serdo inferiores quando comparado com uma barra de aluminio. Assim, cada
material possui uma resisténcia mecanica distinta. Esta resisténcia é dada por algumas propriedades do
material, as quais sdo determinadas experimentalmente. O tipo de ensaio a ser realizado é indicado pela
equacao constitutiva do material. Esta equagdo representa o comportamento de um material idealizado
e estabelece, em geral, uma relacao entre tensdo e deformagdo. Um exemplo de equagdo constitutiva é
a Lei de Hooke valida para materiais elasticos lineares isotropicos. A denominagao eldstico significa que
o material se deforma sob acao de forcas, mas retorna a sua forma inicial quando se retiram as forcas.
Linear significa que hd uma relacdo linear ou proporcional entre tensao e deformacao. Isotrépico indica
que as propriedades do material sdo as mesmas para qualquer direcdo que seja considerada. A Lei de
Hooke é empregada para materiais metdlicos a temperatura ambiente.

Os ensaios de tracdo e compressao sao usados para caracterizar as propriedades de um material que
seguem o comportamento dado pela Lei de Hooke. Para isso, toma-se um corpo de provas cilindrico com
dimensoes padronizadas (ver Figura 4.13(a)). Submete-se o corpo de prova a uma mdaquina de testes
ilustrada na Figura 4.13(b), a qual aplica paulatinamente cargas axiais concentradas P nas extremidades
do corpo de prova . Para cada valor de P, mede-se a distancia L’ entre dois pontos originalmente
a distancia L, determinando-se o alongamento ou encurtamento 6 = L' — L . Com estas medigoes,

. . o .
calculam-se a tensao o,, = e a deformacao e, = 7o levantando-se um grafico do tipo o,z X €44,

denominado diagrama tensé(;4 deformacgao. Pode-se medir também a variacao Ad = d’ — d no diametro
do corpo de prova, permitindo caracterizar a deformacio na secao transversal como sera visto adiante.

A forma do diagrama tensao-deformacao varia sensivelmente para diferentes materiais. Para um mes-
mo material, verificam-se resultados diferentes para os ensaios tomando-se diferentes temperaturas do
corpo de prova e a velocidade com que o carregamento é aplicado. As caracteristicas comuns encontra-
das em diagramas de ensaio de tracao e compressao permitem identificar duas importantes classes de
materiais, ou seja, os materiais duteis e frageis.

A principal caracteristica dos materiais dtteis, obtida a partir do diagrama tensdo-deformagao, é
apresentar escoamento a temperatura ambiente. Materiais como aco, aluminio e cobre sdo classificados
como duteis. A Figura 4.14 ilustra diagramas tipicos para o ac¢o e aluminio.
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(a) (b)
Corpo Maéquina
de de en-
prova. saio.

Figura 4.13: Corpo de prova e méquina de teste para ensaio de tragdo/compressao.

Oxx
Oxx

Grup
fase
clastica

|
T || 000 £

fase
elastica

(a) Aco. (b) Aluminio.

Figura 4.14: Diagramas de ensaio de tragao/compressao.
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Observa-se que existe um trecho onde a relagdo tensao-deformacao é linear, ou seja, ao se aplicar
carregamentos P crescentes, o comprimento L’ da barra aumenta proporcionalmente ao carregamento
aplicado. Desta maneira, o trecho inicial do diagrama é uma reta com um grande coeficiente angular.
Esta linearidade continua até se atingir o valor da tensao normal limite de proporcionalidade denotada
como o}n. Valores de tensdo no intervalo 0 < o, < ojm caracterizam a fase eldstica do material, ou
seja, o material se comporta elasticamente. Isto siginifica que ao se deixar de aplicar a carga P, o corpo
de prova volta a sua forma inicial. Em geral, deseja-se dimensionar os componentes mecéanicos de tal
forma que os mesmos permanecam na fase elastica, ou seja, a tensdo maxima ooy
0 < o™ < Olim-

Para valores acima de oy, 0 corpo de prova comeca a escoar, ou seja, apresenta uma grande defor-
macao com um pequeno aumento da carga aplicada. Em materiais duteis, esta deformacéao é causada por
um deslizamento relativo de camadas de material segundo superficies obliquas. Nesta fase do diagrama,
o corpo de prova apresenta uma deformacao permanente, o seja, ao se retirar a carga P, o corpo de prova
retorna a um estado de tensdo nula por linha CD paralela a AB conforme ilustrado na Figura 4.15. A
partir dos diagramas da Figura 4.14, observa-se que o alongamento do material na fase de escoamento
¢é sensivelmente maior que o alongamento verificado na fase eldstica. Este alongamento maior durante
escoamento, permite identificar para alguns materiais um valor de tensdo praticamente constante no
diagrama (ver Figura 4.14(a)). Denomina-se este valor como tensao normal de escoamento do material e
denota-se a mesma gegc.

1aX deve estar no intervalo

a

D
B
A

recuperagio do
escoamento | _; material | , estriccao

| I

Figura 4.15: Fases num diagrama de ensaio de tragao e compressao.

A partir da tensdo de escoamento, verifica-se uma fase de recuperagdao do material, a qual é carac-
terizada por um enrigecimento do material causado por um rearranjamento das particulas do material,
fazendo com que a sua resisténcia aumente e consequentemente exigindo valores de carregamento maiores
para se deformar o corpo de prova. A tensdo méaxima atingida nesta fase é denominada tensdo normal
tltima e denotada por oy);. Apds alcangar este valor mdximo, verifica-se uma estriccdo do material,
ou seja, o didmetro do corpo de prova comega a diminuir devido a perda de resisténcia. Assim, uma
carga mais baixa é suficiente para manter o corpo de prova se deformando até atingir a sua ruptura. O
valor de tensao onde a ruptura ocorre ¢ denominada tensao normal de ruptura e indicado como oryp. A
ruptura ocorre segundo uma superficie de aproximadamente 45 graus com a superficie inicial do corpo de
prova. Este fato comprova que a ruptura dos materiais dicteis ocorre devido ao efeito de atrito entre as
secoes transversais o que caracteriza as tensoes de cisalhamento. Portanto, com a carga axial as maiores
tensoes de cisalhamento ocorrem em planos que forma um angulo de 45 graus com a carga. Este fato
sera discutido em mais detalhes posteriormente.

Observando a Figura 4.14(b), verifica-se que para alguns materiais, torna-se dificil determinar a tensao
oum que caracteriza a fase eldstica. Assim, por questoes de seguranca define-se a tensao normal admissivel
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do material & dada a partir da tensao de escoamento gesc € de um coeficiente de seguranca k pela seguinte
equagao

5= 2&¢ (4.26)
k
Assim, a fase eldstica passa a ser caracterizada por valores de tens&o no intervalo 0 < 0., < &.
Materiais como o ferro fundido, vidro e rocha sao classificados como frageis e caracterizam-se por
uma ruptura do corpo de prova sem nenhuma mudanga sensivel no modo de deformacdo do material.
Logo, nao existe diferenga entre as tensées uiltima e de ruptura. Além disso, num ensaio de tracdo, nao se
observa a estriccao do corpo de prova e a ruptura acontece numa superficie perpendicular a linha de agao
do carregamento axial. A partir dai, conclui-se que a ruptura num material fragil se deve principalmente
& presenga de tensbes normais. A Figura 4.16 ilustra o diagrama de ensaio de tragdo para um material
fragil. Observa-se ainda que a magnitude da deformagao é muito menor nos materiais frageis que nos
duteis.

Figura 4.16: Diagrama de ensaio tipico para material fragil.

A partir do coeficiente angular 8 da reta da fase linear do diagrama de ensaio de um material dutil
ou fragil, define-se uma propriedade do material denominada Mddulo de Elasticidade Longitudinal ou
Mddulo de Young, o qual é denotado pela letra E. Logo, a equacdo da reta que define a fase eldstica é
dada por

0w = Fegg. (4.27)

Esta equacao é denominada Lei de Hooke para o caso de tracao e compressao.
Substituindo (4.22) em (4.24) na expressao anterior vem que
EA

P=—14 4.2
B (428)

A
O termo —— é denominado rigidez do elemento de barra. Observe que uma barra de material elastico

linear comporta-se como uma mola. Lembre-se que para uma mola de constante elastica k., a forca F

EA
na mola e o alongamento z, estao relacionados por F' = k.x. No caso da barra, tem-se F' = P, k., = I

ex =20.
O moédulo de elasticidade da uma idéia da resisténcia do material na fase linear elastica, ou seja, da sua
capacidade de resistir a deformagoes quando submetido a carregamentos. Como &,, é uma quantidade
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adimensional, as unidades de F sio as mesmas da tensdo o, tais como N/m? e Kgf/cm?. Denomina-se
N/m? como Pascal (Pa). Lembre-se ainda a seguinte relacio para conversio de unidades

1Kgf_ 10 N

em2 104 m?2

Valores tipicos do médulo de elasticidade sdo dados por: aco (E = 21 x 10°Kgf/em? = 21 x 10'°° N/m? =
210G Pa), aluminio (E = 7 x 10°Kgf/cm? = 7 x 101°N/m? = 70GPa) e (E = 11 x 10°Kgf/em? =
11 x 101°N/m? = 110G Pa).

Observa-se um mesmo comportamento no diagrama de ensaio para um material ditil submetido a
uma forca de tracdo ou compressao. Logo, as tensdes admissiveis de tracdo (G;) e compressao (7.) sdo
iguais. Para materiais frageis, observa-se uma maior resisténcia & compressao do que a tracao, implicando
que 7; < d.. Observa-se que os valores das tensdes admissiveis (74, d.), de escoamento ogesc, de ruptura
orup € ultima o4 encontram-se tabeladas para vdrios materiais. Estes valores de tensao podem ser
aumentados através da adicao de ligas metalicas ao material, tratamento térmico e processo de material
como ilustrado na Figura 4.17. No entanto, o médulo de elasticidade permanece o mesmo.

N
= 105W = 10°Pa = 0,1M Pa. (4.29)

Oxx

©  aco temperado

(@  aco de alto teor de
_ carbono

(3 aco puro

al

Figura 4.17: Comportamento do ensaio de tragao para diferente acos.

4.1.8 Coeficiente de Poisson

A partir do diagrama de ensaio de tracdo, observa-se que devido ao alongamento 6 da barra, ocorre uma
diminuicao da segado transversal. Analogamente, num ensaio de tracdo, tem-se um encurtamento § da
barra e um consequente aumento das dimensoes da segao transversal. Deseja-se entao caracterizar esta
deformacao transversal na barra.

Para isso, considere a barra de secao retangular da Figura 4.18 submetida a uma forca de tragao
P. Devido a esta forca, tem-se uma deformacao especifica transversal e, dada por (4.24). Na secao
transversal, tem-se também duas componentes de deformacao especifica €,, € €., nas direcdes y e z,
devido as variagoes nas dimensoes a e b para a’ e I, respectivamente. Estas componentes de deformagao
transversal sdo obtidas de forma andloga a £,, em (4.24), ou seja, tomam-se as variagdes Aa =a’ —a e
Aa = b — b divididas por pelas dimensoes iniciais a e b, ou seja,

Aa d —a Ab bV —b

E = —_— = e E = —_— =
vy a a vy b b

Verifica-se experimentalmente que todas as dimensoes da se¢ao transversal sofrem a mesma deformacao
especifica transversal €;, ou seja,

, (4.30)

Eyy = Ezz = E¢-
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Figura 4.18: Deformagao transversal numa barra.

Além disso, verifica-se que €; é proporcional a deformagao especifica longitudinal €,,, ou seja,
€t = Eyy = €22 = —VEay, (4.31)

sendo v uma constante caracteristica do material chamado Coeficiente de Poisson. O sinal — é introduzido
apenas para representar o fenénemo fisico. Quando a barra é tracionada, a deformacao longitudinal e,
é positiva, enquanto €; é negativa pois as dimensoes da se¢ao diminuem. No caso de compressao, tem-se
€x2 Negativo e g, positivo.

Supondo que a barra possui secao circular com didmetro inicial d, as deformagoes €, € €., sao iguais.
Sendo Ad a variacdo no didmetro apés a deformacao e empregando (4.31) vem que

Ad
Eyy = €yy = 7 = —VéEgy. (432)

Substituindo (4.24) e (4.28) na relacao anterior, obtém-se

Pd
Ad=-v——r.
AE
O coeficiente de Poisson é determinado a partir do ensaio de tracdo ou compressao medindo-se as
dimensoes da se¢ao transversal. Um comportamento tipico esta ilustrado na Figura 4.19. Observa-se que
na fase eldstica, o coeficiente permanece constante. Posteriormente, durante o escoamento, o valor do
coeficiente de Poisson aumenta até atingir um valor assintético. Para os acos em geral, tem-se v = 0,3 e
para o aluminio v = 0, 27.

4.1.9 Lei de Hooke para Barras

Como mencinado anteriormente, a lei de Hooke é uma equacao constitutiva vélida para materiais elasticos
lineares isotrépicos. No caso de barra em tragao/compressao para um material segundo a lei de Hooke,
tem-se uma componente de tensdo normal o, e 3 componentes de deformagao de deformagao longitudinal
(€zay Eyys €22), as quais estdo relacionadas pelo médulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson v a
partir das expressoes (4.27) e (4.31), ou seja,

Orul®) = Begs(@) - erulw) = 222, (4.33)
e() = —vena(a) - ey la) = 722 (434)
€..(x) = —veg(x) = en(z) = _Vam(x)
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Figura 4.19: Comportamento do coeficiente de Poisson no ensaio de tragao.

Observa-se que na barra tem-se um estado uniaxial de tensao descrito pela tensdo normal o, (x). Este
estado é independente do comportamento do material. Ao se introduzir a hipdtese de material elastico
através da lei de Hooke, chega-se a um estado de deformagdo com 3 componentes longitudinais dadas

POT Ex4, Eyy € €.

4.1.10 Aplicagao da Equagao Constitutiva ao Problema de Barra

Como mencionado no final da Secao 4.1.6, considerou-se inicialmente apenas os 6 primeiros passos da
formulacao variacional dada na Secao 3.1, pois o comportamento do material ainda nao havia sido defini-
do. Apés introduzir a lei de Hooke, pretrende-se aplicd-la para o problema de barra, efetuando o tltimo
passo da formulacao.

Pode-se substituir o, (z) dado em (4.33) na expressao da for¢a norma (4.10), obtendo-se

N () = E(2)A(2)gs (2)- (4.35)

Lembrando a equagao (4.35) para e,,(x) vem que

du(x)
dz

Procurando generalizar a formulagdo, assumiu-se também que o médulo de elasticidade pode variar
em funcdo de z, ou seja, E = E(x), como no caso de uma barra constituida de partes por materiais
distintos.

Substituindo a relagao (4.36) na equacao diferencial de equilibrio (4.18), tem-se a equacao diferencial
em termos do deslocamento axial u(x)

N,(z) = E(x)A(z)

(4.36)

% (E(x)A(x) de)> Fp@) =0 emaze(0,L). (4.37)

Para o caso onde o moédulo de elasticidade e a area da secao sao constantes, obtém-se

d*u(x)

FEA
dxz?

+px)=0 emze(0,L) - (4.38)
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Logo, observa-se que para o caso de material eldstico linear isotrépico, obtém-se uma equacao dife-
rencial de segunda ordem, a qual deve ser integrada duas vezes para se obter o deslocamento axial u(x)
na barra. A primeira integracao fornece a forca normal N, (z) = E(z)A(z). Observa-se que as condigdes
de contorno agora podem ser dadas tanto em termos de forcas axiais como pelos vinculacbes presentes
nas extremidades da barra, como ilustrado na Figura 4.20. Por sua vez, estas restri¢coes serao incluidas
na definicdo do espaco de acoes admissiveis Kiny.

u(0)=0 u(L)=0 u(0)=0 u(L)=0

| — |
i B R~ I P JR—

Figura 4.20: Condigoes de contorno em termos de deslocamento numa barra.

4.1.11 Verificacao e Dimensionamento de Barras

Em geral, deseja-se dimensionar os componentes mecanicos de tal forma que os mesmos permanecam na
fase eldstica. Isto implica que sob a acad de esforgos externos, o componente ira se deformar, mas voltara
a sua forma inicial tao logo o carregamento seja retirado. Por dimensionar uma estrutura, entenda-se
determinar as dimensbes que permitem caracterizar o seu comportamento mecanico.

Para o caso de barra, o comprimento é determinado por restrigoes construtivas. Assi, dimensionar a
barra significa calcular a dimensao minima da area da secao transversal de tal forma que a barra permenca
na fase elastica. O dimensionamento considerado aqui serd baseado no valor maximo da tensao ao longo
da barra. Para barras submetidas a forcas axiais de compressao, torna-se necessario verificar o efeito de
flambagem, o qual serd tratado posteriormente.

No dimensionamento a tensao maxima, consideram-se os seguintes passos:

1. determina-se a funcdo e o respectivo diagrama da for¢a normal N,(z).

2. com base neste diagrama, determina-se a secao mais solicitada, ou seja, a secdo onde atua o maior
valor da forga normal em mddulo, sendo este valor denotado NJ'*.

3. aplicando-se a expressao (4.10), tem-se que a tensdao maxima o22* é dada por

max
max __ N, T

Oz = 4 (4.39)

4. para que a barra permaneca na fase elastica, tem-se que a tensao maxima deve ser inferior a tensao
normal admissivel de tracao &; para barras em tracdo e inferior a tensao normal admissivel de
compressao &, para barras em compressao, ou seja,

max max

gmax — :F4 < &y ou omax = fél <o, - (440)
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5. a drea minima A para que a barra permanega na fase eldstica é obtida tomando-se a igualdade na
expressao anterior, isto é,

max
NIE

Nma.x
ou A=-E
Ot Oc

A= (4.41)

Conhecida & area da secao transversal, pode-se determinar as suas dimensoes. Por exemplo, para
2

T
uma barra circular de didmetro d, a sua area é dada por A = o A partir da expressdo anterior,
determina-se d
4Nmax 4Nmax
go JANET gl A (4.42)

TO¢ TOc

No caso de verificacao de uma barra, conhece-se as dimensoes da secao transversal e deseja-se verificar
se a mesma permanece na fase eldstica quando submetida a um certo carregamento. Para isto calcula-se
a tensdao normal maxima o5?* usando (4.39). Com esta tensdo maxima, basta verificar se a mesma é
menor &y que para barra em tragao. Para barra em compressao, compara-se com a tensao .. Resumindo,

deve-se verificar que

max

o =<g, ou om*<a.. (4.43)

Neste caso, diz-se que a barra permanece na fase eldstica. Caso uma das duas condigoes inferiores nao
seja valida, deve-se redimensionar a barra.

4.1.12 Barras Submetida a Variacao de Temperatura

Considere uma barra de comprimento L submetida a uma variacido de temperatura AT positiva. Verifica-
se entao um alongamento da barra e o comprimento final L’ é dado por

L' = L(1 + aAT), (4.44)

sendo « o coeficiente de dilatacdo térmica do material. A expressdo anterior pode ser reescrita como

L'-L

7 alAT.

O termo do lado direito, representa o alongamento 6 = L’ — L da barra dividido pelo comprimento inicial
L, ou seja, tem-se uma deformagao especifica térmica denotada como e7. Logo

er = aAT. (4.45)

Portanto, devido a uma variacao de temperatura a barra sofre uma deformacao longitudinal. Caso
esta barra esteja submetida a agao de forgas que causam uma deformacao £,,, a deformagao total € é a
soma das duas deformagoes, isto é,

€ =¢Ezg T ET. (4'46)
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Y
T o =100N/m
F=100N =200N
F=350N /

Figura 4.21: Exercicio resolvido 4.1.

4.2 Exercicios Resolvidos

Exercicio 4.1 Considere a barra com o carregamento ilustrada na Figura 4.21. Pede-se tracar os dia-
gramas da forca normal, dos deslocamentos, deformacoes e tensdes axiais.

1. Equagdo do carregamento: q(z) =q<z—- 0> -F<z—-1>14+FR<z-2>"!
2. Condigoes de contorno: Nzy(z =0)=—F; = —-100N  u(z=3)=0
3. Integracdo da equacdo diferencial

E(w)A(w)dQu(m) =—qr)=—q<z-0>"+Hh<r-1>1-FK<r-2>""1

dx?

o 1% integracdo: forga normal

Ny(z) = BA%D) — o< - 0> 4+RB<e—1>0 -F<z-2>0 40

o 2% integracao: deslocamento axial
EAu(z) :—%0 <x—0>24Fh<z—1>—F<z-2>'4+Ciz+ Oy

4. Determinacao das constantes de integracao
N$(CL':0) =04+0-0+C1=-F —-C1=—-F
u(z =3) = —-9(3)? + F»(3 - 1) — F3(3 —2) —100(3) + C2 = 0 — Cy = 250

5. Equagées finais

o forca normal: Ny(z) = —quz+ Fa <z —1>0 - <z-2>0-F
e deslocamento: u(z) = 77(—5022 +350 <z — 1 >1 —200 < z — 2 >! —100z + 250)

6. Diagrama da for¢a normal
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Ny(z — 07) = —=100N N,(z — 17) = —200N
Ny(z —17)=150N  N,(z — 27) = 50N
Ny(z — 2%) = —150N  Ny(z — 37) = —250N

200
Rt
100 r
50
0
50 |
-100
-150
-200 -
-250 ™
-300

x[m]

7. Reacdao de apoio
Ry, = Ny(z = 3) = —100(3) + 350 — 200 — 100 = —250N

8. Deslocamento, deformacdo e tensdo: neste caso, toma-se A = 10"*m? e E = 100GPa

o trecho0 <z <1
1 (sg2 u(z — 0%) = 2,5 x 107
u(z) = 25 (—502% — 100z + 250) — { uwlz —17)=1,0x 1075
5:m($ — ()+) — _1075
Emc(m - 1_) =—2x107°

Err(z) = 22 — 50 % 1077(~22 — 2) = ~10%(z + 1) — {

Ozz(x — 07) = —1MPa

Oaz = Bege = —10°(z +1) — { Opz(x —17) = —2MPa
T -

o trechol <z <2

17)=1,0x 107
u(z) = 55 (—502% + 350(z — 1) — 100z + 250) — { Zg : 2—; _ 9.0 >X< 107°

gez(z —17) =1,5x107°
€ee(z —27)=0,5 x107°
0zz(x — 17) =1,5MPa
Ozz(®x — 27) =0,5MPa

Er(z) = 22 — 50 % 1077(~22 + 5) — {

Opz = Begy = —108(z + 1) — {

e trecho 2 < x <3
u(z) = 75(—502% 4 350(z — 1) — 200(z — 2) — 100z + 250) = 50 x 1077 (—z% + z + 6)

u(z) = u(z — 27) =2,0x 1075
) u(z—37)=0
du _ ep(x — 2T)=—1,5x107°
coa(0) = EL =50 X 10T (20 45) { smgx — 3; = —2,5x 1075
0zz(x — 27) =1,5MPa
Ozz(®x — 37) =2,5MPa

Opz = Begy = —108(z + 1) — {
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A seguir ilustram-se os grdficos dos deslocamentos e deformacdo ao longo da barra.

3e-05 . . . . . EZ(eSOS]
u(x)[m X)[m
Gotm] 1.5e-[)5 r
2.56-05 k_ 1
1le-05
2e-05 r q 5e-06 f
1.5e-05 | 0
-5e-06
1e-05 r -1e-05 |
5e-06 r 1 -1.5e-05 +
-2e-05 +
0
-2.5e-05 + >
-5e-06 : : : ; : -3e-05 \ s ‘ s ‘
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
x[m] X[m]

O

Exercicio 4.2 As Figuras 4.22(a) e 4.22(b) ilustram barras com uma extremidade fiza e apoiada sobre
uma mola (fundagdo flexivel) e com uma folga Au. Deseja-se determinar a expressao para a for¢a normal
e deslocamento azial em ambos os casos.

. k NI N
AAN I ‘ I ‘
AA7 X X
F AE L AE L
u(L) 7\ N
I s
AE F K hu,
T ~t
N N
(a) Analogia barra-mola. (b) Barra (c) Barra
apoiada com folga
sobre mola. Au.

Figura 4.22: Exercicio resolvido 4.2.

e Barra apoiada sobre mola

1. Equagdo de carregamento: q(x) =0
2. Condigoes de contorno: uij(x =0) =0 Ny(x=1L) = —kui(L)

3. Integracao da equagao diferencial: EA% =—q(z) =

— 1% integracdo: forca normal
d
N, = EA%®) ¢
— 2% integracdo: deslocamento axial

EAu(z) = Cix + Cy
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4. Determinacao das constantes de integracao
u(.’L‘:O):Cl(O)—I—CQ:O—)CQ:O
Ny(x=L)=C) = —kui(L)
5. FEquacgdes finais
— for¢a normal: Ny(x) = —kuy(L)
—kuy (L)

— deslocamento azial: ui(x) = ﬁ(—kul(L)x) = =y

e Barra com folga Au

1. Equagdo de carregamento: q(x) =0

2. Condigoes de contorno: uij(x =0) =0 ui(x = L) = Auy,
~ ~ . . 2

3. Integracdo da equacgdo diferencial: EAdqji—l(m) =—q(z)=0

T
— 1% integracao: forca normal
N, = EA%® — ¢
— 2% integracao: deslocamento azial
EAU(CC) = Clsc + C2
4. Determinacdo das constantes de integracdo
ul(m20)201(0)+02:0—>C2:0
ul(:c:L) =ChL+0=Aup —-Cq = %
5. Equagées finais

— for¢a normal: Ny(z) = A}J’“L

— deslocamento azxial: ui(x) = ﬁAz“Lx = gi‘&m

O

Exercicio 4.3 Determine as for¢as normais (N1,N3) atuando em cada parte da coluna bi-engastada
ilustrada na Figura 4.23 e sujeita a uma for¢a F' = 1kN. As se¢des transversais das barras sdo circulares
com diametros di = 50mm e dy = 125mm. Dados: L1 = 300mm; Lo = 400mm; E1 = 1,5F5.

N
T TO

|—1
e

] lo
l

L
Zomdm g

N

Figura 4.23: Exercicio resolvido 4.3.

Para a solugdo deste problema, considera-se a os trechos AB e BC da barra, assim como o equilibrio
da interface entre os dois trechos, como ilustrado respectivamente nas Figuras 4.24(a), 4.24(b) e 4.24(c).
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/e
F N,
N1 N2
b= <
N1
7
(a) Trecho AB. (b) Equilibrio na interfa- (c) Trecho BC.

ce.

Figura 4.24: Exercicio resolvido 4.3: esforgos nas segoes.

Barra 1l (0 < x < Li): neste caso tem-se como incdgnitas as constantes de integracao Cy,Ca, assim
como a for¢a normal Ny interface dos dois trechos.

o Equagao diferencial: E1A; (22::)21 =0

e Condicdes de contorno
up(x=0)=0 Ny (z=1L1)=DMN;
— primeira integrag¢do: forca normal
Nz =Cy
— segunda integragao: deslocamento axial
EiAju; = Ciz + Cy

Determinacgao de Ci e Co
le(szl):Clleﬂclle
E1A1u1 (CC = 0) = 01(0) +02 =0— Cg =0

Equacgdes finais
— for¢a normal: Ny (z) = Ny

— deslocamento azial: vy (z) = Ejlvjhw

Barra 2 (L; < © < Ly): neste caso tem-se como incégnitas as constantes de integra¢io D1, Dy, assim
como a for¢a normal No interface dos dois trechos.

e FEquagdo diferencial: EoAs Puy — ()

dz2
e Condicdes de contorno

ug (x =L1+ Lg) =0 Ngo (x = L1) = Ny
— primeira integrag¢do: forca normal
Nzo = Dy
— segunda integragao: deslocamento axial
EyAsus = Dz + Do

e Determinacdo de D1 e Dy
Nza (xr = L1) = D1 = Ny
EyAsus (CC =11+ Lg) =D (Ll + Lg) 4+ Dy =0— Dy =—Ns (Ll + Lg)
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o FEquagoes finais
— for¢a normal: Nyo (z) = Na
— deslocamento azial: ug (z) = ﬁ [Nox — Na (L1 + L9)]

Equilibrio da descontinuidade : considera-se o equilibrio da forca normal presente na interface dos
trechos AB e BC, como mostrado na Figura 4.24(b). A condi¢ao de equilibrio é a sequinte:

> Fp=0: -Ni+F+No=0—>N—Ny=F (4.47)
Condicao de compatibilidade : tem-se que os deslocamentos aziais w1 e ug devem ser iguais. Logo,
(31 (CC = Ll) = U9 (37 = Ll)

Tomando as equagoes anteriores determinadas para os deslocamentos uy e ug, vem que,

N, 1
L = NyLi — NyLi — NoL
E1A11 E2A2[21 247 22]
E1A1L2
N, = — 22N, = —kN. 4.4
! Fody L, 2 2 (4.48)

Substituindo (4.48) em (4.47) vem que,

F
—kNy — Ny = F — Ny (1 =—F—>Nyo=———
kN 2 — Ny (14 k) — Np Tk
Logo,
F k
Ni=—-k|(——— Ni=—F
! < 1+k>_> L
Calculando k, tem-se que,
Ey Ay Ly  1,5By (2d3) L d? L 24
_BiALy  LOB (R Ly pdily o (50400
Ey Ay Ly E, (3d3) Ly ds Ly 1252 300

Portanto,

0,32
Ny = (—22 _)1=0,24KN
! <1+0,32> 0

1
No=—(——)1=-076KN
2 <1+0,32> 0,76
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Exercicio 4.4 Determinar o alongamento de uma barra de 8 m de comprimento cuja sec¢do transversal
tem drea igual a 8 cm?. A barra foi solicitada por uma for¢a de tracio de 6 kgf e o médulo de elasticidade
do seu material € 2000 tr/cm *?

0=?

£y = 3m = 300cm
A = 3em?

P = 6kgf

E = 2000t /cm? = 2210%kg f /em?

T W e
0 = 48 = 355100 —13210""em

O

Exercicio 4.5 Uma barra prismdtica de ago tem 60 cm sob a agdo de uma forca de tracdo. Determinar
essa forga sendo o volume da barra 400 cm?

fo = 60cm
0 = 0,06cm
P =7

V = 400cm?®

E = 21210°kgf /em?
0=1% s P=2AF > P=27FE—P="2%"%021210° - P = 14000kg |

60
0
<5ww = %)
O

Exercicio 4.6 Uma barra cilindrica tem 2 cm de diametro e 1 m de comprimento e estd sendo tracionada
por uma for¢a azial de 2 toneladas. Determinar para esta barra, o alongamento, a deformagdo especifica
de tragcao nos sequintes casos:

a) barra de aco (E=21 z 10° kgf/cm?)

b) barra de aluminio (E=7 x 10° kgf/cm?)

c) barra de cobre (E=11z10° kgf/cm?)

d=2cm
o = 1m = 100cm
P = 2tf
0=?
Epx =1
Ogg =7
.
A=
Exx = %
Ope = Eoegy
Material 0 [cm] €z Oz [kgf/om?]
ago 0,030 3,0x10~* 636,6
aluminio 0,090  9,0x10~* 636,6
cobre 0,058 5,8¢c10~% 636,6

Exercicio 4.7 Tem-se wma barra prismdtica de ago de sec¢ao transversal quadrada vazada de 10 cm
de comprimento. Submetendo-se esta barra a uma forca azial de tracdo de 16800 kgf, verificou-se um
aumento de 5 1073 c¢m no seu comprimento. Pede-se:

a) Determinar a deformagdo especifica de tra¢do apresentada pela barra.



4.2. Exerclcios Resolvidos 4-29

b) Determinar a tensdo normal de trag¢do atuante no seu interior
¢) Supondo agora a tensao calculada no item anterior. Como a tensdo admissivel da barra, dimen-
stond-la. Desde a relagdo Z—;:O,S.

@)ew = £ = 245 [5010°1]

b0 = E.egy = 21210°.5210~* = 1050kg f /em?
C)A: g = % :160m2

A=a3—a?

a2 — (0,8az)? = 16 —[ag = 6, 7cm
a1 = 0,8a9 —|{a; = 5,3cm

O

Exercicio 4.8 A estrutura de figura é constituida das barras AB e BC articuladas nas extremidades.
Dimensionar as barras sendo as tensoes normais admissiveis a tragdo e a compressao 1400 kgf/cm 2 e
750 kgf/cm?, respectivamente.

SFE,=0:4,+C,=0

Y F,=0:Ay—-50=0— A, = —50t;

> M., =0:-504+3C, =0— Cp =66,7ty

Como Ay +Cp =0 — A, = —66,7t;.

Utilizando o método dos nds, determina-se que Fpc = 66,7ty e Fap = 83,3ty. A tabela abairo
resume o dimensionamento das barras.

P
barra  for¢a(kgf) T A== [cm?]
7
BC 66700 1400 53.8
AC -83300 =750 35.7

d

Exercicio 4.9 Seja uma barra de comprimento inicial I, sec¢do transversal retangular de dimensdes
iniciais a e b. Sabe-se que a barra apresenta uma deformacdo especifica longitudinal E e que seu material
tem coeficiente de Poisson m. Determinar:
a) Nova drea A’ de se¢do transversal
b) O voh/une V’ da barra
a —a

aJer = 42 = —pe — a' = a(l — pe)

eT = b,;b = —pe — b =b(1 — ue)

A =a'V =a(l — pe)b(l — pe) = ab(1 — pe)?

A" = Ao(1 — 2ue + p%e?)

Considerando que €2¢é muito menor que €:

A = Ao(l — 2/16)

% = e4 = —2ue [deformagdo especifica da drea/
Vi=dbl =AY

b — e 0 =01 +¢)

V' = Ag(1 — 2ue)l(1 +¢)

V'=V(1-2ue)(1+e)

VI = V(1 +e— 2ue — 2u?c?)

Considerando que €2é muito menor que €:

VI =V(1+¢e—2pue)

V' =V +V(e—2ue)

A7V = ey = ¢ — 2ue [deformagado especifica volumétrical
O
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Exercicio 4.10 Uma barra de ago de sec¢do transversal circular for submetida a a¢do de uma forca axial
de tragao de 26250 kgf. Dimensionar a barra sabendo-se que a sua deformacdo especifica volumétrica €
0,03%. Dada a relagdo entre os didmetros %:0,8.

P = 26250kg f
0,03
&v = 700
©w=20,3
E = 21210°kgf /em?
d
4=0,8
ey = €.2ue
= 150 = 7,50107*
T = Bz = 21210°.7,5210~* = 1575kg f/cm?

Ope = % =0cg— A= —216527550 =16, Tem?

A=t _rd _ 12 g2

4 4
A=Z%(D*-(0,8D)?)
D=17"Tcm
d=0,8D =6,1cm
O

4.3 Exercicios Propostos



