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Capitulo 8

DEFORMACAO

8.1 Introducao

De maneira geral, as forcas aplicadas sobre um corpo provocam deformacao num sélido e fluxo no
caso de um fluido, sendo a determinagao dos mesmos um dos principais objetivos na analise de problemas
de mecanica. Neste capitulo, pretende-se apresentar o conceito de deformagao para corpos sélidos, sem
se preocupar com a natureza das forcas envolvidas, as quais serdo abordadas posteriormente.

Nas Figuras 8.1a) e b), ilustram-se, respectivamente, o estiramento de uma barra e a flexdo de uma
viga. Nestes dois casos, observam-se apenas variacoes nas dimensoes dos corpos envolvidos, caracterizando
um alongamento ou deformagao normal. J4 nas Figuras 8.1c) e d), tem-se, respectivamente, um torque
aplicado a um eixo e a forma como os elementos longitudinais do eixo se comportam. Observa-se, neste
caso, uma deformagao de cisalhamento ou distorcao, dada por uma variacao angular representada por a.
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Figura 8.1: Deformagbes numa a) barra; b) viga; c) e d) eixo.

No caso de um corpo sélido, verifica-se a presenga de deformagoes normal e de cisalhamento. Como
serd discutido ao longo deste capitulo, a deformagao, no caso geral, serd descrita por um tensor. A partir
da definicdo da cinemadtica, descrita por um campo de deslocamentos ou velocidades, obtém-se as suas
componentes de deformagao derivando a cinematica dada.

Assim, o principal objetivo deste capitulo é apresentar um conceito de deformacao suficientemente
geral, podendo ser aplicado a vdarios problemas de mecéanica. Para isso, inicialmente, caracterizam-
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se os conceitos de corpo, deformagdo, campo de deslocamentos e gradientes envolvidos. A partir dai,
consideram-se as descrigoes material e espacial de problemas de mecénica, deduzindo medidas de defor-
magao dadas, respectivamente, pelos tensores de Green e Almansi.

Assumindo que a ordem de grandeza dos deslocamentos e de seus gradientes é pequena, chega-se ao
conceito de deformacao infinitesimal, a qual é caracterizada por um tensor simétrico, além de definir uma
rotacdo rigida local. Finalmente, discutem-se as deformagoes principais, dilatacdo e taxa de deformacao.

8.2 Caracterizacao da Deformacao

Todo corpo tem como caracteristica fisica o fato de ocupar regides do espago euclidiano £. Assim,
um corpo qualquer pode ocupar diferentes regioes em tempos distintos. Embora nenhuma destas regices
possa ser associada ao corpo, torna-se conveniente selecionar uma delas, denominada configuragdo de
referéncia B, identificando pontos do corpo com as suas posi¢coes em B. Desta maneira, um corpo B
passa a ser uma regiao regular de £, sendo os pontos X € B denominados pontos materiais. Qualquer
subregiao regular limitada de B é chamada parte. Estes conceitos estao ilustrados na Figura 8.2.
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Figura 8.2: Configuracao de referéncia B e seu contorno 0B.

Como um corpo pode ocupar diferentes regides ao longo de um movimento, torna-se necessario a
introducado de um parametro ¢ € [to, ], designando uma certa configuragao B; do corpo. Observa-se que
em varios problemas ¢ nao representa necessariamente o tempo.

A partir dai, um corpo é deformado através de uma aplicagio f; mapeando uma configuragdo B numa
outra B,

ﬂ: B — Bt

X — x—£(X) (8.1)

ou seja, levam-se pontos materiais X € B em pontos espaciais x € B;.
No entanto, a aplicagdo f; deve satisfazer algumas condicGes para caracterizar uma deformacéo, tais
como:

e nao deve haver interpenetragdo de material, implicando que f; é biunivoca;

e deve-se evitar que um corpo de volume nao-nulo passe a ter um volume nulo apds a deformacao.
Verifica-se que det Vf; representa localmente o volume apés a deformagao por unidade original de
volume. Logo, tem-se que det Vf; > 0.
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Assim, entende-se como uma deformacgao de um corpo, ao passar da configuracao B para B;, como a
aplicagdo biunivoca (8.1), satisfazendo,

det VI, > 0 Vx € B
f, (B) = B, (8.2)
f, (0B) = 0B,

Descreve-se a deformacao a partir de um campo vetorial u;, definido a partir das posicoes que uma
particula ocupa antes e depois da deformacao, sendo vélido para todos pontos do corpo B. Tomando-se
a Figura 8.3, observa-se que,

ut:ut(X) :ft(X)—X:X—X
ou ainda,
f;(X) =X + w(X) (8.3)

O campo u; é denominado campo de deslocamentos relativo a configuragao B, devendo satisfazer certas
restrigdes para garantir que as condigbes (8.2) sejam vélidas. Define-se, entao, o tensor Fy(X) = V{,(X)
como gradiente da deformagao. Logo, a partir de (8.3) tem-se que,

Fy(X) = VE(X) = VX+Vuy(X) = I+ Vi (X) (8.4)

sendo I o tensor identidade.

i)

Figura 8.3: Campos vetoriais u:(X) e us(x) caracterizando, respectivamente, a deformagao f;(X) e sua
inversa f; *(X).

Por sua vez, o tensor Vu(X) é o gradiente de deslocamentos, sendo dado em componentes cartesianas
como,
8’&1 6u1 8’&1
0X; 0Xy 0X3

o 8U2 8u2 8u2
Vul= | 5% ax, oxs (8.5)
8U3 8U3 8U3

0X1 0Xy 0X3

Uma deformacao é homogénea se o seu gradiente é constante. Demonstra-se que toda deformacao
homogeénea f, com F = Vf, admite a seguinte representacao,

f(X)=f(Y)+F(X-Y) VX, YeB (8.6)
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Como exemplos de deformacao homogénea tem-se a translacao, além de uma rotacao e um estiramento
em relacdo a um ponto fixo. No primeiro caso, f(X) é uma translagdo se,

f(X)=X+u

onde u é um vetor constante, indicando uma translacao, e Vf = 1.
Por sua vez, f(X) é uma rotagdo em torno de um ponto fixo Y se

fX)=Y+R(X-Y)
sendo R um tensor de rotacao constante e portanto antissimétrico. Da mesma maneira,
f(X)=Y+UX-Y)

constitui um estiramento a partir de Y, sendo U um tensor simétrico e positivo-definido.
Supondo agora uma deformacao f;(X) geral, ndo necessariamente homogénea, e efetuando uma ex-
pansdo de f; numa vizinhanca préxima de um ponto Y € B arbitrario vem que,

£,(X) = £,(Y) + F,(Y)(X - Y)+o(X - Y) (8.7)

Assim, em torno de uma vizinhanca de Y, com erro da ordem o(X —Y), uma deformacao geral
comporta-se como uma deformacgdo homogénea.

8.3 Descricoes Material e Espacial

Considere a barra ilustrada na Figura 8.4 deformada de um comprimento inicial Ly para um compri-
mento final L. Como medida deste alongamento ou deformagdo empregam-se as seguintes expressoes,

L— Ly , L—-1Lg
€= Tn ¢=—7 (8.8)
Estas relagoes adimensionais eliminam a influéncia dos comprimentos absolutos Ly e L na medida de
deformagao. Observa-se que numericamente as expressoes anteriores sao diferentes, pois para L = 2 e
Lo=1,temseec=1ec = % No entanto, para L = 1.01 e Ly = 1.00, vem que € = & = 0.01. Assim,
para alongamentos infinitesimais, as medidas em (8.8) sao iguais. No entanto, para alongamentos finitos,

as expressoes resultam em valores diferentes.
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Figura 8.4: Barra alongada de um comprimento L para L.

A partir de (8.8), verifica-se que a deformacao ¢ é medida em relacdo ao comprimento inicial Ly da
barra, enquanto que ¢’ é calculada tomando-se o comprimento final L apds o alongamento. As grandezas
€ e € sao, respectivamente, as descrigdes material e espacial do alongamento da barra. De forma geral,
estas descrigoes sao utilizadas no estudo da deformagao e do movimento em problemas de mecanica.
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Basicamente, na descricao material, observa-se o comportamento dos pontos materiais X € B ao
longo do tempo. Tomando-se um ponto X € B e a expressao (8.1) vem que,

x = £(X) = £,(X,t) = x(X,t) (8.9)

Logo, a expressao anterior descreve a trajetéria da particula X ao longo do tempo ¢, ou seja, o conjunto
de posigbes x € B; ocupadas por X, com x(X,t,) = X onde ¢, indica o tempo inicial. Considerando todo
o corpo B, tem-se que

B = x(B,t) (8.10)

representa o movimento do corpo B, isto €, o conjunto de regides B; do espaco euclidiano £ ocupado por
B ao longo do tempo.

Tomando-se X e x em termos de componentes, ou seja, X = Xje; + Xqes+ X3e3 e x = r1e; +xoes+
xzes, expressa-se (8.9) como,

x1 = z1(X1, X2, X3,1)
Ty = 22(X1, X2, X3,t) » — x; = x4(X1, X2, X3,1) (8.11)
x3 = x3(X1, X2, X3,1)

Quando um corpo estd em movimento, grandezas associadas ao mesmo, tais como temperatura e
velocidade, variam com o tempo. Estas variagoes podem ser descritas de formas material e espacial.
Dada uma certa grandeza ®, observam-se as seguintes caracteristicas destas descricoes:

e material: neste caso, ® é expresso em funcgdo das particulas ou pontos materiais X € B, dados
pelas coordenadas materiais X1, Xo e X3. Logo,

® = (P(le X27 X37 t)
Esta descricao também é conhecida como Lagrangeana ou de referéncia.
e espacial: a grandeza ® é dada em funcdo de uma posicdo espacial fixa e do tempo, ou seja,
P = (I)(.’L‘l, 9, 1'3,15)

Assim, observa-se como ® varia numa posigao fixa, definida por coordenadas espaciais (z1, 2, x3).
As posigoes espaciais sdo ocupadas por diferentes particulas ao longo do tempo. Esta descri¢do é
também conhecida como Euleriana.

No caso da deformacao de corpos, a expressao (8.1) é a descricdo material, sendo o campo de deslo-
camento associado dado por (8.3). Como f;(X) é biunivoca, existe a funcio inversa f; 1 (x),

12
x — X=f1(x) (8.12)

Neste caso, o campo vetorial u;(x) associado é descrito como,
X =x—w(x) = 71 =x — uw(x) (8.13)

Verifica-se que as descrigoes material e espacial estao relacionadas pelo movimento. Logo, se o movi-
mento é conhecido, uma descricao pode ser obtida a partir da outra.
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Exemplo 8.1 Seja o movimento de um corpo
1 = X1+ ktXo T9 = Xo T3 = X3 (8.14)
e o campo de temperatura dado pela descricdo espacial
0=z + xo (8.15)
1. Encontrar a descricao material da temperatura.
2. Expressar a taxa de troca de temperatura nas descricoes material e espacial.
Solucgao:
1. Substituindo (8.14) em (8.15), obtém-se,
0 =x1+x2 =X+ (kt+1)Xs
2. Para uma certa particula material X;, a taza de troca de temperatura € dada por,

00

- = k‘XQ = kl‘z
ot |x, fixo

Nota-se que embora a descricdo espacial da temperatura € independente do tempo, cada particula
experimenta variagcdo em temperatura, pois a particula flui de uma posicdo espacial para outra.

8.4 Descricao Material da Deformacao

Como mencionado anteriormente, a expressao (8.1) consiste na descricdo material da deformacao.
Deseja-se agora determinar uma medida da deformagdo. Para isso, considere a Figura 8.5 onde um
elemento dX da configuragao de referéncia B, na vizinhanga de X, é deformado para o elemento dx em
B;. Substituindo X = X +dX e Y = X em (8.7) e desprezando o termo de ordem o (-), vem que,

X+dX ut(X+dX) x+dx
P
dx
dx/ \ ut(X)
X X
(5 (Bt

Figura 8.5: Descrigoes material (u;(X)) e espacial (u¢(x)) da deformagao.

i X+dX) - (X)=F;(X)(X+dX -X) = x+dx —x=F;(X)dX =dx = F.dX (8.16)
Logo, o comprimento da fibra dx é dada por,

dx - dx = F;dX - F;dX = FI'FdX - dX (8.17)
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Desta maneira, uma medida da deformacao da fibra dX ao ser deformada para dx é calculada como,
dx -dx —dX - dX = FIFydX - dX — dX - dX = (FtTFt — I) dX -dX = 2E*dX - dX (8.18)

onde E* é denominado tensor de deformagao de Green e dado por,

E* = % (FtTFt - I) (8.19)

Substituindo (8.4) em (8.19), verifica-se que,

1 1
B = [+ V)" (T4 Vuy) - 1) = 5 (Ve + Vuf + Vi Vu,) (8.20)

Assim, as componentes de E*, com respeito a um sistema cartesiano, sdo dadas por,

(8% + 8uj + 8uk 8uk>

.1

5 (8.21)

0xX; ' 0X,  0X,0X,

8.5 Descricao Espacial da Deformacao

De forma andloga a se¢ao anterior, pode-se deduzir uma medida de deformacao considerando uma des-
crigdo espacial. Para isso, seja F; ! (x) = grad f; ! (x) o gradiente da deformagao inversa f; !, mapeando
pontos espaciais x € B; em pontos X € B. Logo, a partir de (8.13) verifica-se que,

F, !(x) = grad f; ! (x) = grad x — grad us(x) = I — grad uy(x) (8.22)

sendo grad a notacao para o gradiente em relagdo a varidvel espacial x.
Além disso, tem-se por analogia com (8.7),

£ (x) = £ (y) + Fr ' (¥)(x —¥) +o(x - ) (8.23)

Observando a Figura 8.5, substituindo x = x 4+ dx e y = X na expressao anterior e desprezando
o(x —y) vem que,

fl(x+dx) -1 (x)=F;' (x)(x+dx —x) = X +dX - X =F; ! (x)dx =dX = F; 'dx (8.24)
Assim, a medida de deformagao é dada por,
dx.dx — dX.dX = dx.dx — F; TF; Ydx-dx = (1 - F; TF; 1)dx-dx = 2Edx - dx (8.25)

onde E é o tensor de deformacdo de Almansi, ou seja,

=1 —Tp—1
B=; (1-F ;") (8.26)
Substituindo (8.22) em (8.26), tem-se que,

= 1

E zi(grad u; + grad u!’ — grad u! grad uy) (8.27)

ou em termos de componentes cartesianas,

B 1 <8ui Ou;  Ouy 8uk>

(8.28)

ZJ_§ 8373'—1_8561_85618—563'
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Exemplo 8.2 Dadas as componentes de deslocamento
ulszg UQ:’Ing()
Pede-se:

1. Esbocar a forma deformada de um quadrado unitario OABC, onde o ponto O estd na origem e
com o0s lados OA e OC' alinhados com os eizos x e y, respectivamente.

2. Determinar os vetores deformados (i.e., dxy e dxa) dos elementos materiais dX1 = dX1e1 e dXy =
dXses localizados no ponto C.

3. Determinar a razdo entre os comprimentos deformados e ndo-deformados dos elementos diferenciais
(chamado alongamento) e a variagdo do dngulo entre os elementos do item anterior.

Solugao:
dx,
dX, & Ble— K—»pB
VAN
¢ dX, dx,
€24
Q gw A

Figura 8.6: Quadrado unitario OABC deformado para OAB’C’.

1. Seguindo o esquema da Figura 8.6, para a linha material OA, X5 = 0 e portanto u; = us = ug = 0.
Logo, a linha OA n&o sofre deslocamento. Para a linha material CB, Xo = 1, u; = k e portanto a
linha é deslocada de k unidades para a direita. Para as linhas materiais OC' e AB, u; = kX2 e as
linhas assumem uma forma parabdlica. A forma final é dada entao por OAB’C’ na Figura 8.6.

2. Para o ponto material C', a matriz gradiente do deslocamento é

0 2kXs O 0 2k 0
Va]=|0 0 o0o|=|0 0 0
0 0 0 00 0],
Portanto,
Xm = Fth1 = (I + Vut)dxl
1 2k 0 dXi dXi
[dxl] = 0 1 0 0 = 0 = dx; = dXieq
0 0 1 0 0
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dX2 = FthQ = (I + Vut)dXQ

1 26 0 0 2k dX5
[dXQ] = 0 1 O dXo = dXo = dx9 = 2k dXse; + dXseg
0 0 1 0 0

3. A partir dos resultados do item anterior, tem-se,

dX1 dX2 2%k

|dX1| i |dX2‘ . ] _
|dx1| |dxa| — V/(1+4k?)

=1 = /(1 + 4k2 cosf =
|dX | |dXs| ( )

Se v denota o decréscimo no angulo, inicialmente reto, entre dX; e dXs, entao,

2k L 2%

™ . -
cos@zcos(——’y>:sm’y:m:fy:sm m

2

8.6 Deformacao Infinitesimal

, . . ~ p ; ou
Em vérios problemas praticos, a deformacdo de um corpo é tal que as componentes gg? e 3, do
J [

gradiente de deslocamento sdo bem menores que 1, por exemplo da ordem 10~%. Assim, supondo que os
deslocamentos e seus gradientes sdo suficientemente pequenos, ou seja,

el [V, llgrad wyf| < € (8.29)

onde ¢ > 0 é um valor pequeno, pode-se desprezar os termos de maior ordem VutTVut e grad utT grad uy
nos tensores de Green e Almansi frente aos termos Vu; e grad uy, respectivamente.

Assim, igualando os termos do lado direito das expressoes (8.18) e (8.25) e empregando (8.16) vem
que,

E*dX-dX = Edx-dx = E(F,dX) - (F,dX) = F{ EF,;dX-dX — E* = FIEF, (8.30)
Logo, substituindo (8.4) na equagdo anterior, obtém-se
E*=F/EF; = I+ Vw) EI+ Vw) = E + Vu] E + EVu, + Vu] EVu; = E + o(E)

Desta maneira, sob a hipdtese (8.29), os tensores de Green e de Almansi diferem por termos de ordem
superior. Desprezando estes termos, conclui-se que V = grad, ou seja, os gradientes material e espacial
coincidem. Portanto,

_ 1
E =E=_(Vu + Vu!) = E = (Vu)® (8.31)

sendo E o tensor de deformacdo infinitesimal. Observa-se ainda que E é igual a parte simétrica de Vuy,
ou seja, E = (Vu;)®. Neste caso, a equacao (8.18) pode ser reescrita como,

dx.dx — dX.dX = 2EdX.dX = 2dX.EdX (8.32)
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As componentes de E com respeito a um sistema cartesiano sido dadas por,

1 6u2 8uj
Eij = (an + GXZ-> (8.33)
ou ainda matricialmente,
8’&1 1 <6u1 + 8uz> 1 (8’&1 4 8U3>
178 00X, 5 2 \0X 00X, % %Xg %Xl
g4l U2 U2 U2 us
El=| = (=—=—+——= —= (= + = 8.34
[E] 2 <8X2 * 8X1) 0Xy 2 \0X * 8X2) (8:34)
1 <8u1 i 8U3 1 <8u2 4 8U3> us
2\0Xs 90Xy 2\0Xs  0X, 0X3

A partir de (8.31), observa-se que a deformagao infinitesimal serd rigida se a medida de deformagao
dada pelo tensor E for nula. Como consequéncia, tem-se Vu; = —Vu!, ou seja, o gradiente do campo
de deslocamentos correspondente a uma deformacao rigida é um tensor antissimétrico. Denomina-se
Q =1{(Vu, — Vu/)} como tensor de rotacdo infinitesimal.

A partir dai, é possivel introduzir a seguinte definicdo: um campo de deslocamento infinitesimal é
rigido se o seu gradiente, denotado por um tensor W = Vu;é constante e antissimétrico. Logo, a partir
de (8.6),

w(X)=w(Y)+W(X-Y) VX, YeB
Tomando o vetor axial w associado a W vem que,
w(X)=uw(Y)+wx (X-Y) VX, Y € B
Considerando um campo de deslocamentos u; satisfazendo (8.29), tem-se a partir de (8.7),
w(X) = w(Y) + Vuy(X - Y) +o(X - Y) VX, YeB (8.35)

Decompondo o gradiente do campo de deslocamentos na suas partes simétrica E = %(Vut +Vul) e
antissimétrica W = %(Vut — Vu!), a expressio anterior pode ser reescrita como,

uX)=w(Y)+EX-Y)+WX-Y)+0oX-Y) VX, YeB (8.36)
Logo, na vizinhanga de Y com erro o(X —Y), um campo de deslocamentos infinitesimal constante
de uma parte correspondente a deformacao e a rotacao rigida local em cada ponto do corpo.
8.7 Interpretacao das Componentes de Deformacao

As componentes do tensor de deformagao infinitesimal (8.34) possuem uma interpretacdo geométrica
simples. Tomando, inicialmente, os termos da diagonal de E, seja dX = (dS)n um elemento material, na
direc@o especificada pelo vetor unitdrio n, de tamanhos original dS e deformado ds. A partir de (8.32),
tem-se que,

(ds)? — (dS)* = 2(dS)* n.En (8.37)
Para pequenas deformacdes, verifica-se que,

(ds)? — (dS)? = (ds — dS)(ds + dS) ~ 2dS(ds — dS)
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e susbtituindo em (8.37) tem-se

ds —dS
ds
Assim, a variagao no comprimento (ds — dS) por unidade de comprimento inicial dS, conhecida como

alongamento unitdrio ou deformacado normal, de um elemento material dX é determinada a partir do
tensor de deformagao E. Para n = e;,n = e e n = e3, a equacao (8.38) fornece,

8’[1,1

=n.En (8.38)

E = .E = — =
11 €;.Le; X, Exx
8U2
E = .E = — =
22 ex. ey X, Eyy
ou
E33 = eg.Eeg = 8—)(1 = €,z

ou seja, tem-se, respectivamente, os alongamentos ou extensoes unitarios nas direcoes X1, Xo, X3 ou =,

Y, 2. A Figura 8.7 ilustra o alongamento ¢, para um elemento infinitesimal dX, considerando 6"1 >0

e g}‘(l < 0, assim como ug = ug = 0.

du ou1
ul ul+ dx ut ul+
X2 A X1 Xz A 9 X1
—» > > >
—» —> —» —»
—» —> —» —»
—» —> —» —»
> dX > > dX >
> >
X4 X1
a) b)
8u1 8u1
Figura 8.7: Interpretacao da componente de deformagao e,,: a)=—— >0, b)—— < 0.
0X, 00X,

Para interpretar os termos fora da diagonal principal do tensor E, considere os elementos materiais
dX; = (dS1) m e dX3 = (dS2) n, onde os vetores unitarios m e n sdo perpendiculares entre si, implicando
que dX; - dX9 = 0. Logo, a partir de (8.32) vem que,

(ds1) (dsa) cos @ = 2(dS7) (dS2) m.En (8.39)

onde 6 é o angulo entre os elementos deformados dx; e dxs.

Tomando 6 = w/2 — 7, entdo v é a medida do decrescimento do dngulo entre dx; e dxs, conhecido
como deformagéo de cisalhamento. Como cos (7/2 — ) = seny e para pequenas deformagoes seny =
7, jgl ~1, gfg ~ 1, tem-se a partir de (8.39),

v=2m-En (8.40)

Considerando m = e; e n = ey, vem que,

8U1 8’LL2
=2 Ee; = 2F
Y e -ley =201 = X, + 09X, = Yay
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Assim, 2F15 representa o decrescimento do angulo entre os elementos materiais dX; e dXs nas diregoes

X1 e X5. Analogamente, para as componentes F3 = 7, e Fo3 = .. A Figura 8.8 ilustra a deformacao
vy, observando que as derivadas e indicam, respectivamente, as inclinacoes nas direcoes vertica
y» Ob d derivadas J% e 9% indicam, t te, 1 d tical
e horizontal. As componentes vy, Yz~ € V. sdo denominadas deformacoes de cisalhamento ou distorcoes,

indicando uma deformacao angular.

X2 A au
0 Xz
A
e
dX
2 /2 -y | a4z
0 Xy
|
: >
dxi1 X1

Figura 8.8: Interpretagao da deformacao de cisalhamento vy,.

Exemplo 8.3 Dadas as componentes de deslocamento
ulszg us =uz =0 E=10"*
1. Obter o tensor E de deformacgdo infinitesimal.

2. Usando o tensor de deformacdo E, determinar o alongamento unitdrio para os elementos materiais
dX, = dXje; e dXg = dXses no ponto C (0,1,0) da Figura 8.6. Determinar também a variag¢ao
no angulo entre estes dois elementos.

3. Comparar os resultados com aqueles do Exemplo 8.2.
Solucgao:

1. A partir da cinemética dada, o gradiente do campo de deslocamentos é dado por,

0 2kXy 0
Vu]=|0 0 0
0 0 0
Logo,
, 0 kXy 0
[B] = |[Vu + Vol | = [Vu] = | kXz 0 0
0 0 0

2. No ponto C, X5 = 1, entdo,

[E] =

o x> O
oS O
o O O

Para os elementos dX; = dXje; e dXy = dXses, , 0s alongamentos unitarios sao Fi1; = 0 e
FEo = 0. O decréscimo no angulo é dado por 2F1s, isto é, 2k = 2 x 10~%.
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3. Dos resultados do Exemplo 8.2, tem-se,

|dx1| — |dXq] |dxz| — |dXs] 2%
i i Y O ] o Ny =) S = 2%
B |dX] (1+4K%) ST = )

Como k = 107%, tem-se,
(1+4k2) — 1142k -1=2k>=2x10"8

e seny =2k =2 x 107% e assim v = 2 x 107%. Como 1078 é desprezivel se comparado a 1074, vé-se
que os resultados do Exemplo 8.2 se reduzem a estes valores para k pequeno.

O
Exemplo 8.4 Dado o campo de deslocamentos
up =k (2X1 + X3) us =k (X% — X3) us =0
onde k = 1074,

1. Determinar os alongamentos unitdrios e a variagcdo do dngulo para os dois elementos dX1 = dXe;
e dXg9 = dXoeo que se originam da particula material X = e1 — es.

2. Determinar a posi¢do deformada para os dois elementos dXie dXs.
Solucgao:

1. Avalia-se [Vuy] em X3 =1, X3 = —1, X3 = 0 como,

|
()

[Vut] =k

S NN
o N
o O O

Logo, a matriz de deformacao é a seguinte

[E] = k

S O N
o N O
o O O

Como E1; = Fy = 2k, ambos os elementos tém um alongamento unitério de 2 x 10~4. Além disso,
como F15 = 0, estas linhas permanecem perpendiculares entre si.

2. A partir de
dx =FdX = I+ Vu)dX
tem-se,
1+ 2k -2k 0 dXi 1+ 2k

[dxi] = ([T] + [Vu]) [dX1] = 2% 2k+1 0 0 S=ax;{ 2%
0 01 0 0
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De maneira similar,
—2k

[dxo] = dXp{ 1+ 2k
0

A posicdo deformada desses elementos estéd representado na Figura 8.9, podendo-se observar que,

2kdX
o~ tano >~ fgﬁ L _ ok
e
2kdXo
~ 2
G ~ tan 0 e k

Portanto, como obtido previamente, nao ha nenhuma variacdo no angulo entre dX; e dXo.

O

Exemplo 8.5 Num cubo unitdrio, com lados paralelos aos eizos coordenados, ¢ aplicado o campo de
deslocamentos,

u = kX3 ug =ug =0 k=10"*
Deteminar o aumento no comprimento da diagonal AB (ver Figura 8.10),
1. utilizando o tensor de deformagdo;

2. geometricamente.

Solugao:

Figura 8.9: Deformacao dos elementos dX; e dXs.
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1. O tensor de deformacao é facilmente calculado como sendo,

[E] =

o o
o O O
o O O

Como a diagonal AB estava originalmente na direcio n =/2/2 (e;+e), seu alongamento unitério
¢ dado por

V32

k00
Epym=n-Bn=[v2/2 v2/2 0|0 0 0||v22|=5
00 0 0 2

> X2

Figura 8.10: Deformagao da diagonal AB.

Mas AB = /2 e seu alongamento AAB € o sequinte,
k
AAB=(5)V2
2. Geometricamente,

AB’—AB:{1+(1+I<:)2}1/2—\/§

AAB = \/5[(1+k+k2/2)1/2—1}

Utilizando o fato de k ser pequeno, expande-se o primeiro termo como,

1/2
k2 1 k2 k
T+k+—| =14-(k+—|+--=1+2
<+ +2> +2<+2>+ +3

Logo, de acordo com o item 1,

AAB = (g) V2
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8.8 Deformacgoes Principais

Como o tensor de deformacao infinitesimal E, dado em (8.30), é simétrico, existem pelo menos 3
diregoes mutuamente perpendiculares ni, ns, ns tal que a matriz de E, relativa a estas diregoes, é
diagonal. Logo,

E, 0 O
[E]mm’n?) =1 0 Ey O (8.41)

0 0 Ej3
Geometricamente, isto significa que os elementos infinitesimais dX; nas dire¢oes n; (i = 1,2,3),

denominadas dire¢des principais de deformagdo, permanecem mutuamente perpendiculares apés a defor-
magao. Por sua vez, os alongamentos unitarios (Eq, FEa, F3) sdo os autovalores ou deformagdes principais
de E.

As deformacGes principais sdo determinadas a partir da equacgéao caracteristica de E, ou seja,

N LN+ DLA—I;=0

onde os invariantes escalares I, I e I3 sao dadas por,

Fi1 FEi2 Eis

E E E E E E
I = Ey1 + E92 + Es3 Iy = 12 18 22 s Is =| Ea1 FEay Eos
FEs1  Eoo FE31  Es3 FE332  FEs3 Fay Es Fas

8.9 Dilatacao

Considere 3 elementos materiais, segundo as diregoes principais, com comprimentos iniciais d.S1, dSs
e dSs. Estes elementos formam um paralelepipedo cujos lados sdo alongados, passando a ter dimensoes
(1+ E1)dS1, (1 + E3)dSs e (1 + E3)dSs, respectivamente, como ilustrado na Figura 8.11, sendo Ej, Es,
E3 as deformagoes principais.

An2 An?
deformacao (1+E1)dS1
ds1
(1+E2)dS2
ds2 ni ni
| |
ds3

/ (1+E3)dS3
n3 45

Figura 8.11: Alongamentos nas dire¢oes principais.

A variagao no volume material dV é dada por,

AdV) = (dS1)(dS2)(dSs)(1+ E1)(1 + E2)(1 + E3) — (dS1)(dS2)(dS3)
= (dV)(E1 + Ey + E3 + E\Fy + E\F3 + EyEs + E{EyE3)
(dV)(El + E2 + Eg + O(El))
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onde o termo de ordem o(F;) contém produtos entre as componentes E1, Eo, E3. Para pequenas defor-
magoes o(F;) é desprezivel e portanto,

AdV)
av

€ = =Ey+ Ey+ B3 = En + Eoe + B33 = Ej; (8.42)
Desta maneira, o primeiro invariante escalar I; representa a variagao unitaria do volume material €y,
sendo denominada dilatagao ou deformacgao volumétrica. Observa-se que,

E.: —
i 8932

=divu (8.43)

8.10 Taxa de Deformacao

Seja dx um elemento material localizado em x no tempo t. Deseja-se calcular a derivada material
(D/Dt)dx, isto é, a taxa de variagdo do comprimento e da direcao de dx ao longo do tempo. A partir
da expressao do movimento x = x(X,t) vem que,

dx = x(X +dX,t) — x(X, t) (8.44)
Logo,

D

E(dx) =v(X+dX,t) - v(X,t) = VvdX (8.45)

Na expressao anterior, tem-se a derivada (D/Dt)dx numa descrigdo material. Observa-se que v(X,t)
¢é a velocidade do ponto material que ocupa a posicao x no instante t. Empregando-se uma descricao
espacial, tem-se que a velocidade é escrita como v = v(x,t). Portanto,

d
a(dx) = v(x + dx,t) — v(x,t) = grad vdx (8.46)
onde grad v é o gradiente espacial da velocidade. Em termos de coordenadas cartesianas, as componentes

de grad v sao dadas por,

v Ov - O
61'1 61'2 61'3
[grad v] = vy Ova Ova (8.47)
61'1 61'2 61'3
Ovs - Ovg Ovg
8371 8372 8373

Tomando-se dois pontos préximos X,y € B; e realizando uma expansao em torno de y vem que,
V(X7 t) = V(Ya t) + gradv(y, t) (X - Y) + O(X - Y) VX, y€ B (848)

Supondo que grad v seja antissimétrico, denotando W = grad v e desprezando o termo o(x —y), a
equacao anterior se reduz a,

v(x,t) =v(y,t) + W(x—y) Vx,y € B (8.49)
A partir do vetor axial w associado a W vem que,

v(x,t) =v(y,t) +w X (x—y) Vx,y € B (8.50)



8.10. Taxa de Deformacao 8-18

e, portanto, um gradiente de velocidade antissimétrico representa a velocidade angular w de uma rotagao
rigida local.

Considerando um tensor geral e denotando L = grad v, tem-se que L pode ser escrito como uma soma
de tensores simétrico D e antissimétrico W, ou seja, L = D + W, sendo

D= (L+L7) W = (L -L7) (8.51)

Observarse que D é denominado tensor taza de deformagdo e W é o tensor taxza de rotagdo. Substi-
tuindo L = D + W em (8.48) vem que,

v(x,t) =v(y,t) + W(y,t)(x—y) + D(y,t)(x —y) + o(x —y) Vx,y € B (8.52)

Assim, na vizinhanga de y e com erro o(x —y), o campo de velocidade é a soma de um campo de
velocidade rigido, caracterizado por W(y,t)(x —y), e de um campo de forma, dado por D(y,t)(x —y).
Além disso, o vetor axial w de W é a velocidade angular daquela parte do movimento representando uma
rotacao de corpo rigido.

Em termos de componentes, D e W sao expressos como,

o 1<%+%> 1(%+%>
1 9 8561 P 2 89% 8561 % 2373 8561
U1 V2 (%) () U3
D=| =|—+— — — ==+ = .
D] 2 <8:c2 + 8w1> 0x9 2 \ 0z + 0x9 (8.53)
1<%+%> 1<%+%> dvs
2 8.’[)3 8.’[)1 2 61'3 8.’[)2 8.’[)3
1 /0un Ova 1 [/ 0v Ovs
1 8 0 8 2 (8562 * 8561) % 2373 + gl'l
(1 V2 V2 U3
Wji=| —=[=—+— — =+ — .
[ ] 2 <8.’L‘2 + 8.’[;1) 0 2 61'3 31'2 (8 54)
_1<%+%> _1(%+%> 0
2\0zx3 Ox1 2 \0x3 Oxa

Pode-se mostrar que o tensor D estd associado ao quadrado da taxa de variagao de uma fibra infini-
tesimal dx, na configuracdo B;, a partir do ponto y e no instante ¢. Para isso, seja dx = (ds)n, onde n é
o vetor unitario na direcao de dx. Logo,

dx-dx =(ds)?
e
d d 9 d d
~ (dx- - — 2dx — —9ds—
o (dx-dx) p (ds)® — 2dx o (dx) =2ds o (ds)
Substituindo (8.46) na expressao anterior tem-se que,
d
dx - (grad v)dx :dsa(ds)
ou ainda,

d 1d
(ds)®n - (grad v)n :dsa(ds) Hga(ds) =n-Dn+n-Wn

Através das definigdes de tensores transposto e antissimétrico, vem que,

n-Wn=n-W'n e n-wWn=-n-Wn
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Portanto, n- Wn=0¢e

ii(ds) =n-Dn (8.55)
ds dt
Desta forma, n - Dn fornece a taxa de variacdo de (d/dt)(ds) por unidade de comprimento original
(ds), sendo denominado taxa de deformagao, para um elemento material na dire¢ao n. Assim, D11, Doy
e D33 ddo as taxas de deformacao para os elementos nas direcbes x1, x2, 3. Por sua vez, 2D15 é a taxa
de decrescimento do angulo de dois elementos nas direcoes e; e ez, conhecido como taxa de cisalhamento.
Da mesma maneira, o primeiro invariante do tensor taxa de deformacdo D determina a taxa de
variagao de volume por unidade de volume, ou seja,

1 D 8111 81}2 8@3 801
A=-—-—"(dV)=Dy1+Doyp+Dsz=— +—+—— =
(V) 11+ Y22+ Uss 0x1 + 0xo + Ors  Ox;

~ 4V Dt
Como D é simétrico, existem pelo menos 3 diregdes mutuamente perpendiculares (autovalores de D),
com as respectivas taxas de alongamento (autovalores de D), incluindo os valores minimo e maximo de
alongamento.
Exemplo 8.6 Dado o campo de velocidades
'Ulzk’a?g U2:7)3:0
1. Determinar a tazxa de deformagdo e o tensor de rotagdo.

2. Determinar a taza de deformacdo dos elementos materiais,

dx; = (ds1) e1 dxy = (dss2) ey dx = dl (e1 + 2e)
3. Determinar as tazas de deformagdo mdzxima e minima.
Solucao.

1. A matriz do vetor gradiente é dada por

0 £ O
[Vvl]=10 0 0
0 00
Logo,
k
0 5 0
D= [vvS=| k
2
0 O
e
k
0 3 0
(W] =[] =| _Fk
—— 00
2
0 O
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2.

O elemento material dx; estd na direcdo e; e entao sua taxa de extensao é igual a D13 = 0. De
maneira similar, a taxa de extensao de dxo é igual a Dog = 0.
Para o elemento dx = (ds)n, onde n = (1/\/5) (e1 + e3) e ds = v/5dl, tem-se

k

1D 1 “y Y] .

1D i =n-Dn=t k _z

—5;(ds) =n-Dn 5[120} £ 0 o (2) -k
0 0 0

A partir da equagao caracteristica
[D-AT| = —X (32— k?/4) =0

determinam-se os autovalores do tensor D como A = 0,+k/2. Entdo, k/2 é a maxima e —k/2 é a
minima taxa de extensao. Os autovetores n; = (\/5/2) (e1 +e2) eny = (\/5/2) (e1 — e2) dao as
direcoes dos elementos tendo estiramentos méaximo e minimo respectivamente.

8.11 Exercicio Resolvido

Dado o campo de deslocamentos,

u = [(20X7X5)e1+10(X2 + X2)er+(X1 + 3X3)es|xalem)

Pede-se:

1.

2.

se a = 1072, a matriz gradiente do campo de deslocamento [Vuy];

o tensor de Green E*, incluindo termos lineares e nao-lineares VutTVut, comparando a contribuicao
que os termos nao-lineares trazem para os componentes do tensor;

. para a = 1074, calcule o tensor de Green E* com os termos nao-lineares e faca a mesma comparacio

do item anterior;

calcule, assumindo pequenas deformagoes, o tensor de Cauchy E = %(VutT + Vuw);

. calcule, o tensor de rotacGes infinitesimais €2 e o vetor rotacio w;

. calcule a dilatagao cibica para o tensor linear de Cauchy ey;

. Lz Ev
escreva o tensor deviatérico EP = E — ?I;

. particularize os resultados acima para o ponto P(1,1,1);

. para a = 1072, determine a componente do deslocamento na posicdo (2,0,1) (original) na direcio

é =0.6e;+0.8es.

Solugao:
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1. Dado o campo de deslocamentos,
u = [(20X7X5)e1+10(X3 + X3)ex+(X1 + 3X3)es]xa(em)
a matriz do gradiente do campo de deslocamentos é dada por (8.5),

6u1 8’&1 6u1

0X, 0X, OX 2

V] Ouy Dy Oy o 40)%)(2 ggf(l 202(
t| — - 2 3
X, 0X, 0Xs . 0 ox3

8u3 8U3 8U3

0X1 0Xy 0X3

Considerando o ponto P(1,1,1), tem-se que,
40 20 0
[Vu] =102 0 20 20
1 0 9

2. O tensor de Green incluindo termos nao-lineares é calculado a partir de (8.20). Logo,

1 1
E* = i(Vut + Vu! + Vul Vu,) — [EY] = 5([Vut] + [Vu]" + [Vug]T [Vuy))
1 40X1X, 20X2 0 40X:X2 0 1
[EY] = 5l 0 20Xy 20X3 | +a| 20X 20Xy O
1 0  9X3 0 20X3 9X3
40X1Xs 0 1 40X X2 20X2 0
+ o®| 20X7 20X, O 0 20Xy 20X3
0 20X5 9X3 1 0  9X3
1 80X1Xy 20X7 1 1600X7X3 +1  800X3 X, 9X3
[EY] = 5@ 20X7? 40X, 20X3 | +a? 800X3 Xy  400(X{+ X2)  400X2X3
1 20X3 18X2 9X3 400X5X3  400X3 + 81X4

Particularizando para o ponto P(1,1,1)

80 20 1 [ 1601 800 9
[E*] = —|a|20 40 20 | +o®| 800 800 400
1 20 18 9 400 481
0,40 0,10 0,005 [ 0,08005 0,0400 0,00045
[E*] = | 0,10 0,20 0,10 | + | 0,04000 0,0400 0,0200
0,005 0,10 0,09 0,00045 0,0200 0,02405

Logo, para a = 1072 as componentes nio-lineares possuem uma ordem de grandeza préxima dos
valores lineares, nao podendo ser desprezadas. Por exemplo, para o termo E7; observa-se que,

0, 08005

E¥, = 0,40 + 0,08005 = 0, 48005 — ~ 20%

)
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3. Considerando agora a = 10™* e o ponto P(1,1,1) vem que,

40 10 0,5 800,5 400 4,5
1004 10 20 10 | +107%| 400 400 200
0,5 20 9 4,5 200 240,5

Neste caso, a parte nao-linear pode ser desprezada, pois a sua contribui¢ao nao € significativa. Por
exemplo, tomando a componente E}; novamente vem que,

8,005 x 1076

W0x101 ~ 0%

Ef, =40 x 107" + 8,005 x 1075 = 40,008 x 10~* —

4. O tensor de Cauchy para pequenas deformacoes é dado por (8.31). Portanto,

1 1
E = o(Vu +Vu) — [E] = 5((Vu + [Vu,])

1 40X1 Xy 20X7 0O 40X:X2 O 1
[E] = 51 0 20X, 20X3 | +a| 20X%2 20X, O
1 0  9X3 0 20X3 9X2

[ 40X:X, 10X? 0,5

[E] = o 10X? 20X, 10X;

0,5 10X3 9X?

Para o ponto P(1,1,1) e a = 10~ verifica-se que,
0,004 0,001 0,00005
[E]=| 0,001 0,002 0,001
0,00005 0,001 0,0009

5. O tensor de rotacoes infinitesimais é definido como,

1 1
Q = S(Vu - Vul) — Q] = (V] = [Vu,]")

1 40X1Xy 20X 0 40X:X2 O 1
Q] = 5@ 0 20X, 20X3 | —a| 20X? 20X, O
1 0 9X2 0 20X5 9X3

0 10X? -0,5

Q] = al| —10X? 0 10X3

0,5 —10X3 0

Para o ponto P(1,1,1) e a = 10~* verifica-se que,

0 0,001  —0,00005
Q] = | —0,001 0 0,001
0,00005 —0,001 0
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O vetor de rotacao w é o vetor axial associado ao tensor antissimétrico €2. Logo,
w =Q39e1 + Ni3es + Qo1e3 — w = —10aXze; — 0, 5baey — 10aX12e3
Para o ponto P(1,1,1) e a = 1074,
w = —0,001e; — 0,00005e2 — 0,001e3
A dilatacdo é dada simplesmente pelo trago do tensor de pequenas deformagoes. Assim,
ey =trE = E;; — ey = (40X X3 + 20X5 + 9X3)a
Para o ponto P(1,1,1) e a = 1074,
ey = (40 +20 +9) x 10~* = 0,0069

O tensor deviatérico é expresso como,

EP=E- 21— [EP] = [B]- 2L (1
3 3
Portanto,
40X1 X, — 5 10X72 0,5
[E”] =a 10X2  20X2—5£ 10X;
0,5 10X 9X3— £

Tomando o ponto P(1,1,1) e a = 1074, tem-se que,

[ 0,004 — 0,0023 0,001 0,00005
[ED] - 0,001 0,002 — 0,0023 0,001
0, 00005 0,001 0,0009 — 0, 0023

[ 0,0017 0,001  0,00005
[ED] —| 0,000 —0,0003 0,001
| 0,00005 0,001  —0,0014

A posicio deformada do elemento material inicialmente no ponto P(2,0,1) para a = 1072 é dada
por,

xr1 X1 w1l X1+ 20aX12X2 2
x=X+u — { 22 ;=4 Xo p+{ up p={ Xo+10a(X3+X3) »=¢ 0,1
T3 X3 us X3 —|—04(X1 —|—3X3)3 1,05

Por sua vez, o deslocamento u associado é o seguinte,
T
u:X—X:>{u}={ 0 0,1 0,05 }

O valor do deslocamento d na direcao € = 0,6e; + 0,8e, é obtido pela projecao de u ao longo de
é. Portanto,

0,6
d:u-é:{o 0,1 0,05} 0,8 % =0,08
0
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8.12 Exercicios Propostos

1. Dado o seguinte campo de pequenos deslocamentos:
u = [(32% + y)e1+10(3y + 2%)ex+(222)e3] x1073(cm)

a) Determine os tensores de deformacao e rotagao infinitesimal, bem como o vetor rotagao. Parti-
cularize para o ponto P(2,1,3).

b) Se um corpo sofre uma pequena rotagdo dada pelo vetor
w =0.002e;+0.005e2—0.002e3(rad)

qual é o tensor de rotacao infinitesimal {2 correspondente.

2. Dado o campo de pequenos deslocamentos
u = [(6y + 52)e;+(—62 + 32)ea+( — 5z — 3y)e3] x 10> (cm)

Mostre que este campo induz somente uma rotacao de corpo rigido
a) Determine o vetor de rotagao w do corpo,

b) Calcule o tensor de deformacdo E em dilatagao cubica &,.

3. Dado o campo de pequenos deslocamentos
u = [(z3 + 10)e; +3yzes+ (2% — yx)es]x1073(cm)

Pede-se:
a) a translagao de corpo rigido do corpo, tomando a origem como ponto de referéncia,
b) o tensor de deformagoes E;

c) o tensor de rotagoes infinitesimais ;

€
d) a dilatagdo ctibica &, e o tensor diviatérico EP = E — ?VI;

e) particularize os resultados acima para o ponto P(2,1,0).



