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Capitulo 2

EQUILIBRIO

2.1 Introducao

Neste capitulo, faz-se uma apresentacao das abordagens newtoniana e analitica para o tratamento de
problemas de mecanica. Posteriormente, consideram-se convencoes diagramadticas para suportes e car-
regamentos. Finalmente, estuda-se o equilibrio de particulas e corpos segundo o Principio da Poténcia
Virtual (PPV) comparando-se com as condigbes de equilibrio dadas pelas lei de Newton. Antes de ini-
ciar o conteido deste capitulo, torna-se essencial estudar notacao inidicial e revisar o conceito de vetor
abordados nos Apéndices 77 e B.

2.2 Objetivos da Mecanica do Continuo

Como se sabe a matéria nao é continua, sendo formada de moléculas as quais sdo constituidas de
particulas. No entanto, varios fendmenos fisicos podem ser analisados sem se preocupar com a estrutura
molecular dos materiais. Para isso, aplica-se a teoria dos meios continuos, a qual trata da descricao dos
fendmenos fisicos como um todo, negligenciando o comportamento do material em menor escala.

A teoria do continuo considera a matéria como indefinidamente divisivel, sendo aceita a idéia de um
volume infinitesimal de material, o qual é denominado particula. Desta maneira, em qualquer vizinhanca
de uma particula, existe sempre material presente. A validade desta hipétese depende da situacéo con-
siderada e deve ser comprovada através de testes e ensaios. No entanto, a aplicagao dos conceitos de
mecanica do continuo é plenamente justificivel para varios casos, como por exemplo os problemas que
serao analisados posteriormente neste texto.

Basicamente, a mecanica do continuo estuda a resposta de materiais para diferentes condigbes de
carregamento. Esta teoria pode ser dividida em duas partes principais:

e principios gerais comuns aos varios meios,

e equacoes constitutivas para materiais idealizados.

Os principios gerais s@o axiomas obtidos a partir da observagdo dos fenémenos fisicos, podendo-se
citar a conservagdo de massa e energia, assim como os principios da quantidade de momento linear e
angular. Na segunda parte da teoria, tem-se as equacoes constitutivas, as quais sao empregadas para
definir o comportamento de materiais idealizados, tais como o caso de um sélido elastico linear.
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2.3 Definicao de Corpos

Todo corpo tem como caracteristica fisica o fato de ocupar regides do espago euclidiano £. Assim,
um corpo qualquer pode ocupar diferentes regioes em tempos distintos. Embora nenhuma destas regices
possa ser associada ao corpo, torna-se conveniente selecionar uma delas, denominada configura¢do de
referéncia B, identificando pontos do corpo com as suas posigoes em B. Desta maneira, um corpo B
passa a ser uma regiao regular de &£, sendo os pontos X € B denominados pontos materiais. Qualquer
subregiao regular limitada de B é chamada parte. Estes conceitos estao ilustrados na Figura 2.1.
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Contorno

Corpo

Parte

Ponto Material

Figura 2.1: Configuracao de referéncia B e seu contorno 0B.

Como um corpo pode ocupar diferentes regides ao longo de um movimento, torna-se necessario a
introducao de um parametro ¢ € [to, ], designando uma certa configuragao B; do corpo. Observa-se que
em varios problemas ¢ nao representa necessariamente o tempo.

2.4 Abordagens Newtoniana e Analitica

Uma das maiores dificuldades ao longo da histéria da Mecanica tem sido encontrar uma representagao
fisico-matematica satisfatéria para o conceito de agdo de um determinado corpo sobre a configuracao
(estado) de outro.

A partir dos postulados de movimento estabelecidos por Newton, a mecénica desenvolveu-se ao longo
de duas linhas principais. A primeira, denominada mecanica vetorial, parte diretamente das leis de
Newton e representa a agao através de forgas, dadas por vetores segundo um certo sistema de referéncia.
Desta forma, o conceito de forga surge como um ente abstrato, definido de forma totalmente desvinculada
da cinemaética adotada para modelar o problema. Essa abordagem é aplicada no desenvolvimento da fisica
newtoniana, sendo a analise e sintese de forcas e momentos a sua principal preocupacao.

Leibniz, um contemporaneo de Newton, introduziu uma segunda linha de abordagem denominada
mecanica analitica, a qual baseia o estudo do equilibrio e do movimento em duas grandezas escalares
bésicas, ou seja, as energias cinética e potencial. Aparentemente mais abstrato, este tratamento traduz a
experiéncia concreta didria. Adota-se como elementos principais da caracterizacdo de acdo entre corpos
o movimento e a poténcia (trabalho) dispendida para efetua-lo. A partir dai, o conceito de forga surge
naturalmente, ndo como uma definicao abstrata a-priori, mas como um elemento de ligacao entre a agao
de movimento do corpo e a poténcia dispendida para realiza-la.

Esta segunda descricao é, ao contrario do que possa parecer, tao antiga quanto a prépria Mecanica.
De fato, desde os primeiros passos no sentido de dar uma estrutura matematica formal a Mecanica, o
conceito de poténcia surgiu como algo basico e fundamental. Neste sentido, destacam-se os trabalhos de
pioneiros como J. Bernoulli (1717), definitivamente consagrados por D’Alembert (1743). Essa descrigao
é também mais natural pois representa, na verdade, o enunciado matematico de uma experiéncia fisica
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bastante comum. Por exemplo,

e quando se deseja conhecer o peso de um objeto, levanta-se o mesmo ligeiramente, avaliando-se o
seu peso pela poténcia (ou trabalho) para efetuar tal movimento. Em outras palavras, introduz-se
um movimento virtual tirando o objeto do movimento natural (repouso) em que se encontrava (ver

Figura 2.2);

e de uma maneira similar, para se conhecer a tensao numa correia, desloca-se a mesma de sua

configuragao natural introduzindo um pequeno movimento com os dedos.

Logo, efetua-se uma

acao de movimento virtual e através da poténcia dispendida para realizéd-la, avalia-se a tensao da

correia (ver Figura 2.3).

D |

(a) Objeto em repouso. (b) Agdo de movimento verti-
cal (permite avaliar o peso do
objeto).

et

(c) Agdo de movimento hori-
zontal (ndo permite avaliar o
peso do objeto).

Figura 2.2: Avaliacdo do peso de um objeto.

Verifica-se que esta ultima abordagem difere consideravelmente na sua metodologia em relagdo a
mecanica vetorial. O peso do objeto ou a tensdo na correia sdo determinados introduzindo uma agao
de movimento apropriada para cada caso. Baseado na poténcia ou trabalho dispendido para realizar a
respectiva acdo de movimento é possivel avaliar o peso do objeto ou a tensdo na correia. A denominacao
virtual significa qua a acao de movimetno nao é uma agdo de movimento natural do corpo em estudo.
Uma acdo virtual adequada é introduzida apenas para avaliar o estado de forgas internas ou externas do
objeto. Como ilustrado na Figura 2.2(b), a agdo de movimento adequada para avaliar o peso do objeto
deve ser na direcao vertical. Um movimento horizontal nao permite determinar o peso do objeto. No
caso da correia, uma acao de movimento normal & correia permite avaliar a tensao como mostrado na
Figura 2.3(c). J4 uma agdo tangencial, ndo determina o nivel de tensdo na correia.

(a) Correia tensionada. (b) Agdo de movimento nor-
mal a correia (permite avaliar
a tensdo na correia).

(¢) Agdo de movimento tan-
gencial (ndo permite avaliar a
tens@o na correia).

Figura 2.3: Avaliacao da tensao na correia.
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A lei fundamental de movimento estabelecida por Newton, ou seja, massa vezes aceleragdo é igual
a forca, é valida em primeira instancia apenas para uma tunica particula. Esta lei foi deduzida para o
movimento de uma particula no campo gravitacional da Terra e aplicada ao movimento de planetas sob
a acao do sol. Nestes dois problemas, o corpo em movimento pode ser idealizado como uma particula, ou
seja, um ponto simples no qual associa-se uma massa. A lei de Newton fornece uma equacao diferencial
de movimento e através da sua integragao é possivel resolver o problema dinamico.

Entretanto, no caso de um corpo sélido ou fluido, as particulas estao associadas entre si, devendo-
se tomar algumas precaugoes para aplicar a lei de Newton. Deve-se isolar uma particula das demais
e determinar as forcas exercidas pelas particulas vizinhas. Desta forma, cada particula é uma unidade
independente seguindo a lei de movimento. Esta andlise em termos de forgas torna-se trabalhosa, pois nao
se conhece em geral a natureza das forgas de interacdo. Para resolver esta limitacdo, Newton introduziu
o principio da acao e reagdo como a terceira lei de movimento. Entretanto, nem todos os problemas
podem ser resolvidos através deste postulado, sendo necessarias novas hipdteses, como por exemplo no
caso do estudo de corpos rigidos. Verifica-se ainda que a abordagem newtoniana falha em fornecer uma
Unica resposta para problemas mais complexos.

A mecanica analitica trata os problemas de uma forma diferente. A particula ndo é mais isolada,
fazendo parte de um sistema como todo. Um sistema mecanico é uma montagem de particulas, as quais
interagem entre si. Desta maneira, uma particula simples nao tem significancia, mas sim o sistema como
um todo, ndo havendo a necessidade de desmembrar o sistema em partes. Ao contrario do tratamento
vetorial, onde cada particula deve ser considerada de forma especial e a forca atuante determinada
independentemente das outras particulas, na abordagem analitica tem-se uma unica funcao descrevendo
as forcas atuantes nas particulas do sistema.

Uma outra diferenca fundamental refere-se ao tratamento de condigoes auxiliares, como no caso de
relacOes cinematicas conhecidas para o sistema em estudo. Por exemplo, as particulas de um solido
podem se mover como se o corpo fosse rigido, ou seja, a distancia entre dois pontos quaisquer permanece
fixa. No caso da mecéanica newtoniana, hd a necessidade de forgas para manter esta condicdo. Ja na
abordagem analitica nao é necessario o conhecimento destas forcas, sendo levada em conta apenas a
condicao cinematica estabelecida. Analogamente, para o caso de fluidos nao é necessario conhecer o tipo
de forgas presentes entre as particulas. Leva-se em conta apenas o fato empirico de que um fluido resiste
consideravelmente a qualquer tentativa de alterar o seu volume, enquanto tem-se uma resisténcia menor
a acbes que alterem a forma e ndo o volume do fluido. Logo, despreza-se a natureza das forcas entre as
particulas, estabelecendo-se condigoes cinematicas tais que durante uma agao de movimento, o volume
de qualquer parte do fluido deve ser preservada.

No entanto, a principal diferenca entre as duas abordagens estd no fato de um principio tinico sobre
o qual estd fundamentada a mecanica analitica. Para um sistema complexo, o nimero de equagoes de
movimento pode ser bastante grande. Os principios variacionais da mecénica analitica permitem uma
base unica a partir da qual derivam-se todas as equagoes. Dado o conceito fundamental de acao, o
principio de estacionariedade desta ac@o resulta no conjunto de equagdes diferenciais do sistema. Além
disso, esta formulacao é invariante com respeito a qualquer transformacao de coordenadas.

Logo, as quatro principais diferencas entre os tratamentos vetorial e analitico podem ser resumidas
como:

1. a mecanica vetorial isola a particula, tratando-a de forma individual; ja o caso analitico considera
o0 sistema como um todo;

2. a mecanica vetorial constréi uma resultante de forcas para cada particula; o tratamento analitico
considera uma unica fungao (energia potencial) contendo todas as forcas necessérias;

3. o caso vetorial deve considerar o conjunto de forcas necessarias para manter qualquer relacao esta-
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belecida entre as coordenadas de um sistema; na mecénica analitica qualquer condicao cinematica
representa mais um parametro conhecido do sistema;

4. na abordagem analitica, todo o conjunto de equacdes pode ser desenvolvido a partir de um tunico
principio, o qual toma a forma de minimizar uma certa acao. Este principio é independente de
qualquer sistema de coordenadas empregado, sendo possivel escolher aquele mais natural a cada
problema analisado.

Ao longo deste capitulo, pretende-se mostrar estas duas abordagens para o caso de equilibrio de corpos
rigidos. Nos capitulo seguintes, considera-se a caracterizacdo da deformacgdo em modelos de barra, eixo
e viga, procurando ressaltar as vantagens do tratamento analitico ou variacional.

2.5 Convengoes Diagramaticas

Como mencionado anteriormente, o objetivo bésico da resisténcia dos materiais é determinar o nivel de
solicitacao de uma estrutura mecanica e estabelecer critérios para a validacao de seu projeto atual. Desta
maneira, todo carregamento aplicado causa apenas deformagao na estrutura. Para isso, deve existir um
nimero suficiente de restrigoes ou suportes para evitar movimentos de corpo rigido. Assim, tem-se um
conjunto de restrigoes cinematicas, as quais devem ser satisfeitas para qualquer acdo desenvolvida pela
estrutura.

A
Articulacao R A
(a) Articulacao. (b) Pino. (c) Rolete.
I
Pino
(d) Pino fixo. (e) Engaste.

Figura 2.4: Suportes.

2.5.1 Suportes

Torna-se essencial estabelecer algumas convengdes para representar os suportes responsaveis por
manter uma estrutura em repouso quando submetida a carregamentos externos. Basicamente, os suportes
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sao identificados pelo tipo de restricao cinemdtica presente ou de forma equivalente pelas reacées que
oferecem as forcas externas.

L'IA>< =0 A
/—44, ®
Rax _ cz=0
— u~, =0
‘ B RCx __,\MC
f;> Cx
ou 1 C
uay =0 777 L
RA Articulacao |
y u = —
By 0 uCy =0
. By RCy
Resiste a forcas
horizontais e Resiste apenas a forcas verticais Resiste a forcas
verticais horizontais e verticais

e a momentos

(a) Pino. (b) Rolete. (c) Engaste.

Figura 2.5: Restricoes cinematicas e reacoes.

Num primeiro caso, tem-se um rolete ou uma articulagdo como exemplificado nas Figuras 2.4a), b),
c). Neste caso, verifica-se um deslocamento nulo ou uma forga resistiva em uma linha de agao especifica.
Portanto, na Figura 2.4

e caso a), qualquer agdo de movimento deve respeitar a restrigdo cinemética de deslocamento nulo
ao longo da linha AB. Visto pelo lado da mecéanica vetorial, a articulagdo resiste apenas & forgas
na direcao AB;

e caso b), o deslocamento é nulo na dire¢ao vertical e o rolete resiste apenas a uma forga vertical;

e caso c), tem-se um deslocamento nulo, originando uma forga resistente na dire¢do perpendicular ao

plano CD.

\ / MOVIMENTOS PEMITIDOS

7

‘ MOVIMENTO IMPEDIDO

Figura 2.6: Restricao unilateral.

Em todos estes casos, verifica-se uma Unica reagao ou incégnita para as equagoes de equilibrio. Nos
problemas planos, a relacao entre as duas componentes de reacao é fixa. O pino ilustrado na Figura
2.4d) é outro tipo de suporte. Observa-se que os deslocamentos nas dire¢oes horizontal e vertical sao
nulos, fazendo surgir duas forgas de reagdo. Por sua vez na Figura 2.4e), ilustra-se um suporte fixo ou
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engastamento, onde além dos deslocamentos, também a rotacao é nula. Da mesma forma, este suporte
resiste a uma forga em qualquer diregao, além de um momento puro. Como exemplo tipico, tem-se um
engastamento de uma viga num bloco de concreto. A Figura 2.5 resume as diferengas entre os suportes
discutidos, enfatizando as restrigoes cinemaéticas presentes, assim como as reacoes impostas.

Um outro tipo de vinculo encontrado frequentemente em varios problemas de mecanica, tais como
contato e conformagao, estd ilustrado na Figura 2.6. Esta restricio é denominada unilateral, sendo
caracterizada pelo fato de que se a acdo de movimento estiver impedida numa direcao, nao estard na
direcdo oposta. Este caso induz uma nao-linearidade ao problema estando fora do escopo desse texto.

B

11 A

IE RAY RBy

(a) Real. (b) Idealizado.

Figura 2.7: Carregamento concentrado numa viga.

carga

carga + viga = pi kgf/m

viga = p2 kgf/m < z e

l\ p(max)= *h-1
| s 4
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T,
(a) Real. (b) Idealizado (carrega- (c) Real. (d) Idealizado (carrega-
mento constante). mento linear).

Figura 2.8: Forgas distribuidas constante e linear.

2.5.2 Carregamentos

Os carregamentos aplicados sobre uma estrutura podem ser idealizados como forgas concentradas,
distribuidas e de volume. No caso de uma viga, os carregamentos concentrados podem ser aplicados
por exemplo através de um pilar, uma alavanca ou um componente rebitado como mostrado na Figura
2.7(a). Observa-se que estes arranjos aplicam a forga numa parcela limitada da viga e sdo idealizados
como forgas concentradas, conforme o diagrama da Figura 2.7(b).
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(a) Real. (b) Idealizado. (c) Sistema equivalente.

Figura 2.9: Momento concentrado numa viga.

Em outros casos, as forcas sao aplicadas ao longo de uma porc¢ao maior da estrutura, sendo denomina-
dos carregamentos distribuidos. A Figura 2.8 ilustra forcas distribuidas uniformes e varidveis juntamente
com as suas idealizagoes. Como tltimo caso, pode-se carregar uma viga com um momento concentrado
num ponto, conforme mostrado na Figura 2.9.

2.6 Equilibrio de Particulas e Corpos Rigidos

2.6.1 Mecanica analitica
Particula

Uma particula é um ponto material com uma certa massa associada e cujas dimensoes nao sao relevan-
tes. Considere a particula P livre de qualquer restricdo cinemdtica, localizada no espago tridimensional
cartesiano R3, conforme ilustrado na da Figura 2.10. Dessa forma, qualquer acio de movimento de P é
dada por um vetor v de 3. A poténcia externa P, associada a uma acdo de movimento v é dada de
forma geral por

f: R SR
v _)f(v):Pe’

ou seja, poténcia P, é uma funcdo f que opera sobre um vetor v de R? e fornece um escalar.

Como a cinemética de P é descrita por um vetor v, a tinica operagao sobre v resultando num escalar,
ou seja, na poténcia, é um produto escalar de vetores. Logo, associado & poténcia P. e a acao de
movimento v, existe um vetor F de 2 de tal forma que a poténcia P, pode ser escrita como

P, = f(v)=(F,v)=F-v. (2.1)

O vetor F é denominado resultante das forcas externas na particula P. Isso mostra que a partir do
conceito de poténcia, recupera-se a idéia cldssica de forga. Logo, os esforcos externos compativeis com a
cinemdtica da particula sao vetores forca descritos aqui pela resultante de forcas F.

Alguns Aspectos sobre a Definicao de Poténcia

Uma fungdo, tal como a poténcia externa P,, que associa a cada elemento de um espago vetorial um escalar
é chamada funcional. A poténcia é linear em v,ou seja, quanto maior o médulo do vetor velocidade v,



2.6. Equilfbrio de Partlculas e Corpos ngidos 2-9

A

_U
<y

—

Figura 2.10: Particula livre de restricao com acao de movimento v.

maior serd o valor da poténcia P.. Da mesma maneira, se 0 médulo de v diminuir, a poténcia P, diminui
na mesma proporcao. De forma geral, diz-se que a poténcia P, é um funcional linear das acoes de
movimento v.

Observa-se que a poténcia P, dada em (2.1) é um funcional do vetor velocidade v, pois para cada v
associa-se um valor real da poténcia P,. Além disso, a expressao (2.1) é um funcional linear de v. Dado
um nuimero real a e duas acoes de movimento vy e vo, as seguintes relagoes sdo validas

P, = f(av)=F-(av) =a(F -v) = aP,,

Po=f(vi+vy)=F-(vi+vy)=(F-vi)+(F-vy)=PF, + P, (22)

sendo P, =F -vy e P, =F - vy os valores das poténcias associadas as acoes de movimento vi e va. As
duas propriedades anteriores mostram a linearidade da poténcia pois, ao se multiplicar v por um escalar
a, a poténcia também é multiplicada por «. Além disso, a poténcia P, associada & soma de duas agdes
de movimento v; e vg é igual a soma das poténcias individuais P, e P.,. As propriedades anteriores
podem ser escritas em uma Unica expressao para « e ( escalares e vi e vy vetores de velocidade

f)(i = f(avl + ,BVQ) =F- (Ole + ,BVQ) =F. (avl) +F- (ﬂVQ)
a(F -vy)+ B(F - va) =aP., + (P.,.

Finalmente, observa-se que a propriedade de linearidade de (2.1) vem do fato que o produto escalar de
vetores é linear como discutido no Apéndice B.

O espaco cartesiano R3 é um exemplo do conceito mais geral de espacos vetorias (ver Apéndice B).
A Figura 2.11 ilustra a relacdo entre acdes de movimento v e forcas F sobre a particula em R3, a partir
da poténcia associada ao movimento. Esta relacao é denominada relagdo de dualidade entre as acoes
de movimento v e a resultante das forgas F na particula. O conceito de dualidade serd constantemente
empregado ao longo deste texto. Observa-se que este conceito é introduzidao a partir da definicao de
poténcia.

Corpos Rigidos

Considere agora o caso de um corpo rigido B, mostrado na Figura 2.12; livre de qualquer restrigdo ao
seu movimento. As tnicas agbes de movimento admissiveis devem preservar a hipdtese inicial de que o
corpo é rigido, ou seja, quaisquer deslocamentos e rotacoes rigidas devem manter as dimensoes do corpo
inalteradas.
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Figura 2.11: Relagdo de dualidade entre agoes de movimento e forcas numa particula.

(a) Ponto o como referéncia. (b) Ponto q como referéncia. (c) Relagao entre os pontos o e g.
Figura 2.12: Ac¢ao de movimento de um corpo rigido.

Para descrever o movimento do corpo, adota-se um sistema de coordenadas e seleciona-se um ponto
arbitrdrio do corpo. A Figura 2.12(a) ilustra o sistema de referéncia cartesiano xyz e o ponto o adotado
para descrever o movimento do corpo. A partir dai, o vetor posicao de qualquer ponto p é dado por

rp =T, + Ipo. (2.3)

Quando o corpo se movimenta, os vetores posicao rp, r, e rp, variam ao longo do tempo. A taxa de
variagao destes vetores representa a velocidade instantanea. Derivando a expressao anterior em relagao
ao tempo, obtém-se a velocidade v, do ponto p (a relagdo seguinte serd mostrada posteriormente)

Vp = Vo + W X I'pg,

sendo v, a velocidade do ponto o representando a translacdo de B; w é o vetor velocidade angular
descrevendo a rotagdo instantanea do corpo e X representa o produto vetorial (ver Apéndice B).

Decompondo os vetores v, e w, segundo o sistema cartesiano ilustrado na Figura 2.12, tem-se no
total seis componentes para representar uma acao de movimento de um corpo rigido. Trés delas estao
associadas a translagoes dadas pelas componentes v,,, Vo, € Vo, de v,. As demais 3 componentes sao
dadas pelas projecoes , w;, wy € w, da rotagao w. A Figura 2.13 ilustra as 3 componentes de translacao
e as 3 componentes de rotagdo de um corpo rigido.

A expressdo da poténcia associada a acdo de movimento de corpo rigido é dada a partir de (2.1) por

P.=f(v)=f(Vo+wxrp). (2.4)

Logo, como a velocidade de cada ponto do corpo rigido é descrita por um vetor velocidade v e a
poténcia P, associada a v é escalar, tem-se, de forma andloga ao caso da particula, um vetor F,, de tal
forma que a poténcia P, é dada pelo seguinte produto escalar dos vetores v e F,, ou seja,

P.=f(v)=(Fo,v) =F, - v=F; [V, +w x1p] (2.5)



2.6. Equilfbrio de Partlculas e Corpos ngidos 2-11

i i

[J 7

@ @ﬁ @ @/H
@ y

p Z/@

(a) Translagbes em x, y € z. (b) Rotagdes em x, y e z.

Figura 2.13: Movimentos de um corpo rigido.

Como o produto escalar de vetores é distributivo (ver Apéndice B), a expressao anterior pode ser
reescrita como

P.=(Fo-vo) +F, - [wxrp. (2.6)

Pode-se comutar a ordem dos produtos escalar e vetorial de 3 vetores (ver Apéndice B). De forma
geral, dados 3 vetores a, b e c a seguinte relagao é valida

a-(bxc)=(cxa)-b=(bxc)-a.

Aplicando a propriedade anterior & equagao (2.3) vem que

P. = (Fo-v,)+[rpo x Fol -w
= (Fo-vy) + (m, - w). (2.7)

Os vetores F, e m, representam, respectivamente, a resultante de forcas e a resultante de momentos
em relagao ao ponto o gerados pela resultante F,,.

Observa-se que a escolha do ponto o para representar a acdo de movimento de B foi inteiramente
arbitraria. Tomando-se um ponto ¢ distinto de o, tem-se a seguinte relacdo para o vetor de posi¢ao do
ponto p (ver Figura 2.12(b))

I'p =Tq+ TIpg,
e consequentemente a velocidade instantanea p passa a ser dada por
Vp = Vg + W X Ipg.

Seguindo o mesmo procedimento anterior, a poténcia P, associada & acao de movimento tomando-se
o ponto ¢ como referéncia serd

P.=(Fq-vg) + (mg-w) =(Fy-vy) + Fy- (w X 1p). (2.8)
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Pode-se reescrever a velocidade do ponto ¢ tomando-se o ponto o como referéncia (ver Figura 2.12(c)).
Logo, tem-se as seguintes relagoes para os vetores posicao e velocidade do ponto ¢

rg =T, + Iy,
Vg = Vo +w X Igo. (2.9)

Como a agdo de movimento é a mesma, mudando-se apenas a sua representagao, a poténcia envolvida
é igual tomando-se os dois pontos o e ¢ como referéncia. Logo, igualando (2.7) e (2.8), obtem-se

Fo - vo+m, - w=F, v, +m, w,
ou ainda
(Fo-vo—Fp-vy) + (my —my) -w=0.
Substituindo (2.9) vem que
0=F,—Fp) vo+[my, —my, — (ryo x Fp) -w].

Para que a relacdo anterior seja satisfeita para qualquer agao rigida descrita pelos vetores v, e w,
tem-se que

F,-F,=0 e m, —m, — (ry x Fp)=0,
ou seja,
F,=F,=F e m, —m, = (ry x Fp) .

Assim, recuperam-se os resultados cldssicos da mecéanica de corpos rigidos. As forgas estdo carac-
terizadas por um vetor F chamado de resultante das forcas, o qual é independente do ponto do corpo
escolhido para descrever a agdo cinematica. Além disso, tem-se mais um vetor m,, dependente da escolha
do ponto de referéncia, denominado resultante dos momentos.

2.6.2 Principio das poténciais virtuais (PPV)

Como pode ser observado a partir da secao anterior, a condicao de equilibrio de uma particula ou
de um corpo rigido é obtida impondo-se que a poténcia das forgas externas seja nula para qualquer acao
de movimento, compativel cinematicamente, a partir da posicao de equilibrio. Desta maneira, é possivel
recuperar as condigoes de equilibrio da mecanica de Newton. O enunciado acima constitui-se no principio
das poténcias virtuais (PPV) para o caso de equilibrio de corpos, sendo um dos principios variacionais
da mecéanica analitica. Observa-se que uma agao cinematicamente admissivel é aquela que respeita as
condicoes de vinculo ou apoios da estrutura.

Estas agoes de movimento, a partir da posicao de equilibrio, ndo sdo fisicamente realizadas, sendo por
isso denominadas acdes virtuais. Portanto, estas agoes sao introduzidas apenas para avaliar o estado de
equilibrio. O principio estabelece que para qualquer acdo ou variacdo a partir da posicao de equilibrio, a
poténcia é nula, ou seja, o sistema mecanico permanece em equilibrio.

Considere o ponto material A da Figura 2.14 submetido & acdo de varias forcas. Suponha que
esse ponto sofra uma acdo de movimento, compativel com a sua cinemdtica, do ponto A para A’. As
forcas podem estar equilibradas e o corpo permanecer em repouso ou se mover na direcido AA’. A acdo de
movimento considerada é portanto imaginaria, sendo denominada agao de movimento virtual e designada
por év. Supondo que o ponto A esteja em equilibrio, a agdo §v representa uma variacdo da posicdo da
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Figura 2.14: Corpo sujeito a agdo de um conjunto de forcas.

particula em relagdo ao seu estado de equilibrio. Logo, pelo PPV a poténcia P, associada a év é nula,
ou seja,

P.=F - 6v=0. (2.10)

Logo, a resultante das forgas F sobre a particula deve ser nula pois a variagao év é arbitraria. Recupera-se
assim a condicao de equilibrio dada pelas leis de Newton, ou seja, a resultante das forgas externas F deve
ser nula para uma particula em equilibrio.

Observa-se que a condi¢ao anterior é necessaria e suficiente. Se a poténcia é nula para qualquer agao
virtual év, entdo o produto escalar F - 6v é nulo, implicando que a resultante das forcas F deve ser zero,
pois v é arbitrario . Da mesma maneira, se o ponto estda em equilibrio, a resultante das forcas é nula e
portanto a poténcia virtual também é nula.

No caso da andlise de corpos em equilibrio estatico, como nao estao envolvidas velocidades, o principio
das poténcias virtuais é aplicado em termos de deslocamentos virtuais, sendo entao chamado de principio
dos trabalhos virtuais (PTV). O PTV para um ponto material estabelece que, se o ponto estd em equilibrio,
o trabalho virtual total das forcas aplicadas é zero, para qualquer deslocamento virtual.

Tomando-se o exemplo ilustrado na Figura 2.2 para avaliar o peso do objeto, verifica-se que nao é
necessario impor um grande deslocamento ao objeto para ter uma idéia do seu peso. Observa-se que na
iminéncia de se deslocar o objeto, pode-se avaliar o seu peso. Isto implica que as agoes de movimento
podem ser arbitrariamente pequenas ou diferenciis visando avaliar o estado de equilibrio de uma particula
ou corpo rigido.

Para o caso de um corpo rigido, tomando-se uma agao virtual de movimento rigida év = év,+ dw X r,
tem-se que no equilibrio a poténcia é nula. Logo, a partir da secao anterior, a poténcia é dada por

P.=F, 6v,+m, 6w =0, (2.11)

implicando que as resultantes em termos de forcas e momentos devem ser nulas para qualquer agao
virtual.

Observarse que a poténcia das forcas internas num corpo rigido é nula, como ilustrado na Figura 2.15.
Tomando-se os pontos A e B, as forcas exercidas entre si sdo F e —F. Mesmo considerando acoes virtuais
distintas v e v/, as componentes destas acoes ao longo de AB devem ser iguais, pois como o corpo é
rigido, a distancia entre os pontos deve ser constante. Logo, a poténcia associada as forcas internas sera
nula. Da mesma maneira, como as agoes virtuais sao compativeis com a cinemética do corpo, as reacoes
de apoio nao realizam trabalho.
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Figura 2.15: Poténcia das forcas internas.

Torna-se interessante interpretar fisicamente o principio dos trabalhos virtuais, tomando-se o caso do
equilibrio de uma particula. De acordo com a mecanica de Newton, no estado de equilibrio, a resultante
das forcas, expressa como a soma das forgas externas e de reacao, agindo sobre qualquer particula do
sistema é nula. Como no equilibrio, o principio requer que o trabalho destas forgas seja nulo, verifica-se
que o trabalho virtual das forcas externas pode ser substituido pelo trabalho virtual das forgas de reacao.
Logo, o PTV pode ser reformulado como o seguinte postulado: o trabalho virtual das for¢as de reagao €
sempre nulo para qualquer deslocamento virtual compativel com as restrigées cinemdticas.

Este postulado nao é restrito a estatica, mas aplica-se igualmente a dinamica, onde o PTV é ge-
neralizado por meio do principio de d’Alembert. Como todos os outros principios variacionais (Euler,
Lagrange, Jacobi, Hamilton) da mecénica analitica sdo formulag¢oes matemaéticas alternativas do principio
de d’Alembert, o enunciado acima, é o tnico postulado na mecéanica analitica, sendo portanto de funda-
mental importancia.

Exemplo 2.1 Considere a alavanca articulada mostrada na Figura 2.16(a). Deseja-se determinar a
for¢a ezercida pela alavanca no bloco quando um certa for¢a F é aplicada em C (supondo que ndo hd
atrito) usando o conceito de trabalho virtual.

Z

7

Z

7z

Z

7
B

%4 — ——»

Z T Rex x
RBy

(a) Alavanca. (b) Diagrama de corpo livre.

Figura 2.16: Alavanca articulada com forca F.

Objetivo:
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1. Tlustrar a construgao do diagrama de corpo livre

2. Anélise das condigoes de equilibrio através da abordagem analitica.

FEtapas:

1. Construcao do diagrama de corpo livre do sistema.

2. Assumir um deslocamento virtual (conveniente) compativel com os vinculos do sistema.
3. Escrever a expressao do trabalho virtual para o deslocamento assumido para o sistema.

4. Solugao das equagoes.

Figura 2.17: Deslocamento virtual para o cdlculo de Rp,.
Solucgao:

1. Construgao do diagrama de corpo livre do sistema.
Neste diagrama, apresentam-se de forma idealizada as forcas externas e de reagcdo presentes na
estrutura. O diagrama de corpo livre estd ilustrado na Figura 2.16(b).

2. Assumir um deslocamento virtual conveniente compativel com os vinculos do sistema

Considera-se, em primeiro lugar, um incremento 60 positivo do angulo 6, pois desta forma a ala-
vanca aplicard uma for¢a horizontal sobre o bloco (ver Figura 2.17). Em seguida, adotando um
sistema de coordenadas com origem em A, observam-se as variagoes éxp e dyc respectivamente
nas dimensoes rp e yc. As reagoes Ray, Ray e Rpy ndo realizardo trabalho durante o desloca-
mento virtual considerado, necessitando-se calcular somente o trabalho de F' e Rp,. Fxprimindo
as coordenadas xg e yo em termos do angulo 8 obtém-se

xp = 2lsind, (2.12)
yo = lcosé.

Ao se impor uma variacdo virtual 60 a partir da posi¢do de equilibrio inicial em 8, o angulo final serd
0+660 como indicado na Figura 2.17. Logo, as novas posi¢oes dos pontos B e C serdo respectivamente
(ver Figura 2.17)

xp+6rp = xp(0+ 60) = 2lsin(0 + 60), (2.13)
yc —0yc = yc(0+660) =lcos(f + 60).
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Ezpandindo sin(0 4 60) e cos(0 + 60) vem que
xp+6xrp = 2l[sinfcosdf + cosbsin 6],

yo — 0yc = l]cosf cosdf — sinfsin 0] .

Supondo que o incremento 60 € pequeno, tem-se que cos 60 ~ 1 e sin b0 ~ 66. Logo

xp+6xp = 2lsinf+ 2lcosO(60),
yc —0yc = lcosf —Isinf(6).

Substituindo (2.12), obtém-se as expressoes finais para os incrementos virtuais éxp e dyc, ou seja,

brp = 2lcosf(80),
byc = 1sinf(80).

Uma outra forma de se obter expressdes para dxp e dyc € empregando a série de Taylor. Observa-
se que as posicdes xp e Yo dos pontos B e C sao fungdes do angulo 6. Esta dependéncia pode ser
indicada de forma explicita reescrevendo as relagoes anteriores como

xp=xp(#) = 2lsinb,
yo =yc(#) = lcosé.

Dada uma fungao f(y), lembre-se que a expansao em série de Taylor em torno de x é dada por

f)=f@)+f@)+y-—z2)+f (@) (y—x)+--.

Ezpandindo sin(8 + 66) e cos(8 + 66) dados em (1.13) em série de Taylor e desprezando os termos
a partir da derivada sequnda vem que

sin(f 4+ 60) = sinf + cos0(0 + 60 — 0) = sin b + cos 0(86),
cos(f +60) = cos@ —sin(0+ 60 — 6) = cos O — sin6(40).

Substituindo estas relagoes em (2.13) vem que

zp+oéxp = 2lsinf+2lcosf(60) = xp + 2l cos 0(60) — dxp = 2l cos 0(66),
yo —0yc = lcos@ —1sinf(60) = yo — Isin0(60) — dyc = Isin 0(60).

Assim, observa-se que calcular as variagées virtuais dxp e dyc € andlogo ao calculo dos diferenciais
de xp e yo. Por este motivo, muito autores definem um deslocamento virtual como um diferencial
de primeira ordem da posicao. Mas um deslocamento virtual ndo € necessariamente pequeno ou um
diferencial da posicdo.
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3. Escrever a expressao do trabalho virtual para o deslocamento do sistema

Como Rp, e dxp tém sentidos opostos, o trabalho virtual é negativo, ou seja, 6Tr, = — (Rpg) 6T B.
Como F' e o incremento dyc tém mesmo sentido, seu trabalho virtual € §Tr = Féyc. O trabalho
virtual total das forcas do sistema € entao

0T, = 0TRy, + 6T = —Rpgérp + Féyc = —2Rp,lcos 060 + Flsin 066.

Da Figura (1.18), ogtem-se as sequintes relagoes

xp + 6xp = 2lsin(0 + 60),
yo + dyc = Lcos(6 + 60).

Ezpandindo sin(6 4 60) e cos(0 + 60) vem que

xp+6rp = 2l[sinfcosdf — cosBsin 60,
yo — 0yc = lcos B cos 66 — sin O sin 66.

Supondo que o incremento 60 € pequeno tem-se que cos 68 ~ 1 e sindf =~ 60. Logo, as expressies
anteriores se simplificam como:

xp + 6xp = 2lsin O + 2l cos 060,
yo + 6yc = lcos6 — [sin 666.

Substituindo(1.12), obtém-se as expressoes finais para o0s incrementos virtuais 6zp e dyc, ou seja

bxp = 2lcosBdb,
byc = lIsin6é0.

4. Solucao das equacoes

Fazendo 6T, = 0 (corpo em equilibrio), obtem-se

1
2Rpzlcos060 = Flsind — Rp, = §F tan 6.

Para calcular a reagdo de apoio Rpy, basta impor um deslocamento virtual dyp na direcdo de
Rp,, mantendo o ponto A fixo. O resultado deste deslocamento estd mostrado na Figura 2.18,
observando-se que o ponto C sofre um deslocamento dyc. Como as duas unicas for¢as realizando
trabalho sao F e Rp,, pelo PTV vem que

0T, = Rpybdyp — Féyc = 0.

Assumindo que dyp e dyc sdo pequenos, tem-se a partir da Figura 2.18, por semelhanca de

Y Sye 1
triangulos, que Sun = 2 Portanto

F
RB:E — 5
Logo, para calcular uma reagao de apoio, impoe-se um deslocamento virtual na direcao da reacao.
O mesmo procedimento pode ser aplicado para a determinagdo de Ra, e Rpy.
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Figura 2.18: Deslocamento virtual para o cdlculo de reacao de apoio Rp,,.

2.6.3 Mecanica Newtoniana
Particula

Na abordagem newtoniana, uma particula estd em equilibrio se a resultante das forgas externas
atuantes sobre a particula é zero. Nesta forma, isola-se a particula e substitui-se todas as restri¢cées por
forcas. Logo, parte-se do conceito de forca ja definido a-priori. Na formulacao analitica, considera-se
a acdo ou a cinemdtica que a particula pode estar submetida, recuperando-se a partir dai a defini¢do
classica de forga.

Segundo a abordagem vetorial, a condi¢do de equilibrio de uma particula é que a resultante F das
forcas externas atuantes seja nula, ou seja, F = 0. Observa-se que esta mesma condicao foi obtida na
mecanica analitica a partir da agdo de movimento de uma particula e do conceito de poténcia. As
condigoes de equilibrio de uma particula sao usadas extensivamente na andlise de trelicas pelo método
dos nos.

Adotando um sistema de referéncia cartesiano, tem-se que a condicao de equilibrio F = 0 implica que
a resultante das forcas externas nas direcoes x, y e z sao nulas. Logo

SF,=0, YF,=0, YF, =0. (2.14)

A Figura 2.19 ilustra uma trelica com cargas externas P; e P, sobre o né A sendo I}, Iy e Fj3 as forcas
nos elementos de barra compartilhando o né A. As condigoes de equilibrio desta particula sdo dadas por

1. > F, =0— P+ Fycos6 + F3 =0.
2. ZFy:0—>P2—|—F1—|-FQSin0:0.

Corpos Rigidos

Como ja mencionado, os corpos rigidos sdo constituidos de infinitas particulas, sendo constante a distancia
entre as mesmas para qualquer acao de movimento. Como visto na secao anterior, as condicoes de
equilibrio de corpos rigidos s@o tais que as resultantes em termos de forgas externas F e momentos M
sejam nulos, isto ¢ F = 0 e M = 0, respectivamente. Para um sistema cartesiano, as condigoes de
equilibrio sdo obtidas impondo-se o equilibrio de forcas e momentos nas direcées x, y e z, ou seja,

> M, =0, > M, =0, >M, =0. ’
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P2 Y
f P 1
A_> P2
0 F3 P1
—Q —> —» X
/ :
F2 F1
(a) Trelica. (b) Equilibrio de um né.

Figura 2.19: Forcas sobre um ponto material.

Observa-se novamente que estas condigoes de equilibrio foram as mesmas obtidas através do PPV.
A diferenca bésica é que na mecénica analitica, parte-se da acdo de movimento e através do conceito
de poténcia, determinam-se os esforcos externos compativeis com a cinemética da particula e de corpo
rigido. Neste sentido, os conceitos de cinemdtica e de poténcia sdo mais naturais (lembre-se dos exemplos
do peso do objeto e da tensdo na correia), podendo serem observados nos sistemas mecéanicos em geral.
J4 na mecéanica newtoniana, considera-se como definigdo bésica o conceito de for¢ca. Assim, supondo um
veiculo em movimento, o que se observa é a acdo de movimento e nao forcas e momentos atuantes no
veiculo.

Tomando-se um corpo plano, a Figura 2.20 apresenta os movimentos de corpo rigido possiveis, ou
seja, translacGes em x e y e rotacao segundo o eixo z. Neste caso, as condicoes de equilibrio resumem-se
em

YE, =0, YF,=0, M, =0. (2.16)

Figura 2.20: Movimentos de corpo rigido num plano.

Exemplo 2.2 Resolver o Exemplo 2.1 empregando a abordagem newtoniana.

Objetivos:

1. Exemplificar andlise das condigGes de equilibrio pela abordagem newtoniana.
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FEtapas:

1. Construgao do diagrama de corpo livre do sistema.
2. Determinagao das equagoes de equilibrio do sistema.

3. Solugao das equagoes e determinacao das incégnitas do problema.
Solucao:

1. Construgao do diagrama de corpo livre

O diagrama de corpo livre foi construido no exemplo anterior (ver Figura 2.16(b)).

2. Determinagao das equagoes de equilibrio do sistema

A partir do diagrama de corpo livre, pode-se escrever as condi¢des de equilibrio da alavanca, ou
seja,

Z) > F,=0— Rp, — Rp; =0,
1) > F,=0— Ray+Rpy—F =0,
iti) > M,a=0—2lsin0Rp, — IsinfF = 0.

Observa-se que a alavanca constitui um sistema hiperestdtico, ou seja, o numero de incégnitas
(RAz, RBa, Ray, RBy) € maior que o niimero de condigoes de equilibrio. Ao se empregar a mecdnica
analitica no exemplo 2.1, o fato do sistema ser hiperestdtico ndo constituiu uma dificuldade. No caso
da abordagem mewtoniana, deve-se ter uma condi¢ao auziliar (em geral em termos da geometria
ou deformagdo do componente) para se resolver o problema. Considerando a alavanca articulada
como constituida de dois elementos de barra AC e BC, tem-se apenas for¢as axiais resultantes ao
longo de AC e BC. A partir da geometria do problema tem-se a relagdo

RB:D
Rp,

iv) tanf =

3. Solugao das equagoes e determinacao das incégnitas

Das equagaes iii) e iv), obtém-se, respectivamente
Rp, = % e Rp, = (%) tan6 .

sendo Rp, a incognita procurada. As demais reagoes sao determinadas, a partir de Rp, e Rp,
dados acima, empregando i) e ii). Logo

R,%z(%)%tn@ e RAyzg.
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2.7 Exercicios Resolvidos

Exercicio 2.1 Calcular as reagdes nos apoios da viga da Figura 2.21(a) usando o principio dos trabalhos
virtuais. Desprezar o peso proprio da viga.

Objetivo:

1. Exemplificar a aplicacao do principio dos trabalhos virtuais na determinacao das reaces nos apoios
de uma viga.

FEtapas:
1. Construir o diagrama de corpo livre do sistema (ver Figura 2.21(b)).
2. Determinar os deslocamentos virtuais convenientes.

3. Escrever as expressoes do trabalho para cada deslocamento virtual assumido.

TOON  ToON y 100N 160N
200N.m
l (/ I ?'ON.m
YiNEAN AB Ra — :
7777 A \ A X
0.1m | O0.1m 0.1m 0.1m RAY 0.4 m PBY
(a) Viga com carregamento. (b) Diagrama de corpo livre.

Figura 2.21: Exercicios resolvidos 2.1 e 2.2.

Solucgao:

e Determinagdo de Rp,

Em A, tem-se duas componentes de reacao desconhecidas, jd que a extremidade € articulada num
pino. A rea¢do em B, entretanto, pode agir apenas na direcao vertical porque a extremidade estd
sobre um rolete. Considerando a varia¢ao angular 60 na posi¢do original da viga em torno do ponto
A, como mostrado na Figura 2.22(a), obtém-se um deslocamento virtual do ponto B na dire¢cdo da
incognita Rp,. Dessa forma, tem-se a sequinte expressao do trabalho na viga

8T, = 20086 + 100(0, 2) sin 66 + 160(0, 3) sin 66 — Ry, (0, 4) sin 66.

Como a viga estd em equilibrio, o PTV estabelece que o trabalho exercido pelas forgas externas ao
sistema € zero, ou seja,

6T, = 0 — 200660 + 100(0, 2) sin 60 + 160(0, 3) sin 60 — Rp,(0,4) sin 66 = 0.
Para uma variacao pequena 80, pode-se assumir a aprorimacgao sindf = 60. Portanto

20066 + 100(0,2)66 + 160(0,3)60 — R, (0,4)60 = 0 — Rp, = 670N.
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(a) Na diregao de Rpy. (b) Na direcdo de Ray.

Figura 2.22: Exercicio resolvido 2.1: deslocamentos virtuais.

e Determinacdo de Rz,

De maneira andloga, considerando um deslocamento angular em torno de B, obtém-se um deslo-
camento do ponto A na diregcao da incognita Ray, de acordo com a Figura 2.22(b). Escrevendo a
expressao do trabalho das forcas externas sobre a viga tem-se

0T. = —Ray(0,4) sin 66 — 20066 + 100(0, 2) sin 66 + 160(0, 1) sin 66.
Novamente, para uma variacdo 60 pequena pode-se assumir a aproximacdo sin 60 = 66. Logo

— Ry (0,4)60 — 20060 + 100(0, 2)60 + 160(0,1)86 = 0 — R4, = —410N.

e Determinacdo de Ra,

R A A B B’

AX
——
X
R
200N.m By
R

it 100N 160N

—_—

Figura 2.23: Exercicio resolvido 2.1: deslocamento virtual na direcao de Ra,.

Neste caso, assume-se um deslocamento horizontal 6x na dire¢do x, como mostrado na Figura 2.23.
Dessa forma, a expressdo do trabalho sobre a viga € a seguinte

0Te = Razébr =0 — R, =0.
g

Exercicio 2.2 Resolver o exercicio anterior empregando a mecanica newtoniana.

Objetivos:

1. Tlustrar a construgao do diagrama de corpo livre.
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2. Exemplificar analise das condigoes de equilibrio pela abordagem newtoniana.
FEtapas:

1. Construgao do diagrama de corpo livre do sistema.

2. Determinagao das equagoes de equilibrio do sistema.

3. Solugao das equacgoes e determinagao das incognitas do problema.

Solucao:
O diagrama de corpo livre é mostrado na Figura 2.21(b). A partir do diagrama de corpo livre , pode-se
escrever as condicdes de equilibrio do sistema

> F,=0: Ry, =0.
SSM,p=0: —200 — 100(0,2) — 160(0,3) + Rp,(0,4) =0 — Rp, = 670N.
S>M,p=0: —Ray(0,4) — 200 + 100(0,2) + 160(0,1) = 0 — R4y = —410N.

Pode-se verificar se as reagdes anteriores, estdo corretas tomando-se por exemplo a somatdria das
forcas em y, ou seja

> F,=0: 670 — 410 — 100 — 160 = 0.
|

Exercicio 2.3 Determinar as reagoes da viga mostrada na Figura 2.24(a) através do principio dos tra-
balhos virtuais.

10 kN/m y
il e
% T Y W=(1/2)*3*10=15 kN
. B
R By
/A\ RAX‘ (2/3) * B=2
3 e 5 >
> Q) A X
< RAy
(a) Viga com carregamento. (b) Diagrama de corpo livre.

Figura 2.24: Exercicios resolvidos 2.3 e 2.4.

Objetivo:

1. Exemplificar a aplicagao do principio dos trabalhos virtuais na determinagao das reagoes nos apoios
de uma viga.

FEtapas:
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1. Construir o diagrama de corpo livre do sistema (Figura 2.24(b)).
2. Determinar os deslocamentos virtuais convenientes.

3. Escrever as expressoes do trabalho para cada deslocamento virtual assumido.

REY
15 KN i B’
y T c’ By, B’
B
dot o yc C’
N C B 5 vB
ot BYC
JoNEEN 2 C 3 B
IRAX x
" RAY
(a) Deslocamento na diregdo de Rp,. (b) Angulo « e sua variagio 6a. (c) Relacdo entre os deslocamentos
dos pontos B e C.
Figura 2.25: Exercicio resolvido 2.3.
Solucao:

e Determinagdo de Rp,

Considere o diagrama de corpo livre mostrado na Figura 2.24(b) e o deslocamento virtual ilustrado
na Figura 2.25(a). As coordenadas yp e yo dos pontos B e C sdo expressas por

Yyp = dsina,

Yc = 2sina.

A partir da Figura 2.25(b), tem-se as seguintes relagdes, assumindo da pequeno (cosbda ~ 1 e
sinda = dav)

yp + 6yp = 5sin(a + éa) = 5[sin a cos da + cos arsin day

= 5sina + 5 cos ada — dyp = 5cos ada.

yo + 0yc = 2sin(a + da) = 2[sin a cos S + cos asin ba
= 2sin a + 2 cos ada — dyc = 2 cos ada.

Por sua vez, sendo da pequeno, os deslocamentos virtuais 6yp e dyc serao também pequenos.

A partir da Figura 2.25(c), observa-se que os deslocamentos dos pontos B e C tém a sequinte relagdo

5yc_2

dyp 5
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O trabalho ezxercido sobre a viga no deslocamento virtual assumido € dado por

0T, = 156yc — RpydyB.
O principio dos trabalhos virtuais estabelece que 0T, € nulo, se o corpo estd em equilibrio. Logo

5
8T, = 156yc — Rpybyp = 0 — Rp, = 1563—0 — 6K N.
B

e Determinacdo de Rz,

Para determinar Ray, adota-se o deslocamento virtual mostrado na Figura 2.26(a). As coordenadas
ya e ypdos pontos A e B, de acordo com a Figura 2.26(b), serdo dadas por

YA = dsinq,

Yy = 3sina
De forma andloga ao item anterior, obtém-se as variacdes dya e 6ygp, ou seja

oya = Héa,

oyp = 3oa,

(a) Deslocamento na diregdo de Ray. (b) Rotagao em torno de B. (c) Relac@o entre os deslocamentos
dos pontos A e C.

Figura 2.26: Exercicio resolvido 2.3.

Como mostrado na Figura 2.26(c), a relagio entre os deslocamentos virtuais dos pontos A e C sao

dados por
3 3
dyc = —bya = —(Hda) = 3bau.
5 5
A expressdo do trabalho sobre o corpo para o deslocamento virtual dado € calculado como

0T. = 156yc — Raydya = 15(36c) — Ray(56cr) =0 — Ryy = 9K N.
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e Determinacdo de Ra,
Para o deslocamento 6x na dire¢cdo x, mostrado na Figura 2.27, tem-se a sequinte expressdo do

trabalho virtual

Te = Rpz6xpa =0 — Ry, =0.

By

T15 KN

w o -

we

Figura 2.27: Exercicio resolvido 2.3: deslocamento virtual na direcao de Ra,.

(]
Exercicio 2.4 Determinar as reagées da viga da Figura 2.24(a) usando as equagies de equilibrio de

Newton.
Objetivos:

1. Exemplificar a andlise das condicoes de equilibrio pela abordagem newtoniana.

FEtapas:
1. Construgao do diagrama de corpo livre do sistema.
2. Determinagao das equagoes de equilibrio do sistema.

3. Solugao das equagoes e determinacao das incégnitas do problema.

Solucao:
> F,=0: Ra, =0.
SM,a=0: 15(2) — Rp, (5) =0 — Rp, = 6KN.
SMp=0: —Ruy(5)+15(3) =0 — Ray = 9KN.

Empregam-se duas condigoes de equilibrio em termo de momentos, para possibilitar o cdlculo direto
das reagoes Ray e Rpy.Caso se empregasse a condigdo ) F, = 0 teria sido obtido

—Ray — Rpy +15 =0,
nao sendo possivel obter os valores das incognitas apenas com esta condi¢do de equilibrio.

Verificagao: ) Fy,=0:—-6—-9+15=0
]
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Exercicio 2.5 Determinar as reagoes nos apoios da viga mostrada na Figura 2.28(a) usando o principio

dos trabalhos virtuais.
Objetivo:

1. Exemplificar a aplicacao do principio dos trabalhos virtuais na determinacao das reaces nos apoios

de uma viga.

FEtapas:

1. Construir o diagrama de corpo livre do sistema.
2. Determinar os deslocamentos virtuais convenientes.

3. Escrever as expressoes do trabalho para cada deslocamento virtual assumido.

A

> 41
/éﬂ . 3t
3
Ax RBX

A

“
H
©
Y
0
>
>
o
[de]
e
lve)
~
x

V_ N

(a) Viga com carregamento. (b) Diagrama de corpo livre.

Figura 2.28: Exercicios resolvidos 2.5 e 2.6.

Ry Rac A
— —
4 T T 4
: b
3 i RBY By, 5YA Ay ' 3
RAX A 50 5)/0 B A §>YC M REx
R i c T
A
’ ’ 3 RBy
3 | 9 }

(a) Na diregdo Rpy. (b) Na diregao Ray.

Figura 2.29: Exercicio 2.5: deslocamentos virtuais..

Solucao:
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B x B x Bx
[ L
A
— L 4 < -0
R C C A R
RAY Rs,

Figura 2.30: Exercicio resolvido 2.5: deslocamento virtual na direcao de Ra,.

e Determinagdo de Rp; e Rpy

Em A existem duas componentes desconhecidas Ra, e Ray. Jd em B, a reag¢io Rp € normal ao pla-
no do suporte e constitui uma incognita. E conveniente substituir essa forca pelas duas componen-
tes Rpy e Rpy, as quais nesse problema, em particular, sio numericamente iguais. Analogamente,
substitui-se a for¢a inclinada de 5t pelas duas componentes mostradas.

Os deslocamentos dos pontos B e C para um deslocamento virtual angular pequeno 60 sdo respecti-
vamente (ver Figura 1.30(a)).

oyp = 12sin 60 ~ 1260,
bdyc = 3sin 66 ~ 346.

A expressdo do trabalho virual é entao dada por,
6T, = —4(360) + Rpy(1260) = 0 — Rp, = 1t

Como o deslizante em B estd inclinado a 45°, tem-se que |Rpz| = |Rpy|. Portanto, Rp, = 1t.

e Determinagdo de Ray

De acordo com a Figura 2.29(b), tem-se os sequintes deslocamentos virtuais dos pontos A e C

oya = 12sin 60 ~ 1260,
dyc = 9sin 66 ~ 946.

FEscrevendo a expressao do trabalho virtual
0T = —4(900) + R4y(1260) = 0 — Ray = 3t.

e Determinacao de R,

De acordo com o deslocamento mostrada na Figura 2.30, tem-se a sequinte expressao do trabalho
virtual,

0Te = Rax(6x) — 3(6x) — Rpz(0x) =0 — Ry, = 4t.
(]

Exercicio 2.6 Determinar as reagoes da viga da Figura 2.28 usando as equacgoes de equilibrio de Newton.

Objetivos:
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1. Exemplificar andlise das condigGes de equilibrio pela abordagem newtoniana.
FEtapas:

1. Construgao do diagrama de corpo livre do sistema.

2. Determinagao das equagoes de equilibrio do sistema.

3. Solugao das equagoes e determinacao das incégnitas do problema.

Solucao:
As condigdes de equilibrio sdo as sequintes:

2. M4=0: 4(3) — RBy(12) =0— Rpy =1t —» Rp, = 1t.
SM,p=0: —Ra(12) +4(9) =0 — Ry, = 3t.
>l =0: Rar — Rpy —3=0— Ry, = 4t.

Os maodulos das reagées Ry e Rp sdo determinados, respectivamente, como,
1
Ryu=(42+3%)% =5t Rp=(12+12)2 =2t

Verificagao: )  F, =0:—3—-4+1=0.
O

W,

M1 ]
" £ 2

7777

l L } a —~ b ‘<——————74W4Eﬂ6’——44444>

(a) Viga com momento (b) Viga com carregamen- (c) Viga com carregamentos con-
concentrado. to concentrado. centrados.
50k
2k /ft
Y Yyyvyvyvy vy
7 777
~— 8’ 12 l

(d) Viga com carga distribuida.

Figura 2.31: Exercicios propostos.

2.8 Exercicios Propostos

Determinar as reacoes de apoio para as vigas ilustradas na Figura 2.31, empregando as condicoes de
equilibrio de Newton e o principio dos trabalhos virtuais.



