Capitulo 7

FUNCOES DE SINGULARIDADE

Para tracar os diagramas de esforgos solicitantes através das equacoes diferenciais de equilibrio, deve-se
integrar a expressao do carregamento. Os exemplos apresentados até agora consideram apenas carrega-
mentos distribuidos ao longo de toda a viga, estando os apoios, as cargas concentradas e os momentos
puros aplicados nas extremidades da viga e tratados através das condigbes de contorno.

As funcées de singularidade permitem o tratamento de carregamentos descontinuos, tais como forcas
e momentos pontuais, assim como a presenca de apoios em qualquer se¢do da viga e nao apenas nas
extremidades. Como exemplo, considere a viga da Figura 7.1 submetida & agao das forcas e momentos
concentrados indicados. Verificam-se as seguintes expressoes para o momento fletor ao longo das quatro
secoes distintas,

M = Ryyx 0<x<a
M = Rayx — Pi(z — a) a<xz<b (7.1)
M = Rayr — Pi(x — a) + M, b<z<c ’
M = Rayx — Pi(x — a) + My + Pa(xz —¢) c<zx<L

As expressbes anteriores podem ser escritas numa tinica equagdo como,
M=R <z-0>-P<z—a>4+M,<z—-b>" 4P, <2 —c>! (7.2)

A

X
a, o

Figura 7.1: Viga submetida a forcas e momentos concentrados.
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Para isso, introduz-se a seguinte fungao simbdlica,

0 se 0 <z <a
(x—a)® sea<xz<oo

<x—a>”:{ n>0 (7.3)

<x—a>0:{0 se 0<zr<a (7.4)
1 se a<x <00

Observarse que a expressao < x — a >" ndo existe, ou seja, é nula até x atingir a. Para z > a, a
expressao torna-se o binémio (z — a)™ ou 1, respectivamente para n > 0 e n = 0. Além disso, tem-se a
seguinte regra para a integracao de < x — a >",

<z—a>"t1
sr—az n>0
<zr—a>"dr = n+1 = 7.5
/ {<x—a>”+1 n<0 (7.5)

Esta notacdo permite representar uma forca concentrada através de um termo < z —a >"!' e o
momento puro como < x — a >"2, conforme ilustrado na Figura 7.2. Desta maneira, a integridade do
carregamento da viga na Figura 7.1 é expressa como,

q(w):—Pl<w—a>_1+Mb<w—b>_2+P2<x—c>_1 (7.6)

sendo as reacoes de apoio, neste caso, tratadas como condigoes de contorno.

|
<><—<:1>2 I X
4 I Diferenciacao
<x—a> X
1= - 1 Integracao
0
<x—a> t X
P
<x—a> X
|
-2 M
<x—a> f I T X
|

Figura 7.2: Notagao simbdlica para < x —a >".

Para demonstrar tal fato, considere a funcéo h,(x) na varidvel independente = dada por,

1

hn(z) = TTem=

(7.7)

onde n é um numero inteiro. Para cada valor de n, tem-se uma funcao distinta, como, por exemplo,

1 1
n=1— hl(x):m n=>5— h5($):—1+675m
1 1
n = 20 — ]’LQO(JI) = m n — 100 — hloo(l‘) = m
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Figura 7.3: Graficos de hy(x) para n = 1,5, 10, 20.

estando alguns graficos de hy,(x) ilustrados Figura 7.3.

Logo, observa-se que hy(z) é uma familia com infinitas func¢oes definidas pelo pardmetro n. Desta
forma, pode-se imaginar h,(x) como uma fungdo de duas varidveis, n e z1 ou seja, h,(x) = h(n,x).
Torna-se interessante analisar o comportamento da sequéncia de fungbes h,(z) obtidas ao se variar o
parametro n. Verifica-se que a expressao em (7.7) possui os seguintes valores limites:

1
x—>0:>hn:§ r—oco=>h,=1 z——-00=h,=0

A definigao original da funcao de Heaviside ou de passo unitdrio H(x), mostrada na Figura 7.4a), é

dada por,

1 sez>0
H(x)—{ 0 sexz<0 (7.8)

LHGO)

a) b)

Figura 7.4: Funcao de Heaviside: a) H(z); b) H(z — a)

Assim,a partir desta definigao e dos graficos da Figura 7.3, verifica-se que o limite das funcoes hy, ()
para x — oo é a funcdo de Heaviside, ou seja,

lim h,(z) = H (x) (7.9)

n—oo



A partir dai, o termo < = — a > pode ser expresso como,
<z—a>"=H(r—a)=1 paraz>a (7.10)

Por sua vez, a funcao delta de Dirac é definida usualmente como,

] 0 se x #0
ble) = { +00 se =0 (7.11)
ou ainda,
] 0 se x #0
bla — o) = { +o00 se T = T (7.12)

A seguinte propriedade do delta de Dirac é valida,

+oo
| o= wo)f @)z = flan)

—00
Esta definicdo de §(z) ndo coincide com o conceito cldsico e fungao, sendo vélida no sentido de
funcao generalizada, a qual constitui-se numa extensao da andlise classica de fungoes. No entanto, pode-
se empregar a familia de fungbes h,(z) e utilizd-las para definir o delta de Dirac como uma fungao
generalizada. Para isto considere a derivada da expressao (7.7),
dhy(z) n

= = 1
dihn(2) dz en®(1 4 e~ne)2 (7.13)

4 0 (x) 4 6 (x=x, )
+ oo + oo

a) b)

Figura 7.5: Delta de Dirac: a) 6(z); b) é(x — z,).

Tomando-se novamente a sequéncia ou a familia de fungdes dih,(x) e variando-se o parametro n
tem-se, por exemplo,

1 5
S =5 dihs(z) = — >
er(l+e7)2 n =5 — dihs(z) ed*(1 + e—5%)2

100
n =20 — d1hy0(z) = 66209”(1 +e720%)2 =100 — dihigo(z) = o1002 (1 ¢—1002)2

n=1-—dhi(zx) =

A Figura 7.6 ilustra os gréficos das fungoes dyhy,(z) para vérios valores de n. Verifica-se, entao, que
as derivadas de h,(z),a medida que n cresce, aproximam a defini¢ao do delta de Dirac. Logo,

lim =6 (z) (7.14)



e

Figura 7.6: Derivadas de hy(z) para vérios valores de n.

No entanto, a partir de (7.4), tem-se que o limite de hy(z) para n — oo é a fungdo de Heaviside.
Logo,

lim Y@ 4y ) = L H @) = 8 () (7.15)

n—oo  dx dx n—oo dzx

onde for possivel trocar a ordem do limite com a derivacao, pois pela prépria defini¢ao (7.7), a familia
de fungdes h,(x) é continuamente diferencidvel.

Como < z —a >""= (z —a)™" para x > a, observa-se que para T = a a e€xXpressao m—ian assume o
valor +00, ou seja, tem-se uma singularidade neste ponto, surgindo, dai, a denominacao de fungoes de
singularidade.

Derivando a expressao (7.10) e utilizando (7.15) vem que,

d
—<z—a>= —H(x—a)=6@—a)=<z—a>""' (7.16)
x x
Logo, a intensidade da carga concentrada P; da viga na Figura 7.1 pode ser escrita como,
gx)=P<z—a >"1= Pié(x —a) =P

Analogamente, a intensidade do momento M, serd dada por g(z) = M < x —b >"2. Para comprovar
tal fato, considere a derivada segunda de h,(z), ou seja,
d? o () n? 2n?
= ho(x) = _
dz2 ™ enm(]_ 4 efnac)Z e2nm(1 4 efnac)S

(7.17)

. . . d? .
Novamente, variando-se n tem-se a familia de funcoes th(x), estando os graficos para varios
x

valores de n ilustrados na Figura 7.7. A medida que n cresce, estas fungoes aproximam a derivada do
delta de Dirac, pois

d d /d d /d . d?
@) =g (@) = (G lim ha(o)) =l 75 (o) (7.18)
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Figura 7.7: Gréficos de &, h,,(z) para n = 1,5, 10, 20.

A vpartir de (7.17) e da Figura 7.7, verifica-se que a derivada segunda da funcdo de Heaviside, ou
ainda a derivada primeira do delta de Dirac, aproxima o efeito de um momento concentrado em torno da
origem. A partir de (7.16), tem-se que,

2

d

—1 —2

—<zx—-—a> =—-—7H(r—a)=—06(x—a)=<z—0a>

dx dz? ( ) dx ( )

Verifica-se que < = — a >72 possui uma singularidade em z = a. Desta maneira, as funcoes de

singularidade sdo empregadas para denotar a intensidade g(x) do carregamento ao longo da viga, como
por exemplo, na expressdo (7.6) para a viga da Figura 7.1.

7.0.8 Exemplos

A seguir apresentam-se as expressoes da intensidade do carregamento para varios casos.

1)

Y Yo

le L/2 L/2

e carregamento:

q(w)__q<x_£>0_ 0 O<z<%
’ 2 —qz—%)=—q@ =>%

2)
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y
y q
0 l”_
X

L/2 L/4 . /4
e carregamento:

L 3 —4qo 0<l’<%
g(2)=-q<z-0>"+g<z—5 > -F<o—JL>"'=¢0 Ler<3L

~Fle-%)™" 4JL<z<L

e neste caso, o termo ¢y < = — o >Y implica que a carga distribuida esta presente ao longo de todo
o comprimento da viga. Como ¢y atua somente até x = L/2, torna-se necessario somar o termo

Qo < x — é >0 de tal forma que a resultante em termos da carga distribuida seja nula no trecho
L/2<xz<L.

3)
F, F,
y( l v, v,
£\
| ] | .
X
L/4 L/4 L/4 L/4
e carregamento:
gr)=-Fi<z—=>1-M<z-=>24My<z—-"L>?-F<z—>-L>"1
q(z) =0 0<z<i
oy =) RG5! Lopct
—Fi(z— 57— Mi(z - £)2 Lcr<iL
~Fi(z -5 M@ —-£$) 24+ My(z - 3L) 2 - F(z—-30)"! 3$L<z<L




e carregamento:

x
q(z) = —qL—O <z—0>'= —qfo(m -0)t = ~q07
5)

e carregamento:

L
qo0 L 0 0<z<3
Q($):—f<$——>:{ 2g L 1 L
5 2 —-P<r-—35> s <z<L
6)
3 g0 <><—2L/:’>>1
2L
d

-L/3>0
/Kl/l/l I ok
] [

\l\ku\ X
L/3 L/3 L/3

3 g <><—L/3>1
2L

e carregamento:

L 2 2
q(l’):—qL—O<.’L'—§>1+%<l’_§L>1+q0<$_§L>O

3 3

0 0<.’L‘<§
o) = § ~H@=H) e

Po-b'+ 230 +al-30° 3L<s<L

3 >1 implica que a carga distribuida estd presente no trecho

%L <z < L. Para isso, soma-se o termo 3% < x — %L >1 resultando ainda numa carga constante
a qual é anulada somando gy < = — %L >.

7)

e novamente o termo —3% < z — L



q0<x—1/3g
2/3 1
YT g0 —q0<x—1/3>
[ S = ¢
—_—
L 1/3 iy 1/3 o 1/3 |
< > =T gl
e carregamento:
L o «q L 1 2 1
- _ -z ) 2510 -Zr
g(2) =~ <z > +p <z-T> A U
0 0<x<§
q(x) = —QO(w—é)oJrqgo(x_%)l 3<z<3l
—to+ P §)' - Pl - 30! sh<z<l
3 3

e neste exemplo, a carga distribuida desejada no trecho % <z < %L ¢é dada pela soma de uma carga
constante de intensidade —qp < = — % >Y com o termo linear D <a— % >1. No entanto, deve-se
3

considerar ainda a subtracao da expressao 4% < x — %L > para que a resultante no intervalo

2L
%L < x < L seja nula.

Y
| BEEER

L/4 | L/2 - L/4

e carregamento:

L L 3 3
q(x):—F<x——>_1+qo<x——>O—F<w——L>_1—qo<x——L>O

4 4 4 4
0 O<z<iZ
gle)=q —F<z—%2>1qg<a—£>0 L<p<iL
—F<zx—L>"14 —L50 _pog 21 3 L
L po<z-%> <z-2%> dL<z<

e observa-se que deve-se subtrair o termo gy < x — %L >Y para que a intensidade da carga seja nula
no trecho %L <z < %.
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2 2

9)
YT qo
Yy v Yy v \
| — X
L/2 L/2
e carregamento:
B L o [0 O<z<%
q(z) = —qo <w -5 > —{ w0 L<a<
10)
YT qo
{ £ { L \
| — X
AN A
-
L/2 L/2
|RBy
e carregamento:
L L L
Q(l’):—QO<SC——>O+RBy<:c——>1:{0 0<z<3

e condigoes de contorno: Vy(x =L) =0 M,(x =0)=0 M,(x=L)=0

11)
sen(.x)
AT
Y
| | —>x
A VQ‘Y B VQ‘Y
L/a b L2 L/4
e carregamento:
L 3
q(z) = —sen’~ + Ray<z—=>'4+Rp,<z—=L>"1
L 4 4
—sen’ 0<z< %
! % <z< %L

g(z) =< —sen®™ + Ry (z — %)~
—sen™ + Ryy(z — £)~' + Rp,(z — 3L)~! SL<z<L

_q0+RBy(CE—%)_1 % <x <L
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e condigoes de contorno: Vy(x =0) =0 M,(=0)=0 Vy(r=L)=0 M,(x=L)=0

7.0.9 Exercicios Resolvidos

1. Tracar os diagramas de esforcos solicitantes para a viga indicada na Figura 7.8.

VT go

b vy

g 1/2 1/

-~

Figura 7.8: Funcoes de singularidade: viga do exercicio 1.

(a) Equagao do carregamento: ¢(z) = —qp < — % >0
b) Condigoes de contorno: V,(x =L)=0 M, (x=L)=0
Y
(c) Integragao da equacdo diferencial: d;;‘f =—q<z-— % >0
e 1% integragao (cortante): V, = % =—qg<z-%2>140C
e 2% integragao (momento fletor): M, = -9 <z — % >2 +C1z + Cy

(d) Determinacao das constantes de integragao
M,(x=1L)= _%O(L_ %)2 +qO§L+C’2 =0—Cy = _%QOL2

(e) Equagoes finais

e forca cortante: V, = —qp < = — % >1 —Hm%
e momento fletor: M, = —%0 <xT-— % >2 -H_Io%fﬂ — %CIOL2
(f) Diagramas da forca cortante e momento fletor: para L = 2m e gp = 50N tem-se os diagramas
abaixo.
‘/y(l._>0+) :qoé Mz(x—>()+) :—%qolﬂ
— — 2
Vy(z — %Jr) =q% M. (z— %Jr) =g
Vy(z — % ) = QO% M (z — % ) =—q%
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70 : : : : : : : : . 20
VY()[N] Mz()[N‘m]
60 + 1
0
50 i W
a0t ] 20 | ]
30
40
20 +
10 + 1 -60 -
0
-80
-10 L
=20 . . . . . . . . . -100 . . . . . . . . .
0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18
x[m] x[m]

2. Tracar os diagramas de esforgos solicitantes para a viga indicada na Figura 7.9.

Y
F
Wi
777 7 X
~—L/2 == L/2

Figura 7.9: Funcoes de singularidade: viga do exercicio 2.

Equagao do carregamento: ¢(z) = —F < x — é >-1
Condigoes de contorno: M,(x =0)=0 M,(x=L)=0
Integracdo da equagao diferencial: ‘f;]‘f =—-F<x— % >—1

e 1% integragao (cortante): V, = d%z =-F<z— % >0 4+

e 2% integragdo (momento fletor): M, = —F < z — % > 4Ciz+ Cy
Determinacao das constantes de integracao
M,(x=0)=—-F(0)+C1(0)+C2=0—Cy=0
M (x=L)=-F;+C1L+0=0—-C1 =%

Equagoes finais
e forca cortante: V, = —F <z — % >0 —I—g
e momento fletor: M, = —F < x — % >1 +§a¢

Diagramas da forca cortante e do momento fletor: para L = 2m e F' = 50N tem-se os

diagramas abaixo.

Vy(z —0") =L M,(z —07)=0
Ve b)=F  Me-b)=rk
Vy(a?—>% ):—g Mz(a?—>§)+:F§
Vyz—L)=-L M(z—L7)=0
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VY()IN]
30

-10 +
220 +

-30 +

20 -

10

0

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

x[m]

35
Mz(x)[N.m]
30

25 -
20 -
15 -
10 -
5L

0

-5+

-10

0 0.2 04 06 08 rl 12 14 16 18 2
X[m]

3. Tracar os diagramas de esforgos solicitantes para a viga indicada na Figura 7.10.

|

(.

=

w_

7

*L/Z* |_/2*

>M
vV X

-

Figura 7.10: Fungdes de singularidade: viga do exercicio 3.

3 . — L -1
Equacdo do carregamento: ¢(z) = —F <z — 5 >
Condicoes de contorno: M,(zx =0)=M M, (x=L)=-M
Integracao da equagao diferencial: ‘fgj‘f =—F<z— % >-1
e 1% integragao (cortante): V, = d%z =-F<z— % >0 4+

e 2% integragdo (momento fletor): M, = —F < z — % > 4Ciz+ Cy
Determinagao das constantes de integracao
M,(x=0)=-F(0)+C1(0)+Co=M - Cy =M
M(z=L)=-F;+CL+M=-M—-C =32+~

Equacoes finais

L

e forga cortante: Vy = —F <z — 5 >
e momento fletor: M, = —-F <z — % >1 +(% + g)a? +M
Diagramas da forcacortante e do momento fletor: para L = 2m, F = 50N e M = 10Nm
tem-se os seguintes diagramas.

Vy(x —0t)y =21 4 £ (
Viw—3 )=—2+5 M
Vo -5 =-5t-g M
V;J(CL'—>L7) :—¥—§ Mz(

0 2M F
T T3

z—0")=M
L
L+ L
r—3 )=Fj
x—L7)=-M
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30
VY(X)IN]

20

10

0

-10

-20

-30

-40

-50

30
Mz(x)[N.m]
25

20 -
15 -

10 ]

5 L

0
T
-10 +

0.2 04 06 08 1 12 14 16 18 2

X[m]

-15

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
x[m]

4. Tracar os diagramas de esforcos solicitantes para a viga indicada na Figura 7.11.

go

A B

—-—L/2 —=L/2 —

/
v CANA L X

Figura 7.11: Fungdes de singularidade: viga do exercicio 4.

Equacao do carregamento:

L

gz) =—q<z—0>° +RBy<x—§>—1: —qo+Rpy<z—% -1
Condigdes de contorno: Vy(z =0)=0 M,(z=0)=0 M, (z=L)=0

Integracao da equacao diferencial: ‘fgj‘f =—qo+ Rpy <x— % >-1
e 1% integragao (cortante): V, = d%z =—q<z—-0>'+Rp, <z — % >0 40y
e 2¢ integracao (momento fletor): M, = -9 <2 -0 >2 +Rpy < — % >4+ Ciz + Oy

Determinacao das constantes de integracao
Vy($:0):0+0+01=0—>01=0
M,(x=0)=0+0+C2=0—Cy=0
M,(x=1L)= —qo%2 + RByé =0— Rpy = qoL

Equacoes finais

e forca cortante: Vy, = —qozr + qoL < x — é =0

e momento fletor: M, =

— 4042
5T

+qL<z—%>1
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(f) Diagramas da forga cortante e do momento fletor: para L = 2m e gy = 50N , tem-se os

Vy(x —0%) =0 M,(z —07)=0
— — 2
Vy(z — %Jr) =—q% M(z— §+) = —QOLT2
Vy(x — §7) = a% M.(z — £7) = —q’
Vy(x = L7) =0 M,(x — L") =
\% N 15
Y(x)éo] [ MZ(X)[NinS] [
40 + 1 5
20 r
0
_20 L
.40 +
.60 -30
. . . . . . . . . .35 . . . . . . . . .
0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X[m] x[m]

seguintes diagramas.

5. Tracar os diagramas de esforgos solicitantes para a viga indicada na Figura 7.12.

—~ o~
o

—
o
—_ — —

—~
(o]

!

Figura 7.12: Funcoes de singularidade: viga do exercicio 5.

Equagao do carregamento: q(x) = —qo < z — 0 >"= —qq
Condigoes de contorno: M,(z =L) =0

Restrigdo adicional (rétula): M,(z = %) =0

d>M

Integragao da equagao diferencial: ‘-3 = —qo
e 1% integragao (cortante): Vy, = d%z = —qox + C
e 2% integracdo (momento fletor): M, = —La? 4+ Ciz + Cy

Determinacgao das constantes de integracao
M.(z=L) = ~qoy + C1L + Cp = 0 — 201 L +2C; = o L2
M.(z=L) = ok + C1% + 0y = 0 — 401 L + 8C; = o L2

Resolvendo o sistema com as duas equagoes anteriores, tem-se Cy = %qOL e Cy = —qop=

12
4
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(f) Equagoes finais
e forca cortante: V, = —qgo <z —0 >1 —I—%qoL
e momento fletor: M, = -2 <z —0>2 —i—%qOLx _ QOLTQ

(g) Diagramas da forca cortante e momento fletor: para L = 2m e ¢y = 50N, tem-se os diagramas.

Vy(z — 0%) = 3qoL M.(z — 0") = _QOLT2
Vy(x — %;) = qO% M,(x — %;) =0
Vylx = £7) = qo% M,(z—%")=0
Vy(x — L7) = —qo7 M,(x —L7)=0
WON———————— ] Mz(x)[N.jg][
60 | ] 10 r
0
40 |
_10 L
20 R 20 |
0 -30 +
40 -
207 1 -50 /
T T 60 L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 0.2 04 06 0.8 ﬁ 12 14 16 18 2
X[m] x[m]

6. Tracar os diagramas de esforgos solicitantes para a viga indicada na Figura 7.13.

'l

|f w |
liiHriHrle
AL B &

1/4 1/2 1/4

Ray Rey

Figura 7.13: Funcoes de singularidade: viga do exercicio 6.

(a) Equagao do carregamento:
q(r) = —qg <z —0>° —I—RAy<x—%>*l —I—RBy<w—%L>71
(b) Condicoes de contorno: M (zx =0)=0 Vy(z=0)=—-F M, (x=L)=0 Vy(z=L)=F

(c) Integragao da equacdo diferencial:

2 _ —
Cil = —go<z—0>"+Ryy <az— &>V +Rp, <z —-3L>71
e 1% integracao: cortante V, = dg;fz = —qor + Ray < — % >0 +Rp, <z — %L >0+
e 2% integracdo: momento fletor M, = —%0372 + Ray < x — % >1 +Rp, < T — %L >1

+Chiz + Co
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(d) Determinagao das constantes de integragao

Vy(x =0) = —qo(0) + Ray(0) + Rpy(0) + C1 = —F — Cy = —F

MZ(CC = 0) == —%0(0) + RAy(O) + RBy(O) + 01(0) + Cg =0— C2 =0
Vy(x=L)=—qoL+ Ray+ Rpy — F = F — Ray + Rpy = 2F + oL

M,(z=L)=—q% + 3LRay + LRp, — FL =0 — 3Ray, + Rp, = 4F + 2oL

Resolvendo o sistema definido pelas duas tltimas equacoes, obtem-se R4, = Rp, = qoé +

F.

(e) Equacoes finais

e forca cortante:

Vy=—qx+Ray<z—%>"+Rp, <z -3L>0-F

e momento fletor:

Mz:—%on—i—RAy<w—%>l —I—RBy<w—%L>l —Fz

(f) Diagramas da forca cortante e do momento fletor: para L = 2m, F' = 50N e go = 50N, tem-se

os seguintes diagramas.

vy

50 -

-50

-100

Observa-se que como a cortante anula-se em = =
diagrama de momento fletor.
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M,(zx —07)=0
Z 2
Mz(w - %_‘_) = QO%
2
Mz(m - % ) = QO%
Mz(w - %) = _f% )
M, (z— 3L7) = qoé—%
M, (x — %L‘) = qo%
M,(z—L7)=0
Mz(x)[N.lr(rjm]
0
.lo L
_20 L
_30 L
40 -
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X[m]

L
2

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

x[m]

7. Tracar o diagrama da for¢a normal para a barra indicada na Figura 7.14.

(a) Equagao do carregamento:
p@)=-p<z-0>"-F<z-L>14R<g— 20>

(b) Condigao de contorno: N,(z =L) =0

tem-se neste ponto um valor méximo no



7-18

1/3 1/3 | 173

Figura 7.14: Funcoes de singularidade: barra do exercicio 7.

(c) Integracao da equacdo diferencial
e — —pla) > Np=-po<z—-0>'-Fi<z—-L2>04FR <z-2L>0+C

(d) Determinagao da constante de integragao
t=L—>Ny=poL—F—F+C,=0—Cy=F + Fy — poL

(e) Equacao final
Ny=-po<z-0>'-F<z-£2>04R<z-2L>04+F +F —plL

(f) Diagrama da for¢a normal: para L = 3m, F; = 150N, F» = 100N e py = 40N, tem-se o
seguinte diagrama.

Ny(z —0")=Fi+ F, —poL Ny
No(z — L") = F — 2pL N

Ny (z — §L+) = —1poL N(

)=F+F— 3pL
L™)=F,— ipL

i ol

Xr —
xr —
Xr —

200 x x x : :
NX(X)[N.m]

150 r 1

100

T
1

50 r 1

1 1 1 1 1

0 0.5 1 15 2 2.5 3
x[m]

8. Tracar o diagrama do momento torcor para a viga indicada na Figura 7.15.

(a) Equagdo do carregamento: t(z) = —tg <z — % >0 +Ty <z — £ >

(b) Condigao de contorno: My(x = L) =15

-1
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to
. ealeeld
T |4> 12
X

~—L/2 —=L/2
Figura 7.15: Fungdes de singularidade: viga do exercicio 8.

(c) Integragao da equacdo diferencial
Bl — tz) > My=tg<z—L2>'-Ty<z—- L2504+

(d) Determinagao da constante de integragao
xZL%sztoé—Tl—l-Cl:TQ%Cl:T2+T1—t0%

(e) Equacao final
M$:t0<.’li—%>l =T <.’L‘—%>O +T2+T1—t0%

(f) Diagrama do momento torgor: para L = 2m, T} = 10Nm, T5 = 30Nm e ty = 20Nm tem-se o
seguinte diagrama.

M,(z —0")=0 My(z - L) =T+ 11 -tk

M, (z — §+) :Tg—toé My(x — L7) =T,

MX(X)[N . m] T T T T T T T T T
40 | ]

30 | A

20 1

10 1

210 b A
1 1 1 1 1 1 1 1 1

0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

X[m]



