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Capitulo 1

INTRODUCAO

A descricao e a andlise de fenémenos fisicos da natureza sempre foram de interesse da humanidade.
Varios cientistas famosos ao longo dos ultimos séculos estudaram o movimento e a deformacao dos
corpos. Neste iltimo caso, o objetivo principal é o estudo do comportamento de corpos submetidos a
solicitacoes quaisquer, determinando-se os esforcos internos e os estados de deformacao e tensao.

Através de simplificagoes sobre o caso geral de um corpo sélido, desenvolveu-se a disciplina de re-
sisténcia dos materiais, a qual considera basicamente o estudo de problemas unidimensionais com mate-
riais elasticos. De forma geral, na resisténcia dos materiais estudam-se os esforcos internos e a deformacao
em elementos estruturais como barras, vigas e eixos. Para isso, assume-se que toda solicitacao aplicada
ao corpo causa apenas deformacao, nao ocorrendo nenhuma ac¢ao de movimento (deve ser observado que
o estado de repouso de um corpo é um caso particular de uma agdo de movimento geral). Neste contexto,
uma série de expressoes ¢ deduzida para o calculo das deformacoes e tensdes em estruturas compostas
por barras e vigas. Desta forma, considera-se a resisténcia dos materiais como uma descri¢do técnica
unidimensional de conceitos gerais de mecanica.

Observa-se que ao se deparar com a denominagao de resisténcia dos materiais, o aluno naturalmen-
te espera aprender como estudar o comportamento de estruturas constituidas por diferentes tipos de
materiais. No entanto, os textos classicos de resisténcia tratam apenas modelos unidimensionais com a
hipétese de material eldstico. Assim, tem-se apenas um tipo especifico de material ao invés de varios
modelos constitutivos de materiais. Ao se considerar apenas modelos unidimensionais, conceitos gerais
de mecénica, tais como deformacao e tensdo, sdo apresentados de forma especifica sem nenhuma relagao
com o caso geral de um corpo sélido.

Atualmente, os problemas de engenharia tém apresentado um cardter multidisciplinar acentuado.
Isto pode ser justificado em parte pela prépria evolugao do conhecimento humano e pela disponibilidade
de recursos computacionais eficientes para a simulacao de problemas. Desta forma, torna-se essencial
ao engenheiro dominar os conceitos fundamentais de mecanica, sendo capaz de lidar com vérios tipos
diferentes de problemas. Do ponto de vista do ensino de engenharia, este fato demonstra a necessidade
de se adotar uma abordagem que enfatize estes conceitos basicos e fundamentais de mecanica. Tal
abordagem devera oferecer ao engenheiro uma visao ampla dos problemas de mecanica no que se refere as
formulacgoes, sendo capaz de tratar problemas de sélidos e fluidos através de uma mesma base conceitual.
Tal fato constitui-se no ponto de partida para a aplicacao do computador na solugcao de problemas reais
de engenharia. O desconhecimento da formulacdo de um problema resulta na impossibilidade de se
compreender de forma clara as hipéteses fundamentais e as limitagoes do modelo mecéanico considerado,
o que torna altamente provavel a obtengao de solugoes computacionais que nao reflitam o comportamento
real do problema. Assim, conhecer o modelo mecanico é ponto fundamental para a aplicacdo de técnicas
de simulagdo computacional.

Este enfoque mais abrangente de se estudar a formulacdo de problemas de mecéanica toma por base
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os conceitos desenvolvidos na disciplina de Mecanica do Continuo, a qual estd fundamentada na nogao
de meios continuos e consequentemente de infinitesimais. E exatamente por este motivo que os cursos de
engenharia em geral possuem nos seus curriculos disciplinas de calculo diferencial. No entanto, a forma
usual de se ministrar os cursos especificos de engenharia, tais como resisténcia dos materiais e mecanica
dos fluidos, nao costuma fazer a devida ligacdo entre o cédlculo diferencial e a mecanica do continuo.
Em geral, apresentam-se conceitos particulares obtidos a partir dos principios fundamentais da mecanica
do continuo com aplicagoes a problemas relativamente simples. Isto cria uma lacuna na formacao do
engenheiro pois o mesmo, ao se deparar com problemas complexos de engenharia, nao serd capaz de
identificar em que pontos as hipéteses que resultaram nas teorias simplificadas dos cursos tradicionais de
engenharia devem ser alteradas para tratar os problemas reais. Observa-se que este método tradicional de
ensino esta totalmente desvinculada dos problemas de engenharia contemporanios e do uso da simulagao
computacional.

Nesse sentido, este texto é uma tentativa de se reestruturar o ensino de mecéanica partindo-se essencial-
mente de suas bases conceituais. Assim como na teoria cldssica de resisténcia dos materiais, pretende-se
introduzir os rudimentos de mecéanica através de modelos unidimensionais, enfatizando-se no entanto, os
aspectos simplificadores que resultaram nas suas formulacoes. Posteriormente, outros tipos de modelos
mecanicos serdo introduzidos tais como placas, cascas, solidos, estado plano e axissimétricos. Através
destes elementos, o estudante serd capaz de tratar outros tipos de problemas nao considerados pela
resisténcia dos materiais classica.

A presente introducéo pretende motivar o estudo desta disciplina pela apresentacao de alguns modelos
mecanicos, suas hipoteses e algumas de suas aplicagoes. Os exemplos sao colocados em ordem crescente de
complexidade com o intuito de estimular a nogao de aplicabilidade dos modelos mecanicos considerados.
A ferramenta béasica para a formulacdo dos problemas é o cédlculo diferencial complementado com outros
conceitos matematicos tal como tensores. Os modelos aqui considerados serdo tratados em detalhes
posteriormente ao longo deste texto.

1.1 Barras em Tracao e Compressao

Barra é um elemento estrutural cuja principal caracteristica geométrica é possuir o comprimento bem
maior que as dimensoées da se¢io transversal. Assim, considera-se uma barra como um elemento unidi-
mensional, analisando-se o seu comportamento ao longo da direcao paralela a dimensao longitudinal, ou
seja, o eixo x do sistema de referéncia mostrado na Figura 1.1.

Figura 1.1: Barra de comprimento L juntamente com sistema de coordenadas.

A cinemética do modelo de barra consiste de a¢des de movimento axiais, ou seja, as se¢bes transversais
permanecem perpendiculares ao eixo da barra como ilustrado na Figura 1.2. Desta forma, no caso de
deformagao tem-se apenas acgbes de estiramento e encurtamento da barra. As acoées de movimento rigido
correspondem a translagoes na diregdo do eixo x. Os esforgos internos e externos compativeis com a
cinematica adotada sao forcas axiais.
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(a) Configuracao inicial (se¢bes transversais per- (b) Configuragao deformada ( sec¢bes transversais per-
pendiculares ao eixo da barra). manecem perpendiculares ao eixo da barra).
Figura 1.2: Cinemética do modelo de barra.
A equagdo bésica para o caso da barra pode ser escrita da seguinte forma
dN,
= —p(x). 1.1
e () (1.1)

sendo N, a forca normal ao longo da barra e p(z), o carregamento axial distribuido ao longo da mesma.
Integrando-se esta equacgao vem

No(e) = — /Oxp(x)dx ieN

sendo & uma se¢do arbitraria e C'; uma constante de integracao arbitraria determinada a partir das
condigoes de contorno. Assim, a partir da integragdo da equagao diferencial, obtém-se uma fungao N, (x)
descrevendo o comportamento da forga normal ao longo de toda a barra.

A forga normal N, (x) numa se¢ao transversal x é dada de forma geral como uma integral ao longo
da drea A da barra

N,(z) = /A Oz () dydz = 044(x) /A dydz = 04, (x)A(x), (1.2)

sendo o, a componente de tensdao normal na direcao do eixo z. Logo, devido a cinematica adotada no
modelo de barra, tem-se um estado uniaxial de tensdo dado pela tensao normal o,,, a qual é constante
para todos os pontos de uma secao transversal.

Para material eldstico linear isotrépico, a lei de Hooke no caso de barra em tragdo e compressao se
reduz a

Oze = FEe= E(emm - 60)7
v
€y = €=~ p0ur (1.4)
sendo €;, a componente de deformacao normal; €, € €., as componentes de deformacao transversais nas
direcoes y e z; E e v sao, respectivamente, o médulo de elasticidade longitudinal e o coeficiente de Poisson
do material; €y representa a deformacao inicial da barra existente em casos em que se tem um gradiente
de temperatura ou quando a barra é montada com interferéncia. As equagbes 1.3 sdo conhecidas como
as equacgoes constitutivas de material elastico linear isotrépico para o problema de barra.
Substituindo (1.3) em (1.2), tem-se a expressao da for¢a normal em termos da deformacao €, ou seja,

N, (z) = E(x)A(x)(€xe — €0)- (1.5)
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A componente de deformacao normal €,, é dada em funcdo do deslocamento axial da barra u = u(z)

como
du
€ T (1.6)
A partir de (1.5) e de (1.6) vem que
Na(2) = E(x)Ax) {Z—Z _ 60} . (1.7)

Supondo ¢y = 0 para efeitos de simplificagao e substituindo relagao anterior em (1.1), tem-se a forma
forte do problema ou equagao diferencial de barra em termos do deslocamento axial u = u(z)

4
dzx

d
(E@:)A(@ﬁ) +p(z) =0, paraze (0,1). (1.8)
Para o caso em que o mddulo de elasticidade e a drea da segao sao constantes (E(x) = E e A(x) = A),

obtém-se

d*u
EA@ +p(x)=0, emxze(0,L). (1.9)

Figura 1.3: Estrutura trelicada.

Como exemplo de aplicagao de barras, tem-se estruturas trelicadas constituidas por barras unidas por
articulagoes perfeitas como ilustrado na Figura 1.3. A transmissao das cargas aplicadas da estrutura até
os apoios ¢é realizada exclusivamente pela resisténcia das barras a tragao e compressao.

1.2 Torcao em Eixos Circulares

Como no caso das barras, o eixo também é um elemento estrutural com dimensao longitudinal predo-
minante. A cinemdtica do modelo de eixo circular consiste apenas de agdes de movimento que originam
torgao nas segoes perpendiculares a dimensao longitudinal como mostrado na Figura 1.4.

De forma completamente andloga ao caso de barras, pode-se obter a seguinte equacao de equilibrio
para eixos circulares

M,

= (o), (1.10)
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Figura 1.4: Cinemdtica de trogao circular.

sendo M (z) o momento torcor ao longo do eixo e t(z) o torque distribuido aplicado ao mesmo.
Empregando-se as equacgoes constitutivas desse modelo, chega-se a

de
M, = pl,—. 1.11
z = Hlp dr ( )
Substituindo-se esta ultima equagao na anterior obtém-se
d < I df(x)

dr Pde

) + i) =0, (1.12)

sendo 6(z) o angulo de rotagao do eixo submetido ao torque t(z), u, um dos coeficientes de Lamé e I,,, o
momento de inércia polar da segao transversal do eixo.

Para um eixo de secdo transversal constante e constituido de um tnico material (pu = cte; I(z) = Ip)
tem-se

2 xr
ulp%g) +t(z) = 0. (1.13)

1.3 Vigas em Flexao

O modelo que representa vigas em flexao pura consiste em supor que as agoes de movimento possiveis
devam ser tais que as segbes transversais permanegam planas, nao-deformadas e ortogonais ao eixo da
viga. Logo, as forcas transversais e os momentos puros sao os esforgos compativeis com a cinemética
adotada para esse modelo como ilustrado na Figura 1.5.

Assim como no caso de barras, é possivel estabelecer uma relagdo de equilibrio para forgas e momentos
em vigas resultando na seguintes equacgoes diferenciais:

dv,,
2y 1.14
I q(z), (1.14)
M
M, =V, (1.15)

dzx
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Figura 1.5: Esforcos externos compativeis com a viga de Euler-Bernouilli.

ou ainda

d?M.
dw; = q(z), (1.16)

sendo Vy(z) e M,(x) a forca cortante e o momento fletor ao longo da viga, respectivamente, e g(z) o
carregamento distribuido transversal sobre a mesma.
Mais uma vez, empregando-se as equacoes constitutivas desse modelo, chega-se a
d?v

M, =ELYY 1.17
“ da? ( )

e substituindo-se esta ultima equagdo na anterior obtém-se

2 20 (2
% (E(:c)fz(sc)alalm(2 )> —q(z) =0, (1.18)

sendo v(x) a deflexdo ao longo da viga submetida ao carregamento transversal ¢(z), F, o modulo de
elasticidade longitudinal e I,, o momento de inércia de area da secao transversal x em relagdo ao eixo z.

Para um eixo de secao transversal constante e constituido de um tnico material (E(z) = E;I,(z) =
I,), tem-se

d*v(z)

EI, e

—q(z) = 0. (1.19)

Como exemplo de uma aplicagdo de viga, a Figura 1.6 ilustra uma passarela de pedestres.

Os elementos estruturais de barra, eixo e viga sao usualmente abordados na teoria classica de re-
sisténcia dos materiais. No entanto, a abordagem tradicional de resisténcia deduz um conjunto de ex-
pressoes especificas para o problema considerado. Muitas vezes nao se deixa claro, por exemplo, quais
sao as hipdteses cinematicas destes problemas assim como as suas limitagoes.

1.4 Problemas Bidimensionais

Para ilustrar um caso de grande importancia pratica nao tratado pela abordagem classica de resisténcia
dos materiais, considere o problema de estado plano de tensao. Em geral, os problemas bidimensionais em
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Figura 1.6: Passarela de pedestres.

elasticidade linear sdo situagoes simplificadas de problemas originalmente tridimensionais. A formulagao
de tais problemas é comumente organizada em trés categorias: estado plano de tensao, estado plano de
deformacao e sélidos axisimétricos. As hipéteses basicas e as equacgoes de equilibrio para o caso de estado
plano de tensao serao descritas a seguir.

Para o caso de estado plano de tensao tem-se

e a espessura do corpo é pequena se comparada as suas dimensoes nas diregoes x e ¥,
e nao ha forcas agindo nas faces normais ao eixo z,

e as componentes das forcas de volume agem somente no plano zy e sdo independentes do eixo z,

todas as forgas agindo no corpo sao planas e independentes de z.

As equagoes de equilibrio estatico para o estado plano sao escritas como

oT , oT: ,
1(19(“/)_’_ 13(my)+bx(x,y)=0

divT +b =0 = (
6T1(29§:1‘,y) + Bngil‘,y) + by(fE; y) =0

(1.20)

sendo T o tensor de tensoes e b, o vetor das forcas de corpo. Para um material eldstico isotrépico linear,
chega-se a partir de 1.20 a

2 2 2 2
T GE) (N (G + Sy ) Tbelay) =

0

2 2 2 2 s (1.21)
p( G+ 5p) + (X)) (G0 + 5F) +by(z,y) =0
sendo u, v os deslocamentos nas direcoes x e y, respectivamente, b, b,, as componentes da forca de corpo
e i ,A os coeficientes de Lamé.

Existem inimeras aplicagoes em mecanica que podem ser reduzidas ao caso bidimensional, como por
exemplo estruturas em chapa. A Figura 1.7 ilustra um gancho tratado como um modelo de estado plano
de tensao.

1.5 Placas e Cascas

As placas e as cascas sdo componentes estruturais respectivamente planos e curvos que apresentam sua
espessura muito menor que qualquer outra de suas dimensoes. Essa caracteristica bésica permite tratar
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Figura 1.7: Exemplo de problema modelado como estado plano de tensao.

tais elementos a partir de sua superficie média reduzindo assim um problema originalmente tridimensional
ao caso bidimensional. Os modelos classicos que descrevem problemas de placa e casca compreendem
frequentemente as formulagoes de Kirchhoff ou Reissner-Mindlin. A seguir sao apresentadas as hipdteses
bésicas para o tratamento do modelo placa de Kirchhoff bem como a equacao resultante dessa formulacao.

A hipétese simplificadora na formulacao de Kirchhoff para o modelo de placa consiste em negligenciar
as deformagoes especificas na direcdo perpendicular a superficie média da placa. De forma equivalente,
esta consideracao pode ser reescrita da seguinte maneira: Linhas retas normais & superficie média da
placa antes da deformagao permanecem retas e normais a esta superficie apds a deformacgdo da placa.

A equagdo de equilibrio de uma placa retangular submetida a pequenas deflexées para o caso de
material elastico isotrépoico linear é dada por

0*w o*w Nt*w g

oa 2(%26y2 i D (1.22)

sendo w a deflexdao normal ao plano médio da placa, g, a carga distribuida normal a esse mesmo plano e
D, uma constante dada pela seguinte equacgao:

Ed?

D=wma—wy (1.2)

sendo F o médulo de elasticidade longitudinal, v, o coeficiente de Poisson e d, a espessura da placa.

1.6 Solidos Tridimensionais

Todos os corpos estao sujeitos a deformacoes quando submetidos a esforcos externos. Quando o compor-
tamento do material que constitui um corpo é tal que a deformagcao desaparece totalmente ao se remover
o carregamento sobre ele, este material é denominado elastico. Da mesma forma, quando os valores das
propriedades mecanicas do material que constitui um corpo sao independentes da direcao em que estas
sdo analisadas, este material é denominado isotrépico. A seguir sdo apresentadas as hipdteses bésicas e as
equacoes de equilibrio inerentes ao tratamento de problemas tridimensionais envolvendo uma tal classe
de materiais.
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No caso da deformacao de sélidos nao se faz nenhuma hipétese simplificadora sobre a forma funcional
das agOes cinematicamente possiveis além da sua suavidade (existéncia de derivadas parciais continuas).
Assim, uma agdo de movimento possivel v, para o tratamento de um problema sélido tridimensional, é
a seguinte:

u(,y, 2)
u=< v(z,y,2) ¢, (1.24)

w(z,y, z)

com w1, v e vg sendo funcoes escalares suaves de x,y e z.

1 2

Figura 1.8: Exemplo de uma malha de elementos finitos para um sélido elastico tridimensional.

As equagoes gerais que descrevem a deformacdo de um sélido tridimensional, no caso de material
elastico isotrépico linear, sao dadas por

divT +b =0
T =2uE + A\(trE)I | (1.25)
E= %(Vu + vuT)

sendo T o tensor de tensoes, b o vetor das forgas de corpo, e A, os coeficientes de Lamé e E, o tensor
de deformagoes de Green dado por

ou 1 (0u v 1 (0u ow
o 2 <B_y + %) 2\ t on
— | 1(O%u 4 Ov v 1(0v , dw
E = 2 <8y + 6z> oy 2 \ 0z + Oy : (1'26)
1(0u | dw) 1(0v, dw dw
2 \ 0z oz 2 \ 0z Jy 0z

A primeira das equagoes em 1.25 descreve formalmente o equilibrio para qualquer meio continuo e a
segunda, denominada equacao constitutiva, caracteriza o comportamento particular de um corpo sélido
relativamente ao tipo de material que o constitui.
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Observa-se que a solugdo analitica do sistema de equagdes em (1.25) pode ser obtida apenas em
alguns casos muito particulares. Nestes casos, empregam-se técnicas numéricas tais como o Método de
Elementos Finitos. A Figura 1.8 ilustra uma malha de elementos finitos para uma bomba.

1.7 Fluidos Newtonianos

A principal caracteristica de um fluido é apresentar uma deformacao continua quando submetido a tensées
cisalhantes. Dessa forma, é comum definir um fluido como uma classe de materias idealizados os quais
nao resistem a qualquer esforco cisalhante. Quando a densidade de um fluido permanece constante inde-
pendentemente do estado de tensdo a que este esta submetido, denomina-se este fluido de incompressivel.
As hipdteses bésicas que caracterizam os fluidos do tipo newtoniano (ou fluidos viscosos lineares) sao
descritas a seguir.

Quando um fluido ¢ isotrépico em qualquer configuracao e sua resposta a aplicagao de um estado de
tensao depende linearmente das taxas de deformagao e somente destas, estabelece-se as hipéteses basicas
que regem o comportamento dos fluidos denominados newtonianos.

(a) Escoamento laminar. (b) Escoamento turbulento.

Figura 1.9: Problema de escoamento num duto.

As equagbes que descrevem o comportamento desse tipo de fluido s@o basicamente as mesmas que
descrevem o comportamento de sdlidos eldsticos lineares, a menos da equacao constitutiva que descreve
o tensor de tensoes para essa classe de fluidos e do termo de aceleracdo na equacdo de equilibrio para
meios continuos. Dessa forma tem-se

div'T + pb = pa,
T = —pI +2uD, (1.27)
D = (Vv + VvT),

sendo T e b o tensor de tensoes e a forga de corpo agindo no fluido, respectivamente, a a acelercao do
fluido, p, a sua densidade, p, a pressdo hidrostatica , I e D, os tensores identidade e taxa de deformagao,
respectivamente, p, um dos coeficientes de Lamé e v, a velocidade do fluido.

A Figura 1.9 ilustra dois problemas de escoamento resolvidos pela técnica de elementos finitos. O
primeiro deles considera um escoamento laminar (Figura 1.9(a)) e o segundo um escoamento turbulento
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(Figura 1.9(b)). Observa-se que o primeiro caso pode ser tratado integralmente pelas equagoes descritas
em 1.27, ja o segundo nao poderia ser descrito pelo mesmo conjunto de equacoes necessitando de algumas
mudangas na sua parte constitutiva.

1.8 Exemplos de Aplicagoes Atuais

A Figura 1.10 ilustra um problema tipico de engenharia moderna envolvendo o projeto 6timo de uma
ferramenta tridimensional. Este problema é conhecido como um problema de otimizacao o qual consiste
na minimizagdo de um funcional (energia de deformacao, tensdo de Von Mises, etc.) submetido a um
conjunto de restrigoes (deslocamentos, tensoes, economia de material,etc.).

(a) Projeto inicial. (b) Projeto 6timo.

Figura 1.10: Otimizagao de forma.

(a) Carotida. (b) Dispersao de contaminantes.

Figura 1.11: Exemplos de problemas multidisciplinares.

Um outro exemplo interessante se refere a simulagao do sistema cardiovascular humano. A partir de
uma tomografia computadorizada, identifica-se por exemplo a geometria da carédtida e gera-se uma malha
de elementos finitos para simular o fluxo sanguineo. A Figura 1.11(a) ilustra a geometria recuperada da
carétida e a malha de elementos finitos. A Figura 1.11(b) ilustra o resultado da simulagdo da disperséo
de contaminantes no solo. Estes dois problemas sdo de extrema relevancia social. As doencgas cardiacas
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sdo as que mais causam vitimas fatais atualmente no mundo. Boa parte da dgua consumida no Brasil
vem de aquiferos e ndo hd o menor controle sobre a qualidade da dgua.



