Apéndice A

NOTACAO INDICIAL

A notacdo indicial é uma forma compacta de se representar e manipular sistemas de equacoes,
combinagoes lineares e somatorios. Foi introduzida por Einstein para denotar grandezas em espagos de
dimensao superior a 3.

Embora véarios conceitos em Mecanica do Continuo possam ser introduzidos empregando a notagao
indicial, limita-se o seu uso neste texto. De forma geral, ao se empregar indices, pode haver uma confusao
entre a definicao do conceito e a sua representacao em notacao indicial. Por exemplo, um vetor v é dado
pela diferenca de pontos do espago euclidiano, enquanto a representagdo em notacao indicial é indicada
como v;. Logo, a defini¢ao de vetor é independente da sua representacao em notacao indicial. No entanto,
em varias situagoes, a notacgao indicial é bastante til, como por exemplo ao se trabalhar com equacoes
constitutivas de materiais. Neste texto, emprega-se a notacao direta para a definicdo de conceitos, sendo
a notagao indicial usada apenas para ilustrar e operar sobre os conceitos ja definidos.

Basicamente, deve-se definir o conceito de notagado indicial, o significado de indices repetidos e livres
e as operagoes empregando estes indices.

A.1 Definicao de Notagao Indicial

Um conjunto de varidveis x1, za, ..., x, é geralmente denotado como z; (i =1,2,...,n). Quando escrito
isoladamente, o simbolo z; indica qualquer uma das varidveis x1, x2,...,ZT,. O intervalo de variagao do
indice @ (i = 1,2,...,n) deve ser sempre dado. Este indice pode ser denotado como um subscrito ou
sobrescrito, ou seja, x; ou x* sdo ambos validos. Um sistema de notacoes usando indices é denominado
notacdo indicial.

A.2 Convengao de Somatoério

Considere a equagao de um plano no sistema de referéncia cartesiano tridimensional com eixos 1, T2, T3
a1 + ag®y + azrs = p, (A1)
sendo a1, ag, ag e p constantes. Usualmente, a expressao anterior é escrita como
axr + by +cz =d.

A notagao indicial permite escrever as expressoes numa forma compacta. Desta maneira, denotam-se as
expressoes como em (A.1). Essa equagao pode ser escrita em termos do seguinte somatdrio

3
Z a;x; = p. (A.2)
i=1



A.2. Convencao de Somatorio A-2

Introduzindo a convengdo de somatdrio, denota-se a equagao anterior como
a;x; = p. (A.3)

A convencdo é a seguinte: a repeticao de um indice num termo representard um somatdrio com
respeito a esse indice no seu intervalo de variag¢do. O intervalo de variagao de um indice é o conjunto de
nimeros inteiros de 1 a n. Em geral, na Mecéanica do Continuo, n serd 1, 2 ou 3 respectivamente para
problemas uni, bi e tridimensionais. Como este indice é empregado apenas para uma soma é chamado
indice falso ou repetido, pois o simbolo usado no somatério se torna indiferente no resultado final. Assim,
por exemplo a;z; pode ser denotado como a;z; sem alterar o significado da expressao. Um indice que
nao é somado é denominado indice livre e indica o nimero de equacdes associado ao termo em notagao
indicial. Observe os exemplos a seguir, onde ¢ e k representam indices livres, enquanto j é um indice
repetido.

Exemplo A.1 Ezpandir a expressao b;jc; dada em notagao indicial para 1,5 =1,2,3.
Neste caso, j € um indice repetido pois aparece duas vezes no termo b;jcj. Aplica-se entdo a convengdo
do somatorio, ou seja,

3
bijcj = Z bijcj = bilcl + bi202 + bigcg.
i=1
Por sua vez, i € um indice ndo-repetido ou livre e seu intervalo de variacdo também € de 1 a 3. Cada
valor de i corresponderd a uma equacdo. Logo, tomando a expressao anterior vem que

i=1 — biicy + biacy + by3cs,
1 =2 — barcy + baaca + bazcs,
1=3 — b3101 + b3202 + b3363.
Portanto, b;jcj representa as 3 equagoes sequintes
biic1 + biaca + bizcs
bijcj = b2101 + b2262 + b2363
bsic1 + bgaca + bsscs

Verifica-se ainda que as 3 expressoes anteriores indicam o produto de uma matriz [B] por um vetor
{c}, ou seja,

bi1 b2 b3 c1
bijcj = [Bl{c} = | bar by ba3 2
b31 b3za b33 c3

a

Exemplo A.2 Ezrpandir a expressao o;;B3j, em notagdo indicial para i,j,k =1,2,3.
Observa-se que j € um indice repetido e aplica-se a convengdo do somatorio, ou seja,

3
;i Bk = Z i Bik = a;1Bik + 2Bk + iz B3k
i=1
Neste caso, i e k sdo indices livres e para cada indice deve-se expandir 3 equagodes resultando num total
de 9 equacdes. Considerando o indice i inicialmente vem que

11 Bk + a12B2r + 13835
a1 Bk + ook + 3Bk = | a21 81k + 2Bk + 23 B3y
a1 Bk + o322 + 3383



A.2. Convencao de Somatorio A-3

Para cada um das 3 equagdes anteriores, expande-se o indice k. Logo,

11811 + a12821 + 13631
a1 Pk + a12Ba + 01303, = a11 612 + o122 + 013632
11813 + 12623 + 13033

21811 + a2f21 + 331
21 Bk + 2B + 02303, = a1 812 + a2 + 2332
21813 + 2823 + 23333

a31811 + a32f21 + 33631
3161k + 3282, + 3303, = a31 512 + 32822 + 33032
a31813 + 32023 + 3333

Portanto, a expressao a;;Bj, em notagdo indicial com 1,7,k = 1,2,3 representa as 9 equagoes anteriores,
as quais podem ser denotadas matricialmente como o sequinte produto de duas matrizes [ e [(] de ordem
3

a1 a2 o3 Bii Pz B3
aiiBik = [o][B] = | ao1 az ao3 B21 P22 o3
a3 a3 033 B31 P32 P33

Verifica-se, entao, que um indice repetido faz com que a expressdo cresga na dire¢ao horizontal ao
se aplicar a convencao do somatério. Por sua vez, o indice livre indica o niumero total de equacgoes,
fazendo com que a expressao em notacao indicial se expanda na diregao vertical. Esta idéia esta ilustrada
na Figura A.1. Nos exemplos anteriores, o indice repetido j é somado de 1 a 3 abrindo as expressoes
horizontalmente. Ja os indices livres ¢ e k indicam o nimero de equagoes na direcao vertical. No segundo
exemplo, como se tem dois indices livres (i e k), deve-se expandir cada um deles no intervalo de 1 a 3,
obtendo-se um total de 9 equacoes. Considere agora mais dois exemplos.

expressdo \\\1 expansdo do Tndice repetido (falsa) ;x

expansdo
do Tndice
livre

Figura A.1: Indices livre e repetido.

Exemplo A.3 Considere a expressao em notagdo indicial y; = GimTm (i,m = 1,2,3). Observa-se que i
¢ um indice livre enquanto m € um indice repetido. A expressao y; = AimTm (i,m = 1,2,3) representa
um sistema de equacdes como pode ser visto pelo desenvolvimento dos ndices a sequir.

Ezxpandindo o indice livre i e aplicando a convencdo de somatorio para m vem que

3
Y1 = GimTm = D m=1 GlmTm = Q1171 + A12T2 + A1373
_ _ _ 3 _
Yi = QimTm = { Y2 = Q2mTm = D m—1 A2mTm = 21T1 + G22T2 + A23%3
3
Y3 = A3mTm = D m—1 03mTm = A31T1 + A32T2 + a3373



A.3. Delta de Kronecker A-4

A expressao anterior representa um sistema de equagoes da forma {y} = [A{z}, ou seja,

Y1 ailp a2 a3 T
Y2 = | a21 a22 a23 4)
Y3 asyp asz2 ass z3

Exemplo A.4 Na expressio Tij = aimxjm (4,5, m =1,2,3) tem-se que i e j sio indices livres enquanto
m € um indice repetido. Logo, expandindo os indices livres i e j tem-se 9 equagdes e aplicando a convengdo
de somatorio para cada uma delas vem que

anteriores podem ser escritas na forma matricial [T] =

T T2 Tis a1 a2 a13 T11 T2l T31
To1 Toe To3 | = | ao1 a2 a3 T12 T2 T32
T31 T39 T33 asy agz ass T13 T23 T33

Ti1 = a1mTim = Z?nzl A1mT1m = 011711 + A12%12 + A13%13
T2 = a1mTom = Z?nzl G1mT2m = 611721 + A12%22 + Q13723
Ti3 = a1mT3m = Z%:l G1mT3m = 611231 + 012%32 + Q13733
To1 = aomT1im = Z?nzl A2mT1m = 421711 + A22%12 + A23%13
Tao = agmTom = Z?nzl A2mT2m = 421%21 + A22%22 + A23%23 -
Tosz = agmT3m = Z%:l G2mT3m = 021731 + 022T32 + A23T33
T51 = A3mTim = Y01 A3mTim = G31211 + Q32712 + A33T13
Tso = A3mTom = Y.0r—1 A3mTam = A31T21 + A32T22 + a33T23
T33 = a3mTam = Z%:l G3mT3m = 031731 + 432T32 + A33T33

[A][X]T, ou seja,

Observa-se que uma equacao do tipo T;; = T}, nao tem significado em notacao indicial, pois 7, j e k
sdo todos indices livres, ou seja, aparecem uma Unica vez nos termos do lado esquerdo e direito. Além
disso, expressoes como a;b;c; nao sao definidas na notacao indicial, pois um indice nunca pode ser repetido

3
mais de uma vez. Neste ultimo caso, mantém-se o sinal de somatorio, ou seja, > a;b;c;. Verifica—se ainda
i=1
que a expressao Y; = GimTm (I, m =1,2,3) é a mesma que y; = ajmTm (j,m = 1,2,3), ou seja, a letra
usada para denotar o indice repetido nao altera o resultado final. No entanto, a; = b; é uma expressao
sem significado. O indice livre presente em cada termo de uma equagdo deve ser 0 mesmo, como por
exemplo
a; +b; = ¢,
a; + bidej = 0,

sendo ¢ um indice livre e 7 um indice repetido.

A.3 Delta de Kronecker

O simbolo 6;; (i,j = 1,2,3) é denominado delta de Kronecker e definido como

0 se

6” - 1 se

L7
i=j

(A.4)



A.3. Delta de Kronecker A-5

Como i e j sao indices livres no termo 6;; e ambos variam de 1 a 3, tem-se um total de 9 valores
dados segundo a defini¢ao de ¢;; por

011 = =633 =1, (A.5)
012 = 021 =613 = 031 = 023 = 032 = 0. (A.6)
Em notagao matricial, tem-se
011 b12 613 1 00
021 022 623 | =0 1 0],
031 032 633 0 0 1

ou seja, o delta de Kronecker se reduz a matriz identidade de ordem 3, podendo ser denotado como

[6i5] = [1].

Exemplo A.5 Empregando-se as convengdes da notagdo indicial e os valores dados em (A.5), mostrar
as segquintes propriedades do delta de Kronecker.

1. (5” = 3.

Neste caso, i € um indice repetido e aplicando a convencdo do somatério

3
b= by =011 +0bpn+b3=1+1+1=3.
i=1

2. 6imam = Q;.
Verifica-se que i € um indice livre. Variando-se i de 1 a 3, tem-se 3 equagdes. Jd m € um indice

repetido e aplica-se a convencdo do somatdrio. Portanto

3
Y ome=1 01mam = 61101 + 01202 + d13a3 = a1
Sim@m = S22 1 bam@m = 8101 + b22ag + Sa3az = az = a;.
3
Y m—1 03m@m = 03101 + 63202 + 03303 = a3

3. SimTm; = Tij.

Os indices i e j sdo livres enquanto m € um indice repetido. Logo, expandindo o indice livre i e
aplicando a convengdo do somatorio para m vem que

S 1 61m Ty = 611Thj + 612Toj + 61335 = Tj
6imTmj =& o1 6omTomj = 61 Thj + 620Toj + b23T35 = Toj =Ty
S 1 83mTonj = 631T1; + 832To; + 633Ts; = T,

Em particular

6im6mj = 6ij € 6im6mj6jn = OimOmn = Oin - (A7)
4. 6ij6ji = 3.
Observa-se que i e j sdo indices repetidos e deve-se aplicar a convencao do somatdrio, ou seja,
3 3 3 3
61"5]“ = Z 6ij5ji = Z Zéijéji = Zéljéjl + (52]'5]‘2 + (53j(5j3
i,j=1 i=1j=1 j=1

= (611611 + 821012 + 831613) + (612021 + 622092 + O32023) + (613031 + 023832 + O33033).



A.4. SImbolo de Permutagio A-6

Substituindo os valores dados em (A.5), tem-se que
6ij6ji = 3. (A8)

5. Se e1,e,,e5 sio vetores unitdrios perpendiculares entre si, o produto interno ou escalar ! destes
vetores pode ser escrito como

€ -e; = (5” (Ag)

a

A.4 Simbolo de Permutacao

A Figura A.2 ilustra os indices i, j, k e 1, 2, 3 ordenados nos sentidos hordrio e anti-horario.
Utilizam-se estes indices para definir o simbolo de permutacao e;;, da seguinte forma

€123 = €231 — €312 — 1 ]_, 2, 3 no sentido horario
€213 = €132 = €391 = —1 1,2,3 no sentido anti-horario . (A.10)
eijr =0 nos demais casos

Em outras palavras, o termo e;;; se anula sempre que os valores de quaisquer dois indices coincidem,
como por exemplo ej12 = 0. Por sua vez, e;j; = 1 quando os subscritos permutam na ordem 1, 2, 3, ou
seja, no sentido hordrio. Finalmente, e;;, = —1 caso a permutacao seja no sentido horario.

OIDIOID

(a) 123 em sen- (b) 123 em (c) ijk em senti- (d) ijk em senti-
tido horario. sentido anti- do horario. do anti-horario.
horario.

Figura A.2: Simbolo de permutagao.
Como exemplo de aplicacao, considere o determinante |A| de uma matriz [A]

a1l a2 ais
|A| = | a21 Qo2 Q23 | = Q11022033 + 021032013 + 431012023 — A11A32023 — 21012033 — G31022013.
az1 asz as3

A equagdo anterior pode ser denotada como

3 3 3 3
Al = ejrainajoars = Y €ijraiaaiars = > > Y €ijkai1aoak3, (A.11)
i g k=1 im1j=1k=1

Ver SecéoB.1.



A.4. SImbolo de Permutagio A-7

sendo 4, j, k indices livres e e;;; o simbolo de permutagao.
O delta de Kronecker e o simbolo de permutagio estdo associados pela identidade (ver exercicio
resolvido A.3)

€ijmekim = 0ik0ji — 6udjk, (A.12)
como pode ser comprovado manipulando-se os indices.

Exemplo A.6 Mostrar que as sequintes relacdes expressas em mnotagdo indicial sao vdlidas.

1. €ijk€iki = 6.

Neste caso, i, j e k sdo indices repetidos e aplicando a conven¢do do somatorio

3 3

3 3 3 3
€ijkCjki = Z €ijkCiki = Z Z Z €ijkCjki = Z Z €ij1€j1i T €ij2€;52i t €i53€;3i

i,j,k=1 i=1j=1k=1 i=1j=1

Lembrando a definicao (A.10) do simbolo de permutacdo, tem-se que eij), € igual a zero quando pelo
menos dois indices sdo iguais (por exemplo, e112 = ea12 = e211 = 0). Logo, na expressio anterior o
somatorio em j para cada termo do lado direito se reduz a

3 3 3
Z €ij1€1i = Z €i11€11; + €21€21; + €;31€31; = Z €i21€21; + €i31€31i,
ij=1 i=1 iji=1

3 3 3

Z €ij2€52i = Z €i12€12; T €i22€22; T €;32€32; = Z €i12€12; 1 €i32€32i,

Y] i i=1

3 3 3
Z €ij3€j3i = Z €i13€13; T €i23€23; 1 €i33€33; = Z €i13€13; T €i23€23;-
ij=1 i=1 i=1

Portanto, somando as 3 expressoes anteriores

3

€ijkCjki = Z €i21€21; T €i31€31; T €j12€12; + €;32€32; T €i13€13; + €;23€23;-
i=1

De forma andloga, expandindo o somatdrio em i e mantendo apenas os termos nao-nulos do simbolo
de permutagao (ver defini¢io (A.10)) vem que

€ijk€jki = €321€213 + €231€312 1+ €312€123 1 €132€321 1 €213€132 1 €123€231

= DED+O@O) + OO + (D) + (D) + (1)) =6

2. €ijkAAE = 0.
De forma andloga ao caso anterior, i € um indice livre enquanto j e k sao indices repetidos. Logo,

expandindo i, empregando a convengio do somatorio para i e j e a defini¢ao (A.10), tem-se que a
erpressao e;jpajay € equivalente a

3
> k=1 €1jkAja) = €12302a3 + €132a3a2 = azaz — azaz =0
€ijkQjar = > k=1 €2jk0;Ak = €21301A3 + es31a3a1 = ajaz —aza; =0
ijg:l €370k = €3120102 + €321020] = Q102 — A20] = 0

Logo, como resultado final tem-se que e;jra;ar = 0.



A.5. Operacgoes A-8

3. 5ijeijk = 0.
Lembre-se que o delta de Kronecker 6;; € igual a 1 apenas quando ¢ = j. Para i = j, tem-se que
dijeijk = Giiesir = (1)esr. Mas o simbolo de permutacao e;j, € zero sempre que dois indices sio
iguais. Logo, quando i = j, tem-se que 6;jeijr = diesr = (1)(0) = 0.

|

A.5 Operagoes

A seguir apresentam-se operacoes envolvendo a notagao indicial.

A.5.1 Substituicao

Considere as seguinte relages
a; = Uimbm, (A13)
bi = Vimem. (A.14)

Observa-se que o termo b aparece nas duas relagoes mas com indices distintos. Deseja-se substituir b
dado em (A.14) na expressao (A.13). Para isso, muda-se o indice livre de i para m em (A.14), obtendo-se

b = VimCm.-

No entanto, a expressao resultante nao é valida em notacao notagao indicial, pois o indice m esta repetido
mais de uma vez no lado direito da equacao. Para resolver este problema, lembre-se que a letra empregada
para um indice falso num termo nao afeta o resultado, ou seja, Vimcn = Vinen. Logo, alterando o indice
falso de m para n em (A.14) e o indice livre de i para m vem que

Como agora tem-se o mesmo indice m nas expressoes (A.14) e (A.15), efetua-se a substitui¢ao
a; = Uimbm = Uim VinnCn.- (A.16)

Observe que (A.16) representa trés equacoes ao se variar o indice livre ¢ de 1 a 3. Por sua vez, cada
equacao resulta numa soma de nove termos no lado direito, pois os indices repetidos m e n variam cada
um de 1 a 3. Logo

3
ap = Zm,nzl UimVimncn = =1 Z =1 Ui Vimncn
3
a; = UpnVinncn — az = Zm,nzl UomVimncn = =1 Z =1 Uam Vinncn (A17)
3
as = me:l USmenCn = Zm:l anl USmenCn

De forma geral, deve-se ter cuidado ao se fazer substituigbes convenientes, ou seja, nao substituir
indices repetidos por livres, podendo dar origem a um somatorio inexistente na notagao indicial.



A.5. Operacgoes A-9

A.5.2 Multiplicacao

Considere a multiplicacao de p e ¢ dados respectivamente por

D= mbm = X2 1 @mbm = a1by + agbs + asbs,
7 (A.18)
q=cmdy = Zm:l Cmdm = c1dy + cada + c3d3.

A partir dai, o produto pgq é calculado como
pq = (a1br + agbay + asbs) (c1di + cada + c3d3) ,

podendo ainda ser denotado em notacao indicial

3 3 3
pq = (Z ambm> (Z Cndn> = Z ambmcndn = ambmcndn~
m=1 n=1 m,n=1

Portanto, o produto pq é indicado em notagao indicial como pq = a,,, b, cnd, . E importante notar que para
obter o produto pg ndo basta simplesmente multiplicar p e ¢ dados em (A.18), ou seja, pq # Ambmcmdm
pois
3
ambmCmdm = Y AmbmCmdm = arbicrdy + agbacads + agbsesds.
m=1

De fato, o termo a,, b cmdy, ndo possui significado na convencao de somatério, pois o indice repetido
m aparece mais de uma vez num mesmo termo. Logo, ao se efetuar o produto de termos em notacao
indicial, deve-se inicialmente compatibilizar os indices. No caso anterior, trocou-se o indice repetido m
para m no termo q = ¢, d,, = cpd,. Lembre-se que a letra usada para o indice repetido é irrelevante, ou
seja, para o exemplo considerado ¢, d,, = cpdy, = cjd; = cpdy, = - -.

Como exemplo, sabe-se que o produto escalar de vetores é distributivo®. Sejam os vetores a e b
dados, respectivamente, por a =a;e; e b =b;e;. Para efetuar o produto escalar destes dois vetores, altera-
se inicialmente o indice de 7 para j no vetor b, ou seja, b =bje;. Aplica-se entao a definicao de produto
escalar de vetores, ou seja,

2

a-b= (aiei) . (bjej) = aibj (ei . ej) .

Em particular, se ej,e,,e; sdo vetores unitdrios perpendiculares® entre si, entdo e;-e; = 0;;, de
maneira que

a-b= aibjéij.
Por sua vez, bjé;; = 6;;b; = b;. Logo

a-b=ab; = ajbj = a1b1 + agby + asbs.

2Ver Secdo B.1.
3Ver Secao B.1.



A.6. Notacoes de diferenciagao A-10

A.5.3 Fatoracao
Considere a seguinte expressao
ﬂjn]’ - )\nl = 0,

a qual define um problema de autovalor do tensor T;;, como serd visto posteriormente. Verifica-se que na
expressao anterior ¢ e j sao, respectivamente, indices livre e repetido. Em particular, empregam-se estes
dois indices para o termo n. Para uniformizar os indices em n e fatorar a expressao, colocando o termo
n; em evidéncia, emprega-se o delta de Kronecker de tal forma que n; = 6;;n;. Logo, verifica-se que

Tijnj - Aéijnj =0— (Tz — )\52]) nj =0.
Observa-se que a expressao anterior pode ser denotada matricialmente como

([T] = Al {n} = {0},

ou seja, tem-se a forma padrao de um problema de autovalor. De forma geral, para se fatorar um termo
denotado em notacao indicial, deve-se compatibilizar os indices empregando o delta de Kronecker ou o
simbolo de permutagao.

A.5.4 Contragao

A operacao de igualar dois indices distintos e somar os mesmos é conhecida como contracdo. Por exemplo,
T}; é a contracao de T;;, ou seja,

Ty = T11 + Too + T33.
Considere a equacao constitutiva de um material elastico linear isotrépico
T;j = N0oi; + 2pE;; ,
a qual serd discutida posteriormente. Logo, a contragao Tj; de T;; é dada por
Tii = A0bi; + 21uEy;.
Lembrando-se que 6;; = 3, obtém-se

A.6 Notacgoes de diferenciacao

As operagoes de derivacio (gradiente, divergente e rotacional?) também podem ser representadas via
notagao indicial. Observe os seguintes exemplos, respectivamente, para as derivadas total e parcial de u

du

= i A.19
d.’L‘Z‘ U ( )
ou

= i A.20
8.’L‘Z‘ U ( )

Considerando uma funcao u = u(a;(x;)), emprega-se a regra da cadeia para obter a derivada g—;‘i da
funcao u com relacdo a x;, ou seja,

ou B 8u%

i I A21
8561' Ui 8aj o%l U’J ajn ( )

4Ver Secao??.



A.7. Exerclcios Resolvidos A-11

Considerando uma fungao escalar a = a(x;), o seu gradiente em notacao indicial é denotado como

Oa Oa Oa

Va=—ej+—es+——e3 =a,;e;. A.22
“ 8371 1+8:C2 2+8:C3 3 Gri G ( )
Por sua vez, o divergente de uma funcao vetorial u = u(x;) é expresso como
aul 8u2 8U3
divu=V-u=—4+—4+-—=1uj,. A.23
v 8371 8372 +8:C3 i ( )
Finalmente, o rotacional de u é dado por

Ouy,

V xu :eijk%ei = €ijkUk,j €. (A.24)
J

A.7 Exercicios Resolvidos

Exercicio A.1 Considere as matrizes

1 2 30 0 3 1
[ai] = 0 s [BZJ] = 0 5 1 s [02]] = 1 0 2
2 0 2 1 2 4 3

1. Dji = Bij € [D] = [B]T

(4) (B)

No termo (A), i e j sdo indices livres e expandindo os mesmos vem que
Dy =B11 =2, Dipg=DByn=0, Di3=B3 =0,
D1 =Bia =3, Dy =By =5, Dy =DBs3 =2, (4)
D31 = B13 =0, D3y =DBy3=1, D33= B33=1.

Por sua vez, da equagao (B)

D11 D12 Di3 2 00
[D]=[B]" — | Doy Dy Dos |=|3 5 2 (i1)
D3y D3y D3 01 1

Comparando-se os termos Dj; em (i) e (ii), observa-se que sao iguais, demonstrando a igualdade
entre as expressoes (A) e (B), ou seja, Dj; = By; € equivalente a [D] = B]T.

2. bi = Bijaj (& [b] = [B] [a]
(4) (B)

Em (A), observa-se que i é um indice livre enquanto j € um indice repetido. Logo, expandindo i e
aplicando a convengdo do somatorio para j, tem-se

by = 32, Bijaj = Briai + Bisag + Bizaz = (2)(1) + (3)(0) + (0)(2) =
bg = Z i—1 ngaj = Bglal + B22a2 + ngag = (0)(1)
b3 = Zj:l ngaj = B31a1 + ngaz + B33a3 = (0)(1)
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by 2 30
by |=|0 5 1 )
bs 021

Comparando-se os termos b; em (i) e (ii) observa-se que sdo iguais, demonstrando a igualdade
entre as expressoes (A) e (B), ou seja, b; = Byja; e [b] = [B][al.

Da equagdo (B)

N O =
N NN

] {(2)(1)+(3)(0)+(0)(2)] {

(4) (B)

Na equagao (A), os indices i e k sdo livres os quais expandidos resultam em 9 equagdes. Aplicando
a convengdo de somatorio ao indice j, tem-se

D11 = B11C11 + B12Co1 + B13C31 = (2)(0) + (3)(1) + (0)(2) = 3,
D19 = B11C13 + B12C9 + B13C39 = (2)(3) + (3)(0) + (0)(4) =6,
D13 = B11C13 + B12Ca3 + B13C33 = (2)(1) 4 (3)(2) + (0)(3) = 8,
Doy = BorCht + BasCar + BagCa1 = (0)(0) + (5)(1) + (1)(2) = 7,
Dag = Ba1C12 + B2aC2 + Ba3C32 = (0)(3) + (5)(0) + (1)(4) =4, .
Dy3 = B91Ci3 + BogCos + Bog(Cs3 = (0)(1) + (5)(2) + (1)(3) =13,
D3y = B31C11 + B3Co1 + B33Cs1 = (0)(0) + (2)(1) + (1)(2) = 4,
Dis = Bg1Cha + BasCas + BasCsz — (0)(3) + (2)(0) + (1)(4) = 4,
D33 = B31C13 + B3pCo3 + B33(Cs3 = (0)(1) + (2)(2) + (1)(3) =T.

Efetuando a multiplicagao [D] = [B][C] indicada em (B) vem que

2 30 0 3 1
D] = |0 5 1 10 2
0 2 1 2 4 3
[ (2)(0) + (3)(1) +(0)(2)  (2)(3) + (3)(0) + (0)(4)  (2)(1) + (3)(2) + (0)(3)
= | (0)(0) +(5)(1) +(1)(2) (0)(3) +(5)(0) + (1)(4) (0)(1) + (5)(2) + (1)(3)
L (0)(0) +(2)(1) +(1)(2) (0)(3) +(2)(0) + (1)(4) (0)(1) +(2)(2) + (1)(3)
(3 6 8
- |7 4 13
4047

Comparando-se os termos Dy, nas expressdes anteriores, observa-se que sdo iguais, demonstransdo
a igualdade entre as expressoes (A) e (B), ou seja, Dy, = BjCjy, e [D] = [B][C].

a

Exercicio A.2 Considere os sequintes vetores e matrizes

0 01 2
, [bi][2], [Sij]|:123].
3 4 01
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1. Awaliar [T;;] se Ti; = eijiar.

Em T;; = ejjrar, © e j sao indices livres e k € um indice repetido. Usando a definicdo do simbolo
de permutacgado, tem-se as 9 equagoes abairo

Ti1 = e111a1 + er12a2 + e113a3 = (0)(1) + (0)(2) + (0)(0) =0,
T12 = e121a1 + e122a2 + era3az = (0)(1) + (0)(2) + (1)(0) =0,
T13 = e131a1 + e132a2 + eizzaz = (0)(1) — (1)(2) + (0)(0) = -2,
T51 = es11a1 + e212a9 + €913a3 = (0)(1) + (0)(2) — (1)(0) =0,
Tae = egn1a1 + e222a2 + exe3az = (0)(1) + (0)(2) + (0)(0) =0,
Thz = eg31a1 + e232a2 + ezszzaz = (1)(1) + (0)(2) + (0)(0) =1,
T31 = e31a; + e3rzaz + ezizaz = (0)(1) + (1)(2) + (0)(0) = 2,
T332 = e32101 + e3z2a2 + ez23a3 = (—1)(1) + (0)(2) + (0)(0) = —1,
T33 = e331a1 + eszzaz + eszzaz = (0)(1) + (0)(2) + (0)(0) =0,

resultando na sequinte forma matricial para Tj;

2. Awaliar [C;] se C; = €S-

Em C; = e;j1Sk, tem-se que i é um indice livre enquanto para j e k utiliza-se a covengdo de
somatorio para indices falsos. Expandindo os indices e utilizando apenas os coeficientes nao-nulos
do termo de permutacdo vem que

C1 = e123523 + €132532 = (1)(3
Ci = e;jpSjr — { C2 = e213513 + €231531 = (—1)(2) +
C3 = e312512 + €321521 = (1)(1

Logo, [Ci] = | C1 Oy Cg}T:[3 2 O}T

3. Awaliar [d;] se di, = e;jra;bj e mostrar que este resultado € o mesmo que d, = (a X b) - ey,

Tomando a expressio d = e;jpa;b;, verifica-se que i e j sdo indices repetidos e k é um indice
livre. Expandindo k, aplicando a convencdo de somatorio para © e j e mantendo apenas os termos
nao-nulos do simbolo de permutacdo tem-se que

di = es1a2b3 + e3zazbs = (1)(2)(3) — (1)(0)(2) =
do = e132a1b3 + e3pazby = (—1)(1)(3) + (1)(0)(0)
d3 = eqo3a1by + es13a9b1 = (1)(1)(2) + ( 1)(2)(0) =

Logo, [d}] = | di dp d }T: (6 -3 2 }T.

Por sua vez, o produto vetorial (a x b) em d, = (a X b) - eg pode ser efetuado através do seguinte
determinante

(a X b) =11 2 0 |= (661 — 3eg + 263) .
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Observe que k € um indice livre e efetuando o produto escalar por ey vem que

dy = (661 — 3es + 263) -e1 =6,
dy = (661 — 3es + 263) -eg = —3,
ds = (661 — 3es + 263) -e3 =2,
T T
obtendo-se [d;] = [ dy dy dg } = { 6 -3 2 comprovando a equivaléncia das expressoes

dk — eijkaibj e dk = (a X b) c €.
|

Exercicio A.3 Verifique que €;jmekim = 01051 — 0i10;k-

Todos os indices sdo livres com excecdo de m que € um indice falso no lado esquerdo da expressao.
Observa-se que os termos do simbolo de permutacdo do lado esquerdo sdo ndo-nulos quando i # j # m
ek #1+# m. Isto implica que as sequintes condigdes resultam em valores nao-nulos no lado direito da
expressao: i =1#m, j=k#*m,i=k#m ej=1%#m. Assim, todas as possibilidades que resultam
valores ndo-nulos estao dadas abaizo.

Im|ilj|k]|l]eijmenm | birbji — Sbji |

112138213 (H)(1)=1 (1)(1) = (0)(0) =1
2131812 (M) =-1](0)(0)—-1)1)=-1
3121812 (-)(1)=1](1)1)—-(0)(0)=1
7227 (DD =100 n =1

2 11131113 (D=1 M@ —(0)(0) =1
11831 (=HA)=-1](0)0)—1)1)=-1
31113111 (M)1)=1 (1)(1) = (0)(0) =1
S11]1]3] (M=) =-1](0)(0)—1)1)=-1

3121|121 (-))=1](1)1)—-(0)(0)=1
211|112 (-1)@@)=-1|(0)(0)— (1)) =-1
112112 (1H1)=1 (1)(1) = (0)(0) =1
1j2{2]1| (MY =-1](0)0)—1)1)=-1

Todas os demais combinacdes resultam em valores iguais a zero. Por exemplo, parai=j=k=1l=m=1
tem-se que
ernreinn = 0 = 611611 — 611611 = (1)(1) — (1)(1) = 0.
O
Exercicio A.4 Se T;; = —1};, mostre que T;ja;a; = 0.
Para o caso j =1 tem-se Ty; = —T;;. Portanto, a unica possibilidade € T11 = Too =T33 = 0. Usando
esta condicdo e aplicando a convengdo do somatorio para i e j vem que
Tija;a; = Tiiarar + Tigaraz + Tizaraz + Triazaq
+ Thazaz + Tazazas + Ts1a3a1 + Tagazaz + Ta3azas
= Oalal + T12a1a2 + T13a1a3 - T12a2a1 + OCLQCLQ
+ Ta3aza3 — Tizaza; — Trzazas + Oazas

= T12 (a1a2 — agal) + T13 (a1a3 — a3a1) + T23 (a2a3 — a3a2) = 0
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Exercicio A.5 Se T%j = —Tji € Sij — Sji, mostre que Tlekl =0.
Para o caso j = i, tem-se T;; = —T;;. Portanto, novamente tem-se 117 = Ty = T33 = 0. Logo,
aplicando a convengao do somatorio para os indices k e | vem que

TSk = Ti1S11 + Ti2512 + 113513 + 121521 + To2S22 + Th3S23 + 131531 + 132532 + 133533

(0)S11 + Th2512 + T13S13 — 112512 + (0) S22 + T23523 — T13S13 — 123523 + (0)S33
= 0.

|

A.8 Exercicios Propostos
1. Considere o vetor {a} e as matrizes [B] e [C] dadas no exercsguintes relagoes

e Bjaiaj e s =a]” [B]|al,
® Cj = Dja; € [C] = [B] [CL],

o Dy, = B;;Cyj e [D] = [B][C]".

2. Verificar que o determinante de uma matriz [A] pode ser denotado de acordo com a expresséo
(A.11).

3. Mostre que ejjmejim = 26;;.

4. Dado que T;j = 2uE;; + A(Egk)6;; mostre que

1 A
W = Tk = pkiEy + §(Ekk)2a
P = T;T;; = 4°E;;Eij + (Brk)*(4uX + 3X3%).

5. Mostrar que o rotacional de um campo vetorial u pode ser escrito como nabla x u :eijk%ei =
J
€ijkUk,j €;-



