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Capitulo 1

Solidos

1.1 Introducao

O propdsito deste texto é a apresentacido de uma metodologia para o tratamento e andlise
de tensoes e deformagoes em corpos solidos. Inicialmente serd descrita a cinemdtica do problema,
pemitindo estabelecer o conceito geral de deformagcio. Através do conceito de Trabalho Interno e da
aplicacao do Principio dos Trabalhos Virtuais serao deduzidas as equacoes diferenciais para o equilfbrio
tridimensional, apds a introducdo do conceito de tensdo. Finalmente serdo deduzidas as equacoes de
Navier, através das aplicacdo do modelo consitutivo (relacoes entre tensdo e deformacgdes em funcao do
tipo de material), nesse caso a lei de Hooke, para materiais elasticos, homogéneos e isotrépicos. A fim
de permitir uma notacao mais compacta e generalizada para a formulacao dos modelos, as equacgoes
serao reescritas utilizando o conceito matemdtico de tensores, seguindo-se os mesmos passos descritos
anteriormente.

Com o intuito de exemplificar e aplicar os resultados obtidos com a formulagdo geral para a
andlise de tensoes e deformacgoes em sélidos tridimensionais, serdo formulados os modelos unidimen-
sionais de problemas de barra, viga , tor¢do e estados planos (tensdo e deformacao), deduzidos do
modelo mais geral, levando-se em conta as hipoteses cinematicas simplificadoras para cada caso.

A formulacdo apresentada serd baseada na mecanica dos meios continuos que é o ramo da
mecanica que trata do estudo de tensoes em sélidos, liquidos e gases, bem como a deformacgao e o
fluxo desses materiais. O termo continuo aqui utilizado significa que sao desconsiderados os efeitos
decorrentes da estrutura molecular da matéria, imaginando-a como sendo isenta de vazios e descon-
tinuidades. Do ponto de vista matematico isso implica em dizer que as funcées empregadas na mod-
elagem devem ser suaves e possuir derivadas continuas em todo o dominio analizado.

O conceito de continuo permite o uso de artificios mateméticos do calculo diferencial, possibil-
itando o estudo de distribui¢oes complexas e nao uniformes de tensao e deformacao dos corpos e, ao
mesmo tempo, definir modelos fisicos considerados aceitaveis na descricao do comportamento matéria
como um todo. Esta metodologia permite que ramos da mecanica como elasticidade, plasticidade e
mecanica dos fuidos establecam previsoes quantitativas bastante razodveis para uma larga faixa de
problemas de andlise de tensoes, deformacoes e fluxo material no campo da engenharia.

Considerando-se que atualmente o uso de ferramentas computacionais é uma realidade cada vez
mais presente no cotidiano da engenharia, para a solugao de problemas envolvendo grande complexi-
dade, como a solucao analitica de equacoes diferenciais, serd apresentada uma proposta de aproximagao
da solucao das equacoes de equilibrio, permitindo o uso de ferramentas numéricas, como o ja consagra-
do Método dos Elementos Finitos (MEF), entre outros. De forma simplificada, o método utilizado
consiste em, partindo-se da forma forte das equagoes diferenciais, através da integracao por partes
deve-se obter uma forma fraca para o modelo, ou seja, a reducao da ordem de diferenciabilidade das
funcoes incégnitas, permitindo a obtencao de uma solucao aproximada, através de modelos discretos,



mais ficeis de serem implementados computacionalmente. Ao final serdo demonstrados alguns exem-
plos de aplicacao das solucoes, de forma analitica, utilizando o equacionamento desenvolvido e de
forma numérica, utilizando o programa de elementos finitos ANSY'S.

1.2 Definicao da Cinematica

Considere um corpo tridimensional B e um sistema de referéncia cartesiano ilustrados na Figura
1.1. Seja P; um ponto qualquer do corpo B com coordenadas (z,y, z) segundo o sistema de referéncia
adotado, denotando-se Pi(z,y,2). Sendo {e;,e,,e,} uma base ortonormal do sistema de referéncia,
o vetor posigao rp, do ponto P; é definido como

rp, = ey +yey + ze,.
Suponha agora que o corpo B sofra um deslocamento. Neste caso, o ponto P; assume a posic¢ao final
P/(z',y',2") e o respectivo vetor posigao é dado por

! ! !
rp{:xew—i-yey—i-zez.

Figura 1.1: Cinemdtica de um Corpo Sélido

Define-se o vetor deslocamento u do ponto Picomo a diferenca entre as suas posigoes final
(',y',7") e inicial (z,y, z), ou seja,
u=rp —rp = (7' —z)e; + (y —y)ey, + (' — z)e.. (1.1)
Observa-se que u = (2’ — z), v = (v —y) e w = (2’ — 2) sdo, respectivamente, as componentes do
vetor deslocamento u nas direcoes z, y e z. Logo, a expressao anterior pode ser reescrita como
u = ue; + vey, + we,, (1.2)
ou em forma matricial,
u
u=¢ v ;. (1.3)
w
Devido a hipétese de meio continuo, o corpo B possui infinitos pontos. Cada um destes pontos
apresenta um vetor deslocamento u quando o corpo se desloca. Logo, a cinemdtica de um corpo
sélido é descrita por infinitos vetores deslocamentos do tipo (1.3). Estes infinitos vetores definem um

campo vetorial de deslocamento u(z,y,z). Assim, ao se substituir as coordenadas (z,y,z) de um
ponto arbitrario P;, u(z,y, z) fornece o respectivo vetor de deslocamentos u do ponto de acordo com



(1.3). Assim, a cinemética de um corpo sélido é dada pelo campo vetorial de deslocamentos
u(z,y,z)
u(z,y,z)= u(z,y,2)ex +v(z,y,2)ey + w(z,y,2)e: = § v(z,y,2) ;. (1.4)
w(z,y, 2)

1.3 Deformacao

Deseja-se agora caracterizar a variagao de distancia entre dois pontos arbitrarios do corpo sélido
antes e depois da acdo de deslocamento. Isto permitird definir o que se entende por deformacao do
corpo sélido. Considere os pontos arbitrarios P (z,y,2) e Po(x + Az,y + Ay, z + Az) ilustrados na
Figura 1.2 e seus respectivos vetores posicao

rp, = ze;+ye,+ze, e (1.5)
rp, = (z+Azx)e, + (y+ Ayle, + (z + Az)e,. (1.6)
De acordo com a Figura 1.2, a distancia d entre os pontos P; e P é dada pela diferenca entre
o seus vetores posicao, ou seja,
d =rp, —rp, = Aze, + Aye, + Aze,.
Apbés a acao de deslocamento do corpo de acordo com a cinemdtica (1.4), os pontos P, e P, assumem,
respectivamente, as posigoes finais Pj(z',y,2') e Py(z' + A,y + Ay', 2" + AZ') com os seguintes
vetores posicao
rp = z'e;+y'e, +2e, e (1.7)
rp; = (¢'+Az)e; + (v + Ay')ey + (2 + A)e.. (1.8)
Portanto, a distancia d’ entre os pontos P; e P, apds o deslocamento do corpo é dada por

d = rp; —Tp = Az'ey + Ay'e, + Ale,.

Figura 1.2: Deformagao de um Corpo Sélido

A partir da Figura 1.2 e adotando procedimento andlogo ao utilizado na obtencido da equacio
(1.4), tem-se que os vetores deslocamento dos pontos Pie P entre as configuragoes inicial e final sao
dados, respectivamente, por

u(x) = rp —rp =u(x)e; +v(x)ey +w(x)e.,
u(x’) = rp, —Tp, = u(x')e, +v(x)e, + w(x')e,,
sendo x = (z,y,2) e X' = (x+d) = (z + Az,y + Ay, z + Az).



A partir destas expressoes, pode-se escrever os vetores posi¢ao dos pontos P| e Py em fungao de
seus vetores deslocamento, ou seja,

rp; = rp tux) =[z+ux)]es +[y+ou(x)]e, + [z +wx)e.,

rp, = rp+uX)=[z+Az+ux)] e+ [y+ Ay +o(x)] ey + [z + Az +w(x')] e..

Portanto, expressa-se d’ como

d = rp; —rp = (Az + Au)egy + (Ay + Av)ey + (Az + Aw)e;, (1.9)
sendo a diferenca dos deslocamentos entre os pontos P; e P, nas diregoes z, y e z dados por

Au = u(x') —u(x) =ulz+ Az,y + Ay, z + Az) — u(z,y, 2),

Av = o) —v(x) =v(z+ Az, y + Ay, z + Az) —v(x,vy,2),

Aw = wx')—wx)=wx+ Az,y+ Ay, z + Az) —w(z,y, 2).

Finalmente, a variacao de distancia Ad é dada por

Ad = d' — d =Aue, + Ave, + Awe,. (1.10)

Considere-se agora os elementos tridimensionais ilustrados na Figura 1.3 cujas diagonais sao
dadas, respectivamente, por d e d’. O elemento nao-deformado é um cubo de dimensoes Az, Ay e
Az e suas arestas sdo linhas retas formando dngulos retos entre si. Apds o deslocamento, este cubo
se deforma para uma nova configuragiao entre os pontos Pje Pj com dimensoes Az', Ay’ e Az. As
arestas se alongam e os Angulos entre as arestas deixam de ser retos apresentando distorcoes. Deseja-se
caracterizar estes alongamentos e distorgoes definindo a deformagao em cada ponto do corpo sélido.
Para facilitar a apresentacdo, consideram-se os planos zy, zz e yz individualmente.

p. | &Y

€

€
&5

(a) Forma Inicial (b) Forma Deformado

Figura 1.3: Elementos Diferenciais

As Figuras 1.4a e 1.4b ilustram as projecoes dos elementos nao-deformado e deformado no plano
xy com os respectivos deslocamentos u e v dos pontos P; e P, e as distorgoes 7, e 2. Analisa-se
inicialmente apenas o caso em que ocorre somente alongamentos do elemento nas direcoes x e y, con-
forme ilustrado na Figura 1.4a. O alongamento na direcdo z serd dado pela variagdo de comprimento
Az’ — Az dividido pelo comprimento inicial Az, ou seja,

Az — Ax

Az
Por sua vez, a partir da Figura 1.4a, tem-se que Az’ = Az + Au. Logo,
Ar' — Az Az +Au— Az  Au

Az Az T Az (1.11)

Fazendo Az pequeno, tem-se que o ponto P; se aproxima de P» e define-se a deformacao especifica

longitudinal do ponto P; na dire¢ao z como o limite para Az tendendo a zero, ou seja,
ern(y.2) = lim Au ~ lim u(z + Az, y + Ay, z + Az) —u(x,y,z).

7 Az—0 Az Az—0 Ax

(1.12)
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Figura 1.4: Deformagoes do elemento diferencial

O limite anterior é a prépria definicao de derivada parcial pois o deslocamento u depende das coorde-
nadas (z,y, z) de cada ponto. Portanto,

ou(z,y, z)
s (1.13)

Este mesmo procedimento pode ser repetido para se obter a deformagao especifica longitudinal
de P, na direcao y, ou seja,

5:1::1:(55,%2) =

. v . v+ Az,y+ Ay, z + Az) —v(z,y, 2)
=1 — =1 . 1.14
fu(@9,2) = Jimy Kg = A, Ay (1.14)
Portanto,
Ov(z,y,2)
eyy(T,y,2) = oy (1.15)

De maneira anéloga, conforme a Figura 1.4c, analisando somente a direciao para a y onde ocorre



apenas uma distorcao 7y, a seguinte relacdo trigonométrica é vilida
Av
tany; = —. 1.16
n= L (1.16)

Tomando-se Az pequeno, tem-se que a tangente de -y; é aproximadamente igual a 1, ou seja, tany; =
~1. Logo, a seguinte relacdo é valida

. Awv . v(z+Az,y+ Ay, z 4+ Az) —v(z,y,2z)  Ov(z,y,z)
n= Alirgo Az Alirgo Az - oxr (1.17)
Considerando agora apenas uma distorcao s, conforme Figura 1.4d, nesse caso,
Au
tanyp = A—y

Tomando-se agora Ay pequeno, tem-se que tan -y, = y, € portanto
vy = lim Au _ lm u(z + Az, y + Ay, z + Az) —u(x,y, 2) _ ou(z,y, z) . (1.18)
Ay—0 Ay Ay—0 Ay oy
A distor¢ao total no plano zy, denotada como ,y(z,y, z), é dada pela soma de v, e 2, ou seja,

_ Ov(z,y,2)  Ou(z,y,z)
T v Yy = - . 1.1
Yoy (2,9, 2) =11+ 72 et oy (1.19)

Analogamente para o plano zz, Figura 1.4e, com os respectivos deslocamentos u e w dos pontos
Pie P, e as distorgoes 3 e 74, efetua-se o mesmo procedimento anterior, determinando-se a deformacao
especifica longitudinal do ponto P, na direcao z como
_ Ow(z,y, 2)

el ) = S (1.20)

e a distor¢ao ., (x,y, z) no plano zz

ou(z,y, 2z ow(x,y, z
Yoz (.Y, 2) = 13 + 14 = (azy ), (&Ey ), (1.21)

Finalmente, tomando-se o plano yz,Figura 1.4f, tem-se a distorcao 7,.(z,y, z) dada por

_ _ _ Ov(z,y,2) | Ow(z,y,=)
Vo= (2,9,2) = 75 + 96 = —— 5=+ oy (1.22)

As componentes de deformacao anteriores podem se reorganizadas numa forma matricial da
seguinte maneira

- 3 0 0 -
oz 5
Eao(#,,2) ) 0 3 °
fuy (7,1, 7) 0o 0o 2| ulyz)
ex2(2,9,2) | _ 5 g 02 o(z,y,2) b, (1.23)
7$y($7yaz) — — 0
_ a a ’LU(II?,y,Z)
’ym(ac,y,z) 87/ z 9
\ Wyz(a:ayaz) J & 0 8_
, 09
L 0z Oy
ou ainda

{e} = [Li{u},
sendo [L] um operador diferencial.

Assim, tem-se que o estado de deformacao em cada ponto de um corpo sélido é caracterizado
por 6 componentes de deformacdo. Observa-se que as componentes de deformacao especificas e,
Eyy € €2, 520 quantidades adimensionais, as quais estabelecem uma relacao de variacao especifica das
componentes de deslocamento ao longo de uma determinada direciao. Por sua vez, as distorgoes 7y,
Yz € Yy- representam deformagoes angulares e sao dadas em radianos.

Finalmente, deve-se ressaltar que a deducao anterior, assim como a Mecanica do Continuo, estd



totalmente baseada na idéia de diferencial. A partir da Figura 1.2, comparou-se a cinemdtica relativa
de dois pontos arbitrarios Pie P» do corpo sélido. A distancia d entre estes pontos pode ser feita tao
pequena quanto se queira, de tal forma que pode-se falar do estado de deformacao em P;.

1.4 Movimento de Corpo Rigido

Se as normas dos vetores d e d’ ilustrados na Figura 1.2sao iguais entao o corpo sélido sofreu um
deslocamento rigido. Define-se corpo rfgido como aquele em que a distancia entre dois pontos quaisquer
permanece constante para qualquer acao de movimento. Isto implica que todas as componentes de
deformacgao em cada ponto do corpo sao nulas, ou seja,

( ou(z,y, z
ov(z,y, z
5yy(35a?/az) = % =0
ow(z,y,z
_ do(w,y,2) | Dulw,y,2) _ (1.24)
le'y(x?y’Z) = ax + ay = 0
i ou(z,y,z ow(x,y, z
7xz($ayaz) = ( Zy ) + (&ch ) =0
_ ov(z,y,z ow(x,y, z

Se a cinemética u(z,y,z) = {u(z,y,z) v(z,y,2) w(:z:,y,z)}T é tal que as componentes de
deslocamento u,v e w sdo constantes para todos os pontos de 3, entdo tem-se apenas uma translacao
rigida. Nesse caso, as condigoes anteriores sao satisfeitas.

Se agora o corpo apresenta rotagoes 0, 0, e 6, constantes em torno dos eixos x, y e z respecti-
vamente, o vetor deslocamento é dado por

e, e e,
u(z,y,z) =rx@=det | = y 2z |=(yb, —z0y)e,+ (20, —z0,)e,+ (z0, —yb,)e.,(1.25)
0, 6, 0,
sendo (0, z — 0,y) = u, (0, x — 6,2) = v e (0, y — yz) = w. Novamente, o deslocamento anterior
implica que as componentes de deformacao sejam nulas.

Dessa forma, um deslocamento rigido geral é dado pela soma de uma translagao e uma rotagao

rigida da seguinte forma

Uo (y0, — Zey)
u(!E,y, Z) =ug+r X 0= Vo + (zom - $02) ) (126)
Wo ((L‘Hy — y0z)

sendo ug, vg, wo, Oz, Oy e 0, constantes para todos os pontos do corpo B.

1.5 Trabalho Interno

No caso de corpos deforméveis, emprega-se o conceito de trabalho interno para se determinar os
esforcos internos associados as deformacoes decorrentes das acoes cinemdticas impostas ao corpo. O
trabalho interno associa as deformagoes um conjunto de esforgos internos compativeis com as proprias
componentes de deformacao e com a cinemaética do problema.

Assim, associado as componentes de deformac¢ao normal e,4, €4y € €., em cada ponto do corpo,
tem-se as respectivas tensoes normais 0, oyy € 0,,. Da mesma maneira, associadas as distorcoes 7,
Yuz € Yyz, tem-se as respectivas componentes de tensao cisalhante 7y, 7, € 7y,. O trabalho interno



para um elemento diferencial de volume dV do corpo sélido é dado por

dT; = — [Umcgmc + OyyEyy + 022622 + TayVoy + TozVoz + Tyz'?yz] .
O sinal — é introduzido apenas por conveniéncia quando da aplicacdo do Principio dos Trabalhos
Virtuais.

O trabalho interno total é obtido através da soma do trabalho de cada elemento diferencial, ou
seja, através da integral de volume

T — _/ U$$($ayaz)5mm($ayaz) +O-yy($7yaz)5yy($ayaz) +O'zz($ayaz)gzz($ayaz) dv (1 27)
’ v +7—:vy(xa Y, Z)'?xy (xa Y, Z) + Tzz (xa Y, Z)'?xz (xa Y, Z) + Tyz (xa Y, Z)'?yz ((L‘, Y, Z)

Fazendo uma andlise dimensional do primeiro termo no integrando da expressao anterior, sabe-se

que a unidade resultante deve ser igual a trabalho interno, ou seja,
N1 [m

arl9,2)eualz,,2)aV) = | 25| |2 ) = (V). (1.28)
Logo, associada & deformagao e, (2, ¥, 2), que é um nimero adimensional por defini¢ao, deve existir
uma func¢io continua o, (x,y, z), representando os esfor¢os internos normais na direcdo z, com di-

. [N . . . ~
mensao {—2 . Assim, ao se realizar a integracio no volume do corpo V, expresso em [m?], obtém-se
m

unidades de trabalho ou energia [Nm]. A funcio o,,(z,y,2) é denominada componente de tensao
normal na direcido x.
Substituindo as componentes de deformacao na expressao do trabalho, tem-se que

du Y,z v Y,z ow xz,Y,z
Umm(xayaz)% + O-yy(xayaz)% + Uzz(ﬂ%yaz)%

L 6v(ac,y,z) 8u(ac,y,z)> <8u(m,y,z) 8w(x,y,z)>
T'l - /V +sz($,y,z) <8 o + ) 8y + Twz(xayaz) Oz + ox
v(z,y, 2 w(z,y, z
R T

As tensbes normais representadas por o.s, 0yy € 0., na equacao (??) sdo responsiveis pelo
alongamento do corpo nas direcoes x, y e z respectivamente. Por sua vez, as tensoes de cisalhamento
Tuys Tzz € Ty, SA0 responsaveis pelas distor¢oes nos planos xy, zz e yz respectivamente.

Em geral, deseja-se obter uma expressao em termos das componentes do deslocamento do corpo
e nao de suas derivadas, como aparecem na equagao (??) para o trabalho interno. Considerando
que as componentes de tensdo e de deslocamento presentes na equacao (??) sdo continuas em todo
o dominio do corpo, pode-se realizar o procedimento de integracido por partes de forma a reduzir a
sua ordem de diferenciacdo nas componentes de deslocamento. De uma forma geral, a integracao por
partes para fungoes continuas quaisquer f e g dependentes de z, y e z é definida como

0 0
[ i 228y = [ OHED oy gy b [ e,y 200,y 2nads

dV (1.29)

[ g2 gy - [ O 0y gav sk [ ey, 2wy, ngds (130
1% 1% S

oy dy
[ty 288D gy o [ OIEEED oy av s [ ey, gt 2nads
% 0z v 0z S

sendo f(z,y,2) e g(z,y, z) funcoes escalares e continuas no dominio V' e ng, ny e n, sao as componentes
do vetor n =n e, + nye, + n,e, normal a superficie S (contorno de V'), ver Figura 1.5.

Aplicando esse conceito para cada integral de volume na expressio do trabalho interno (?7),
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tem-se que

NCNx Ny Nz)

Figura 1.5: Integracao por partes tridimensional

(
—/ Um@dV:/ aam udV — / OpgungdS
S A s
- —dV:/ 9%y dV—/ ds
/V Uyygy v 38y OyyVTly
- / azza—de: / 22 1pdV — / 02w dS
Y ou, o, or, (1:31)
- / oG yav = / YudV — / TayungdS + / YpdV — / ToyoniadS
v
—/ Tm(gu dV / 87” udV — / TwzunzdS'—i—/ aTm wdV — / TazWNedS
z
—/V 20y ade / aTyZ vdV — /T vndS+/ 8“” wdV — /T wnydS
\ v v, By yzUNz yz Wiy
Substituindo as expressoes anteriores na equagao (??) e reagrupando os termos, obtém-se
T, =T + 17, (1.32)
sendo
do. or, or, or, do or,
¢ /) 8:1:+8y+3z ut 8x+8y+3zv (1.33)
0Ty, 0Ty, 00,
1.34
+<8x+6y+6w>w]dv (1.34)
e
Tis = _/g[(axxnx+7xyny+7xzn2)u+(T:vynév+0yyny+Ty2nz)v (1.35)
+ (Tw2ng + Tyzny + 022n,) w] dS. (1.36)

Fazendo uma andlise dimensional dos integrandos das expressoes de T} e Tls , observa-se que

T
el = |- (1.38)

Ozxx
Logo, o termo [
x

conhecida também como for¢a interna de corpo. J& o termo [o,,n,] representa a carga interna dis-
tribuida na superficie do sélido, também conhecida como forca interna de superficie. Assim, TiV e Tis
representam o trabalho interno, respectivamente, das forcas internas de volume e superficie do corpo.

representa uma densidade de forca interna por unidade de volume do sdlido,
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1.6 Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV)

Os objetivos do PTV sao estabelecer os esforgos externos compativeis com os esforgos internos
e determinar uma expressao local para o equilibrio entre estes esforcos. Este principio estabelece que,
se 0 corpo estd em equilibrio, os trabalhos externo e interno sao os mesmos para qualquer ac¢ao virtual
de movimento
(z,y,2)
a(z,y,2) =< 0(z,y,2) ¢, (1.39)
w(z,y,z)
aplicada sobre o corpo, a partir de sua configuracao deformada. O termo ac¢do wvirtual significa que o
principio é valido para toda e qualquer agao hipotética de movimento, pequena ou grande, desde que
compativel com a cinemdtica do problema.

Para avaliar intuitivamente o peso de um corpo qualquer a partir de sua configuracao de
equilibrio, impoe-se uma agao de movimento @(x, y, z) para retirar o corpo do seu estado de equilibrio.
Dessa forma, pelo PTV pode-se concluir que, o trabalho das forcas externas necessario para fazer com
que o corpo abandone sua configuragao de equilibrio é igual & energia potencial gravitacional (trabalho
das forcas internas, nesse caso o peso) armazenada no corpo na nova configuracio de equilibrio. De
maneira simplificada, ergue-se o corpo até uma altura genérica h, realizando um trabalho externo
T.. Aplicando o PTV é possivel concluir que T, = —Ph, sendo P o peso do corpo em questio. E
importante salientar que, o peso P do corpo é sempre possivel de ser determinado, independentemente
do valor de numérico de h, por isso que a agao de movimento @(z,y, z), que levou o corpo da sua
configuracdo original de equilibrio até a altura h é definida como virtual.

Define-se 0 PTV como

T.+T; =0, (1.40)
sendo T, e T; os trabalhos das forcas externas e internas agindo sobre o corpo. Substituindo o resultado
da equagao (??) em (1.40), obtem-se

T, = -T,= =T} - T} (1.41)

Para que ocorra equilibrio, é preciso que haja em contrapartida aos esforcos internos, esforcos
externos de volume e superficie, de tal forma que,

T + 717 = -1V - 1T7, (1.42)
sendo T e T, respectivamente, o trabalho externo das forcas de corpo e de superficie necessarios
para garantir o equilibrio.

Definindo b(z, y, z) como sendo a densidade das forgas externas por unidade de volume e t(z, y, z)
como a forca externa distribuida na superficie do sélido, tem-se

T. = TV +T7 (1.43)
= [ B2y, 2)dV + [ €y, 2) (e, 2)dS (1.44)
\4 S
- / (byii + byis + byd)dV + / (bat + 1,0+ £40)dS. (1.45)
\4 S

Para que haja equilibrio entre os trabalhos dos esforcos externos e internos é preciso que para
qualquer agao virtual a(z,y, 2)

o= -1, (1.46)
TS = -T7. (1.47)
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Substituindo as expressoes dos trabalhos das forcas de volume e superﬁcie da equacio (1.45) em
(1.46) e (1.47) e agrupando os termos das integrais de volume e de superficie tem-se que

004 OTgy  OTy, ) R (879”, Ooyy . 0Ty, > .
b b
/V [( oz + ay + Ep + U + Oz + oy + 92 +0y |0

N -0
Ox oy + ow * Z) w}
e
/S [(O—xx’l’bg; + ToyTy + TgzNy — t:l:) -+ (Txynx + OyyTly + TyzTz — ty) 0 (149)

+ (T2 + TyzNy + 0z,Ny — t,) ’LD] dsS =0

Como 0(z,y, 2) = {u(z,y,2) 9(z,y,2) w(x,y,z)}T ¢ uma agao de deslocamento virtual arbi-
traria compativel com a cinemética do problema, pode-se concluir que as equagoes (?7?) e (1.49) serao
satisfeitas somente quando as equacoes diferenciais

004y OTyy  OTys

8836 a(')y aaz

Tay Oyy Tyz
b, =0 1.

Ox dy 0z + 0y (1.50)

0Tp, Oy, Oo
+ S 4

zZ
+b,=0
Ox oy ow ?
e as condicoes de contorno

by =0

OgaNy + TeyTy + Tz —tp =0

TayNg + OyyNy + TyzNy —ty =0, (1.51)

TrzNg + TyzNy + 0n, —t, =0
forem satisfeitas simultaneamente. O conjunto de equagoes em (1.50) define o sistema de equagoes
diferenciais de equilibrio entre as forcas de volume externas e internas valido em todo o dominio do
corpo s6lido. O conjundo de equagoes em (1.51) define as condigoes de contorno na superficie do
solido.

Os sistemas de equagcoes em (1.50) e (1.51) definem o Problema de Valor de Contorno (PVC) para

o equilbrio de sélidos em trés dimenstes. Nenhuma hipdtese simplificadora foi introduzida, além da
continuidade das a¢oes cinematicamente possiveis e de pequenas deformacoes. Assim, esta formulagao
¢ valida para qualquer meio continuo independentemente do tipo de material com o qual o meio é
formado.

1.7 Lei de Hooke Generalizada

Até o momento, foram estabelecidos os conceitos de deformagao e tensao aplicaveis a qualquer
material em equilibrio que satisfaca as hipdteses de meio continuo. Agora serdo definidas equagoes,
caracterizando o comportamento de um determinado tipo de material e suas respostas dado um car-
regamento aplicado. Tais equagoes sao denominadas equagoes constitutivas, pois descrevem o com-
portamento do material em decorréncia de sua constituicdo interna. As equacOes constitutivas corre-
spondem & formulagao mateméatica do modelo de comportamento de um material idealizado, visando
aproximar as observagoes experimentais do comportamento do material em uma determinada faixa de
aplicagao.

Nesse contexto, define-se o sélido eldstico, linear, homogéneo e isotropico, que obedece o modelo
constitutivo conhecido como Lei de Hooke. Por elastico deve-se entender que o material retorna a sua
forma inicial, ou seja, nao existem deformagoes permanentes apds cessar o carregamento. Linear
significa que a relacdo entre as tensoes e deformagoes é uma fungdo linear. Assim, um aumento no
valor das tensOes provoca um aumento proporcional no valor das deformagoes. Homogéneo indica
que o as propriedades do material sao iguais para todos os pontos do corpo. Isotrépico significa que
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as propriedades mecanicas medidas ao longo de uma direcdo sdo iguais quando medidas em todas as
outras direcoes. Um exemplo de materiais que obedecem esta lei para uma faixa definida como faiza
eldstica, sdo os materiais metdlicos (ago, aluminio, cobre, etc.) & temperatura ambiente.

Observa-se, através de experimentos que, quando esses materiais sao solicitados uniaxialmente,
ou seja, tensdes normais em uma nica diregio, existe uma faixa onde a relagdo tensdo versus defor-
macao apresenta um comportamento linear eldstico definido como

o
Ope = Hegy = €0 = %, (1.52)

sendo E definido como Médulo de Elasticidade Longitudinal ou Médulo de Young, representando o

comportamento eldstico do material, quando submetido a um carregamento uniaxial.

Percebe-se também que tais materiais sdo isotrépicos, na maioria dos casos, apresentando o
mesmo comportamento em todas as diregoes. Logo,

oy = Bey = ey =2, (1.53)
0., = Feyy=e,,= % (1.54)

No caso de um carregamento unixial, observam-se deformacoées nas diregoes perpendiculares ao
carregamento. Considerando um alongamento e;, do corpo na direcao x, verificam-se encurtamentos
do corpo nas dire¢oes perpendiculares (neste caso y e z), 0s quais sdo proporcionais ao alongamento
na direcao xz. Por exemplo, para o caso de uma barra tracionada na direcao longitudinal, ocorre uma
reducdo do didmetro. O inverso ocorre no caso de compressao. Assim, no caso de um carregamento
na direcao z, tem-se que

Eyy = Ezz = —VEgg = Eyy = €45 = — 0w (1.55)
Analogamente para as outras diregoes, considerando a isotropia do material
v
Exz = €5 = —VEyy = Egg = €5, = —any, (1.56)
v
Exz = Eyy = —VEyy = Exg = Eyy = — 50 (1.57)

A propriedade v é denominada Coeficiente de Poisson. Um valor tipico para o aco é v = 0,33. O
sinal de — nas equagoes (1.55) (1.56) e (1.57) é empregado apenas para representar o fenémeno fisico
observado.

Para carregamentos triaxiais (tensde normais nas diregoes z, y e z, simultaneamente) observa-se
que existe uma sobreposicao dos efeitos dos carregamentos em cada direcao. Portanto, superpondo os
efeitos vem que

Egw = % — %O'yy — %O’ZZ = %[Um —v(oyy +0.2)], (1.58)
Cyy = % - %Uﬂm - %Uzz = %[Uyy —v(02 + 022)], (1.59)
€yy = UEZ — %ayy %am = %[azz —v(oyy + 02z)]- (1.60)
Considerando agora o caso de cisalhamento puro do material, verifica-se que

T = oy = ey = oy = T (1.61)
e = Gl = gy % Tos = S (1.62)
Tyz = GYyz = ﬁ'}’yz = Vyz = wTyz- (1.63)

O termo G é denominado Mdédulo de Elasticidade Transversal. A Figura 1.1 iustra os tipos de car-
regamentos atuante em um corpo sélido.
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Figura 1.6: Carregmentos atuando sobre um corpo tridimensional

Deve-se observar, através das equagoes (1.61) (1.62) e (1.63), que os efeitos do cisalhamento em
um determinado plano nao provocam distorgoes nos outros planos. Desta forma, 7.,,7;, e 7y, sdo

independentes (desacoplados).
Pode-se escrever as relacoes anteriores na forma matricial

(

\

ou seja,

EII

)

1
E

{e} = [Cl{o}.

A matriz [C] pode ser invertida, permitindo expressar as componentes de tensdo em funcio das

1
—v

—v

1

—v
—v

0

0 0 fo
0 0 Oyy
0 0 oo
0 0 Try
2(1+v) 0 Tz
0 20+0) ] {7
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componentes de deformacao

Orz ) [ 1—wv v v 0 0 0 €xz )
Tyy v 1—w v 0 0 0 Eyy
Oy o E v v 1—w 0 0 0 Exy
Tay r = (1+v)(1—2v) 0 0 0 1320 0 0 7)’my ) (165)
Taz 0 0 0 0 =2 9 N
L 7y ) L0 0 0 0 0 211 v )
ou em forma compacta
{o} = [Dl{e}.
Expandindo a expressao para o,;, tem-se que
- + B (et (1.66)
72 T A o)1 —20) T (L +o)(l—20) W) ‘
E
Somando e subtraindo o termo —v&tm do lado direito da equacao (??) e rearranjando,
(1 +v)(1—2v)
obtém-se
E Ev
7 = o) T o 2oy o o ) = 2 (67
sendo 1 e A os coeficientes de Lamé dados por
- _F (1.68)
b= 0oy '
E
A= 0 (1.69)

(1+v)(1—2v)
O termo e representa a dilatagdo do corpo, ou seja,
€ =¢€gy +Eyy + €z
Efetuando o mesmo procedimento para as demais componentes de tensao normal, tem-se ao final
as expressoes da Lei de Hooke generalizada para um material eldstico, linear, homogéneo e isotrépico
Opz = 2pEzz + A€
Oyy = 2[€,, + Ae
Ozz = 2UEzy + A€
Toy = WYy
Tez = WYxz
\ Tyz = WYy

(1.70)

1.8 Aplicacao da Equacao Constitutiva

As expressoes anteriores fornecem para um sélido eldstico, linear, homogéneo e isotrépico as
componentes de tensao em cada ponto do corpo em funcao das respectivas componentes de deformacao.
Substituindo estas relacoes nas equagdes de equilibrio (1.50) obtém-se as condicoes de equilibrio em
termos das componentes de deslocamento.

Para a primeira equacao de (1.50) vem que

0 0 0
%(2:“59696 + )‘e) + a_y(:u'j’:vy) + &(Nﬁ’xz) +b, = 0

de Oce 0 ,0u Ov 0 Ou Ow

=42 (= ) e (o — = 0. 1.71

)\630+ o +M6y(6y+8x)+uaz(82+6ac)+bx 0 (171)
Observa-se que

d ,0u Ov Pu 0 0v *u  Oeyy

(=42 = 4 (=2 1.72
8y(8y + 630) oy? + Ox((?y) oy?  Ox’ (1.72)
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0 Ou Ow 9%u 0  Ow _82u 0,

Ty 2 2, 92 . 1.73
82(82+63€) 622+8x(6z) 8y2+ Ox (173)
Substituindo estas relagoes em (1.71), tem-se que
de Oce 9 0%u Oeyy 0 0%u Oy,
A— +2 —(=— — (== b, = 0. 1.74
or "o e T ) e G t e ) T (1.74)
Oerw 0%
Lembrando-se que e = €, + €yy + €., € ——— = ——; e reagrupando os termos
ox 0x?
Oe 0? 0? 0?
- - = 1.
(”\+”)8z+”(az2+ay2 82)u+bx 0. (1.75)

Efetuando o mesmo procedimento para as duas outras equagoes em (1.50), obtém-se ao final as
Equagoes de Navier em termos das componentes de deslocamento e da dilatagao e, ou seja,
( A+ )@—F (8—2+8—2+8—2)u+b =0
Blag TH 552 oy? 022 N
OrwZ e+ 2 2
Ry
\(/\ML)&JF (82+a 82)w+b =0

Observa-se que enquanto as equagcoes de equilibrio (1.50) sao vilidas para qualquer meio continuo
tridimensional em pequenas deformacoes, as equacoes de Navier fornecem o equilibrio em termos de
deslocamentos apenas para um material que obedece a lei de Hooke.

v+ by . (1.76)

E importante salientar que a solu¢ao analitica do sistema de equagoes em (1.76) pode ser obtida
apenas em alguns casos muito particulares. No caso de nao existir uma solugio fechada para um dado
problema, aplicam-se técnicas de solu¢do numérica como o Método dos Elementos Finitos (MEF).

1.9 Formulacao Empregando Tensores

A formulagao empregada até agora utilizou niimeros escalares e vetores como entes matematicos
bésicos. Um outro conceito matemético de grande importancia no estudo de problemas de Mecanica
é o tensor. O seu uso permite apresentar de forma compacta e elegante a formulagao de vérios
problemas. Uma outra vantagem é que as equagoes expressas na forma tensorial sdo independentes do
sistema de coordenadas empregado. Assim, é possivel concentrar-se apenas nos conceitos envolvidos
nas equacoes sem se preocupar com detalhes desnecessarios sob o ponto de vista da apresentacao de
uma formulacdo. Estes detalhes serao importantes apenas quando se adota um sistema de coordenadas
especiﬁco para o estudo de um problema.

Na verdade, o conceito de tensor representa uma generalizacao.de escalares e vetores, pois estes
podem ser definidos, respectivamente, como tensores de ordens zero e um. Os tensores de segunda
ordem sao usados extensivamente em Mecanica, podendo-se citar os tensores de deformacao, de tensao
e de inércia. Por sua vez, tensores de quarta ordem sao empregados para a representagao de equagoes
constitutivas de materiais.

A seguir, formula-se o problema de corpos sélidos introduzindo o conceito de tensor. Para tanto
serao seguidos os mesmos passos utilizados anteriormente. Antes disso porém, torna-se importante
apresentar uma definicdo para um corpo.

1.9.1 Corpo

O espaco geométrico em consideracdo no estudo da Mecéanica do Continuo é o espaco euclidiano
tridimensional £. Os elementos de £ sao denominados pontos.

Todo corpo tem como caracteristica fisica principal o fato de ocupar regides do espago euclidiano
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tridimensional. Assim, um corpo qualquer pode ocupar diferentes regides em tempos distintos. Embora
nenhuma destas regioes possa ser associada ao corpo, torna-se conveniente selecionar uma delas,
denominada configura¢do de referéncia B, identificando pontos do corpo com as suas posicoes em B.
Desta maneira, um corpo B passa a ser uma regiao regular de £, sendo os pontos de B denominados
pontos materiais. Qualquer subregiao regular limitada de B é chamada parte, a qual é indicada por P.
Os contornos do corpo B e da parte P sao indicados, respectivamente, por 9B e 0P. Estes conceitos
estao ilustrados na Figura 1.7.

Como um corpo pode ocupar diferentes regides ao longo de um movimento, torna-se necessario
a introdu¢ao de um pardmetro t € [tg, 7], designando uma certa configuracao B; do corpo. Observa-se
que em varios problemas ¢ nao representa necessariamente o tempo.

P~

Figura 1.7: Defini¢ao de Corpo

1.9.2 Vetores

Intuitivamente, observa-se que a soma de dois pontos nao possui nenhum significado. Entretanto,
a diferenca entre dois pontos x e y é definida como sendo um vetor, ou seja,

v=y—-x x,ycé. (1.77)
Pode-se entao colocar a seguinte importante observacao. Um vetor é definido formalmente como

a diferenca de pontos de £. Apenas quando se adota um sistema de coordenadas, pode-se falar das
componentes de um vetor, assim como da sua direcao e sentido.

O conjunto de vetores obtidos pela diferenca de pontos de £ forma na verdade um espaco de
vetores ou espaco vetorial V. Observa-se ainda que a soma entre um ponto x e um vetor v define um
novo ponto y, isto é,

y=x+v x€& veV. (1.78)

Um sistema de coordendas consiste de uma base ortonormal {e;, ez, e3} e um ponto arbitririo

o de £ denominado origem. A partir dai, as coordenadas de qualquer ponto x passam a ser dadas
pelo vetor posicao r = x — o em relaciao a origem o. Estes conceitos estdo ilustrados na Figura 1.8

A seguir apresenta-se a formulacdo de sélido introduzindo o conceito de tensor. Apesar de uma

das vantagens de se empregar tensores é obter expressoes gerais para qualquer sistema de coordenadas,

utilizam-se a seguir coordenadas cartesianas (z,y,z) para manter compatibilidade com a notacdo
empregada na primeira parte deste capitulo.
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(a) (b)
Figura 1.8: Defini¢ao de Vetores e Sistemas de Referéncia

1.9.3 Cinematica

Como visto na Secao 1.2, a cinematica de um corpo sélido é descrita por um campo vetorial u,
o qual para cada ponto do corpo, com coordenadas (z,y, z), fornece as componentes de deslocamento
u, v e w nas diregoes e;, e, e e, respectivamente. Logo, a cinematica de um sélido tridimensional em
termos de deslocamento pode ser denotada como

u(z,y, 2)
u($7y7z) = U($ayaz) . (179)
w(z,y, z)

1.9.4 Deformacao

Seja f(x) uma funcao da varidvel z. Assim, para cada valor de z, f(z) fornece um nimero real
ou escalar. Por exemplo, f(z) pode representar o deslocamento axial num problema de barra, ou
ainda o deslocamento transversal num problema de flexao de vigas. Pode-se expandir a fungao f na
vizinhanca de z utilizando a série de Taylor, ou seja,

T 2f(z ) f(g
fy) = f($)+d22)d+%dd£(2)d2+“'+%ddx{rf>)du(nil)!dnﬂ (1.80)
= flz)+ df( )d+(9(d2) (1.81)

sendo d = (y —z) e O(d2) um termo de ordem d?. Isso significa que quando y se aproxima de z, ou
seja, d = (y — z) vai para zero, d? tende a zero mais rapidamente. Logo,
2 2
fim — = him Y20 iy —m) =0, (1.82)
YTy —x yor Yy —x Yy—=x
Suponha agora que f é uma funcdo que fornece valores escalares, mas depende das varidveis
x,y e z. Pode-se dizer que f depende do vetor posi¢ao x = (z,y,2) de um ponto do corpo sélido,
denotando-se como f = f(z,y,z) = f(x). Utilizando-se a série de Taylor, pode-se expandir f em
torno de x da seguinte maneira

fy) = F(x) + VT (x)d+0(|d]?), (1.83)
sendo d =(y — x) o vetor diferenca entre as posicoes y = (2, ¢/, 2') e x =(z,y, 2). A norma euclidiana
de d é indicada por ||d|| e [|d||* = («/ — )% + (3 — y)? + (2’ — 2)2. Assim, O(||d||*) é um termo de
ordem ||d]*.
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d,
Como f é agora uma funcao de 3 varidvies, a primeira derivada d—f em (1.81) é substituida pelo
T
vetor gradiente de f, ou seja

of (x)

o)
{VIix)} = v [ (1.84)
of(x)
0z

2y . . . . .
Por sua vez, o termo O(||d||”) significa que o mesmo vai para zero mais rapidamente do que a

norma ||d|| quando y tende a x, isto é,
e 2
tim A =Xy — =0, (1.85)
yoxly —=x[| yox fly —x[|  yox
Seja f agora uma fungao vetorial dependente das varidveis z,y e z, ou seja, f = f(x,y, z) = f(x).
Desta maneira, f tem componentes nas dire¢oes z, y e z. Logo

fa(x)

{fx) =4 fy(x) - (1.86)
f2(x)

Expandindo f em torno do ponto x, tem-se que

f(y) = f(x) + VE(x)d+O(||d|*). (1.87)

Nesse caso, o gradiente de f(x) é dado por
[ of(x) of(x) Of(x)
N ox oy 0z

Por sua vez como f é uma funcao vetorial, cada um dos compnentes do lado direito da equacao
(??) é um vetor andlogo ao da equagio (1.84). Expandindo cada um dos componentes vem que

Ofu(x)  Ofs(x) 0fu(x)

V£ (x) (1.88)

5 ox 5 oy 5 0z
v = | Y gg(cx) J 55‘) J gi") : (1.89)
of.(x) 0f.(x) 0f.(x)
ox oy 0z

Assim, o gradiente de uma fungao vetorial f dependente do vetor posi¢ao x = (z,y, z) é uma matriz de
ordem 3. Na verdade a equacio (1.89) é a representacao matricial do tensor Vf(x) segundo o sistema
cartesiano. Observe que ao se multiplicar a representa¢ao matricial do tensor Vf dada em (1.89) por
um vetor v com componentes cartesianas (vg, Uy, v,), tem-se como resultado um outro vetor, ou seja,

ofs 0f 0fs fc . 0fs . Of

—vx—i-—vy—i-—xvz
or 0 0z v ox 0 0z
or, of, on, | )\ _) on,  oh . on,
or O 0z v oxr * oy Y 0z "
or. of. of. | v of. . of.  Of,
or Oy Oz ox © oy Y 0z °

Torna-se importante aqui estabelecer o conceito de tensor. De forma aniloga ao caso de vetores,
tem-se uma definicdo formal do conceito de tensor. Apenas quando se utiliza um sistema de coorde-
nadas, pode-se falar das componentes de um tensor. Assim, formalmente, define-se um tensor T como
uma transformacao linear do espaco vetorial V em V denotando-se como

Tu =v. (1.90)
Isto implica que ao se aplicar o tensor T num vetor qualquer u, tem-se como resultado o vetor v.
Como a tranformacao é linear, as seguintes propriedades sao validas

T(u+v) = Tu+Tv, (1.91)
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T(au) = «(Tu), (1.92)
sendo @ um numero escalar.

As equacoes (1.90) e (1.92) definem um tensor. Utilizando um sistema de coordenadas com uma
base {e1, ey, e3}, definem-se as componentes de T como

Tij =€; - Tej.
Desta maneira, em termos de componentes as equacoes (1.90) e (1.92) sdo dadas, respectiva-
mente, por

Ty Tip Tis Uy vy
Ty Toy o3 Uz ¢ =4 V2 ¢,
| T51 T32 T33 | | us U3
AT ATRNATE Uy vy T T2 Tiz vy
Ty Ty o3 Uz P+ 4 U2 = Ty Ty o3 V2
| T31 T3 T3s | u3 U3 Ts Tsp Tis U3
Ty T Tiz | [ w
+ | Tor Toy To3 u2 o,
Ts1 Tsp T3z | | us
T T2 Tiz uy T T2 Tis Uy
Ty Ty o3 ad u =« Tyr Ty To3 U2
T31 T2 T33 u3 T31 T3p T33 u3

A cinemética de um corpo sélido também é descrita por uma funcdo vetorial u dependente do
vetor posicdo x = (z,y,z) como indicado em (1.79). Expandindo u(x) na vizinhanca de x de forma
andloga & equagao (1.87) vem que

u(y) = u(x) + Vu(x)d+0(||d||*), (1.93)
sendo Vu(x) o gradiente do campo de deslocamentos calculado em x , cuja representacio no sistema
cartesiano é dada por

ou(x) Odu(x) Ju(x)

Ox 0 0z
ov(x) Ov (yx) ov(x)

ox 0 0z
ow(x) aw?x) ow(x)

ox dy 0z

Como d =y — x, tem-se que y = x + d. Logo, a expressao (1.93) pode ser reescrita como
u(x +d) = u(x) + Vu(x)d+0(||d|?). (1.95)

Observe que o tensor gradiente do campo de deformagao pode ser escrito como

Vu(x) = %Vu(x)—i—%Vu(x)

[Vu(x)] = (1.94)

1 1 1 1
= EVu(x) + §VuT(x) + §Vu(x) — §VuT(x) (1.96)
_ %[Vu(x) + vul'(x)] + %[Vu(x) _ v’ (%) (1.97)

21



Neste caso, Vul'(x) é o tensor transposto de Vu(x). Para se obter a representacio matricial de
Vu” (x) no sistema cartesiano, basta trocar as linhas pelas colunas em (1.94), ou seja,

ou(x) Jv(x) Ow(x)
83(%)() 81(?&() a{gfx)

0 0 0
Ou(yx) ov (yx) ow ?x)

0z 0z 0z
Definem-se os tensores de deformacao E e rotacao €2 infinitesimais, respectivamente, como

E(x) :%[Vu(x) + vl (x)], (1.99)

Vu (x)] = (1.98)

Q(x) :é[Vu(x) — Vu’(x)]. (1.100)

A representacao matricial do tensor de pequenas deformacoes E no sistema cartesiano é obtida
substituindo (1.94) e (1.98) em (1.99). Efetuando as operacoes indicadas vem que

ou(x) 1 <8v(x) N 6u(x)> 1 <6w(x) N 6u(x)>

5 ox 5 2 8:56 oy 2 a@x aaz
Bx) = 1 —’g((yx) +—g(;‘) —g(;) ! Qg?(j‘) + g(:)> . (1.101)
Ju(x)  OJw(x) Ov(x)  Ow(x) ow(x)
%< 0z + oz > %< 0z + oy ) oz

Observa-se que as componentes cartesianas de E(x) apresentam uma relacdo direta com as
componentes de deformagao deduzidas anteriormente na Segao ??. Logo, pode-se reescrever (1.101)
como

[ 15:1:1: (x) %"ymy(x) %
[E(x)] = ?'7903/ X) lgyy(x) §_yz(x) . (1.102)
L 5'7:1:2(3() 57)’3/Z(X) €22(X)

E comum escrever o tensor de deformacio infinitesimal da seguinte maneira

Exx (X) 'ny(x) Yz (X)
[Ex)] =] we(x) eyy(x) v(x) |- (1.103)
L Vew(X)  Vay(x)  €22(x)
As componentes da diagonal principal €;4(X), €4y (X) € €,,(x) representam as deformacoes especificas
nas direcoes x,y e z calculadas no ponto x. As componentes fora da diagonal principal sdo as compo-
nentes de deformacao cisalhante ou distorcao. O tensor E é simétrico pois

'ny(x) = 'ny(x)a Yz (X) = Vza (%), Yyz (x) = 'Yzy(x) . (1.104)
Em geral, a simetria de um tensor T é definida como
T =T7. (1.105)
Em termos de componentes, isto implica que
Tio =T, Tiz=T5, Ty="Ts, (1.106)
ou de forma geral
Ti; =Ty, ,7=1,2,3. (1.107)

Lembre-se que a primeira letra em -, indica o plano x, enquanto o subscrito y indica a dire¢ao
da deformagao. Analogamente, para 7,, € v,. (veja Figura 1.4). Observe que as distor¢oes totais ¥z,
Yz € Fyz nos planos zy, zz e yz dadas em (1.23) sao duas vezes as respectivas distor¢oes vzy, vz, €
VYyz, OU seja,

ny (X) :2’)/1‘:9 (X)a Yz (X) :27Iz (X), Wyz (X) :2')’yz (X) . (1108)
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Analogamente, obtém-se as componentes do tensor de rotagao infinitesimal €2(x) substituindo
(1.94) e (1.98) em (1.100). Logo

0 1 (813()() B 813()())
Yy x

(%5 - 5)

N

Qx)]=| -3 (813()() - ag?) 0 1 (61)6(:) - 8125{)) . (1.109)
Ju(x)  Ow(x) ov(x) Ow(x)
_% ( 9z Oz ) _% < 9z Oy > 0
Pode-se escrever o tensor €2(x) da seguinte maneira
0 —0(x) Qx)
[Q(x)] =4 Q:.(x) 0 —Q(x) ¢, (1.110)
(%) Qu(x) 0

pois ;(x),Qy(x) e Q,(x) indicam as rotacoes infinitesimais de cada ponto x em torno dos eixos
cartesianos x,¥y e z respectivamente.

Para verificar que isto é verdadeiro, considere o elemento diferencial de um meio sélido sofrendo
uma distorcao y; no plano zy, conforme mostrado na Figura 1.9a. Observe que a diagonal do elemento
apresenta uma rotacao €2y em torno do eixo z no sentido anti-horario. Dos dngulos indicados na Figura
1.9a, as seguintes relacoes sao validas

28 =2a+ 7 :>,6:a+%’}'1, (1.111)

B+ =a+m. (1.112)
Substituindo () (1.112) vem que

a+%71+91=a+71 :3912371- (1.113)

Considerando agora que o elemento sofra uma distorcdo -9, mostrada na Figura 1.9b, tem-se
que a diagonal do elemento apresenta uma rotacao 22 em torno de z no sentido horario e, portanto,
de valor negativo. Da Figura 1.9b

28 = 200+ 73 :>ﬁ:a+%72, (1.114)

B—Q2=a+12, (1.115)
e substituindo (1.114) em (1.115)

Qo = —%’)’2- (1.116)

Para o caso geral, onde o elemento sofre uma distor¢ao total v+, (ver Figura 1.9¢), a diagonal
apresenta uma rotagao rigida local Q,(x) dada por

Qz(x) =0 + Q. (1117)
Substituindo (1.113) e (1.116) em (??) e lembrando que vy, = g—; ey = Z—Z vem que
dv(x)  Ou(x)
Q,(x) = . 1.11
(x) = 2 ( ox oy ) (1.118)
Analogamente, para os demais planos (ver Figuras 1.9d e 1.9¢), tem-se que
1 /ov(x) Ow(x)
Q = - — 1.11
1 f0u(x) Ow(x)
200 = 5 ( LX) o ) . (1.120)
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Figura 1.9: Rotagoes de Corpo Rigido

Observe ainda de (1.110) que o tensor (x) é anti-simétrico. De forma geral, um tensor T é
anti-simétrico se

T =-T7. (1.121)
Em termos de componentes, isto implica que
Tip =Ty, Tiz=-T5, T=-T3, (1.122)
Ti1 =Th =T33 =0, (1.123)
ou de forma geral, para 7,5 =1,2,3
Tij = =Ty, 77, (1.124)
T;; =0 1= . (1.125)
Substituindo (1.99) e (1.100) em (1.97) tem-se que
Vu(x) = E(x) + Q(x), (1.126)
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ou seja, o tensor gradiente de deslocamento é dado pela soma de um tensor simétrico E(x) e um tensor
anti-simétrico Q(x). Esta decomposi¢io é valida para qualquer tensor A. Logo,

A =A%+A4, (1.127)
sendo as partes simétrica A e anti-simétrica A4 de A dadas, respectivamente, por
1
AS = A+ AT), (1.128)
1
Al = (A - AT). (1.129)

Diz-se assim que E e € representam, respectivamente, as partes simétrica e anti-simétrica do
gradiente de u, denotando-as da seguinte forma

E(x) = Vu(x), (1.130)

Q(x) = Vi(x). (1.131)

Substituindo agora (1.126) em (1.95) vem que

u(x +d) = u(x) +E(x)d+ﬂ(x)d+0(“d||2). (1.132)

Esta relagdo é bastante importante, pois mostra que o campo de deslocamnentos de um meio
continuo tridimensional contém uma parcela relativa & deformacao infinitesimal, dada pelo tensor E,
e outra compreendendo uma rotacao infintesimal, dada pelo tensor 2. Logo, apenas as componentes
de deformacao em E nao sao suficientes para levar um corpo da sua configuragao original até a sua

configuracao deformada. Uma rotacao rigida infinitesimal ocorre na vizinhanca de cada ponto do
corpo.

Para ilustrar este fato considere a viga em balango tratada como um corpo, conforme ilustrado
na Figura 1.10a. Suponha que a viga seja construida de chapas unidas através de pinos. A Figura
1.10b ilustra a geometria deformada da viga conforme esperado. Removendo os pinos da parte
superior e fletindo cada chapa separadamente, observa-se que, se a rotacao rigida nao estiver presente,
a geometria deformada obtida nao é correta (ver Figura 1.10c), a menos que exista uma rotagao rigida
dos pontos. Logo, este exemplo simples mostra que a parcela da rotagdo infinitesimal (1.132) estd
sempre presente quando um corpo sofre uma deformagao.

‘ Qe

I~
Pinos NeN
N h

(a) (b) ()

Figura 1.10: Interpretacao da rotacao rigida de uma viga.

Considerando agora que os pontos y =x +d e x, ilustrados na Figura 1.11, estejam bem
préximos, tem-se que a norma do vetor d é bem pequena. Assim, na equagao (1.132), despreza-
se o termo O(||d||?) e obtém-se a seguinte expressio para o campo de deslocamentos infinitesimal na
vizinhanca de y = x+d

u(x +d) = u(x) + E(x)d + Q(x)d, (1.133)
ou ainda,
u(x +d) = u(x) + Vu(x)d. (1.134)
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Pode-se utilizar a espressao anterior para mostrar que as componentes do tensor E estao real-
mente relacionadas ao caso de pequenas deformagoes. Rescreve-se (1.134) como

u(x +d) —u(x) = Vu(x)d. (1.135)
A partir da Figura 1.11, observa-se que
d =d+u(x+d)—u(x).

Substituindo (1.134) na expressao anterior vem que

d' = d+Vu(x)d =[I+Vu(x)]d, (1.136)
sendo I o tensor identidade cuja representacao matricial é dada por
1 00
I=|0 1 0]. (1.137)
0 01
Denominando agora
F(x) = I+Vu(x), (1.138)
como o tensor gradiente de deformagao, tem-se que (1.136) assume a seguinte forma
d = F(x)d. (1.139)

Figura 1.11: Deformagao de um Corpo Sélido

A equagao (1.139) permite determinar a dsistancia d’ entre P| e Pj ap6s a deformacio, através
do tensor F e da distancia inicial d. Para se obter a deformagao do ponto P;, basta tomar a diferenca
entre os comprimentos dos vetores d’ e d. Lembre-se que o comprimento ||vH2 de um vetor qualger v
. s . 2
é obtido pelo produto escalar com ele mesmo, ou seja, ||v]|” = v - v. Logo usando (1.139)

Ad=d -d -d-d=F(x)d-F(x)d—d-d. (1.140)
Dado um tensor A, tem-se que o transposto A’ de A é o tinico tensor com a seguinte propriedade
u-Av=ATu.v, (1.141)

para quaisquer vetores u e V.
Com base nesse conceito, a expressao (1.140)
Ad = FI'(x)F(x)d-d—-d-d

= [F'(x)F(x) —Td-d. (1.142)
Denominando
E*(x) = %[FT(X)F(X) 1, (1.143)
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como o tensor de deformgao de Cauchy-Green, a equacao (1.142) pode ser reescrita como

Ad =2E*(x)d - d. (1.144)
Substituindo (1.138) em (1.143), vem que
1

E*(x) = 5{[I+vu(x)]T[I+vu(x)] —1}. (1.145)
Dados dois tensores A e B, tem-se que

(A+B)" =AT +B”. (1.146)

Como I"=1I, portanto
1
E'(x) = {[[+Vu' (x)][I+Vu(x)] -1}

%[I+Vu(x)+VuT(x)+VuT(X)VH(X) —1

- %[vu(x)qu(x)] + %VuT(x)Vu(x)
= E(x)+%VuT(x)Vu(x). (1.147)

Com base na equagao (1.147), pode-se observar que o tensor de Cauchy-Green fornece uma
medida de deformacgao geral, aplicdvel tanto para pequenas quanto para grandes deformagoes. No
entanto, para pequenas deformagoes as normas de u e Vu sdo pequenas, ou seja, ||ul| < € e ||Vu|| < ¢,
com ¢ da ordem de 10 por exemplo. Neste caso, o termo nao-linear $Vu? (x)Vu(x) torna-se
desprezivel e o tensor E* se reduz ao préprio tensor de deformacao infinitesimal E.

1.9.5 Movimentos de Corpo Rigido

Como se sabe, um corpo tridimensional tem 6 movimentos rigidos, correspondentes as 3 translagoes
nas diregoes z,¥y e z e 3 rotagoes em torno dos eixos z,y e z,conforme Figura 1.12. Deseja-se verificar
como as acoes rigidas podem ser representadas utilizando os conceitos apresentados na se¢ao anterior.

Figura 1.12: Movimentos de Corpo Rigido

Uma deformacao é homgénea se o gradiente do campo de deslocamento Vu é constante para
todos os pontos x do corpo, indicando-se Vu = Vuy. Nesse caso, a expressao (1.95) simplifica-se para

u(x +d) = u(x)+Vued. (1.148)
Observa-se que o termo @(||d||?) é nulo pois sendo Vuy constante, os demais termos da série de Taylor
sao automaticamente iguais a zero.
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Como exemplo de deformacao homogénea, tem-se uma translacdo a partir de uma posicao.
Como todos os pontos do corpo sofrem um mesmo deslocamento,ver Figura 1.11, logo

u(x +d) = u(x). (1.149)
Substituindo esta relacdo em (1.148), tem-se que

Vupd =0, (1.150)
Como d é a distancia entre dois pontos arbitrarios do corpo, entao a expressao anterior é nula se

Vuy = 0. (1.151)

Dessa forma, como o gradiente do campo de deslocamentos é nulo, tem-se que o campo de
deslocamentos uy para uma translagao é constante para todos os pontos do corpo, ou seja,

Up
ux) =u(x+d)=u,=9 v ¢, (1.152)
wo

sendo ugp, vg € wg as componentes de translagao nas diregoes z,y e z. Como ug, vy € wy sao constantes,

as respectivas componentes do tensor de deformacao E sao nulas, o que caracteriza um movimento de
corpo rigido.

Considere agora uma rotagao rigida do corpo em torno do ponto P;. Além disso, suponha que
o sistema de referéncia cartesiano esteja centrado em P;, conforme ilustrado na Figura 1.13. Nesse
caso, o deslocamento u(x) do ponto P; na equagao (1.148) é nulo. Logo,

u(x+d) = (Vu)d. (1.153)

w Y

Z

Figura 1.13: Rotagao Rigida Local

Como o movimento é rigido, a parte simétrica de Vu, ou seja, o tensor de deformacao infinites-
imal E é nulo. Portanto,

u(x +d) = Qd. (1.154)
Associado a todo tensor anti-simétrico 2, existe um vetor axial w, tal que
Qv =w X v, (1.155)

T ~ .
para todo vetor v = {v; w2 w3} . Nesse caso, as componentes do vetor w, sao €, Qy e Q,, ou seja,
as rotagoes rigidas em torno dos eixos x, y e z. Para verificar isto, basta expandir os dois lados, isto é,

0 _Qz Qy U1 Uggy - UQQZ
Qv=| Q, 0 -, vy p =< v1Q, —v3Qy 7, (1.156)
—Qy Qx 0 U3 UQQx - U1Qy
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€x €y €y U1 V3wy — Va2Ws3

WXVv=| w ws w3 v9 =< Vw3 — VW] . (1.157)
v V2 U3 U3 Va2W1 — V1W2
Portanto,
wy =
wo =y . (1.158)
w3 = (),

Com base nesses resultados, pode-se escrever
u(x+d) =wxd. (1.159)

Logo, um movimento geral de corpo rigido serd dado pela superposicao dos movimentos de translacao
e rotagao, expressos por (1.152) e (1.159). Assim uma acado rigida geral pode ser escrita como

u(x) =ug +w xd, (1.160)

como obtido anteriormente na Secao 1.4.

1.9.6 Trabalho Interno

No caso geral de pequenas deformacgoes num sélido, o estado de deformacao em cada ponto é
dado pelas 9 componentes indicadas em (1.103). Associadas as deformagoes normais €,,(x), €4y (x) €
£,,(x), tem-se as respectivas componentes de tenssao normal 0,4 (%), 0yy(X) € 0,,(x) representando,
respectivamente, o estado das forcas internas no ponto x nas direcoes x,y e z. Da mesma maneira,
associadas as distorcoes Yuy(x), Yyo(X), Yoz(X), Vea(X), Yyz(X) € 7y(x), tem-se as 6 componentes
de tensdo de cisalhamento 7,y(x), Tys(X), Tz2(X), Toz(X), Ty.(X) e T.y(x), fornecendo o estado das
forgas internas cisalhantes no ponto x segundo os planos zy, xz e yz. Assim, o estado de tensao em
cada ponto de um corpo sélido segundo um sistema cartesiano é dado pelas 9 componentes de tensao
ilustradas em Figura 1.14.

Oyy

Tyx
I -

Tyz/ Txy

B | Oxx

M B Tzx | Txz

Ozz

Figura 1.14: Estado de Tensoes em um ponto de um corpo sélido.

A partir dai, a expressao geral do trabalho interno para um corpo tridimensional é escrita como

T, = — /V (022 (X) €42 (X) + Oyy(X)eyy () + 022 (x)e22 (%)
Ty (x)')’:vy (x) + Tyx (x)')’yx (x) + Txz (x)'Y:vz (X) (1.161)
72 (%) Y2z (%) + Tyz (x)'}’yz (x) + Tzy (x)'Yzy (x)] av. (1.162)

O integrando da expressao anterior representa uma densidade de trabalho interno. Para verificar
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este fato, faz-se uma anélise dimensional do termo 0, (%), (x). Adimitindo que a tensao é dada em
N

{—2], tem-se que
m

[0 (%) €2 (%)] = [%} [T] = {M} : (1.163)

3
m m
Logo, a unidade do termo o, (x)ez;(x) é dada como trabalho por unidade de volume.

Denotando por ¢; a densidade de trabalho interno, ou seja,

ti = 0pa(X)eqa(x) + oyy(x)eyy (x) + 022 (x)e22 ()
+ Ty (%) Yoy (%) + Tya (%) Vyo (X) + oz (%) V22 (%)
+ 720 (X) Y2z (%) + Tyz (x)')’yz (x) + Tzy (x)')’zy (x), (1.164)
tem-se que a expressao (1.162) pode ser reescrita como
T, = —/ t;dV. (1.165)
v

Denotam-se as componentes de tensao no ponto x através do tensor de tensdes de Cauchy T(x),
cuja representacao matricial no sistema cartesiano é a seguinte

Opz(X)  Toy(X)  Tea(%)
T(x)] = | Tya(x) oyy(x) Tyo(x) | . (1.166)
Tea(X)  Toy(x) 02.(x)
O tensor de tensoes de Cauchy T representa o estado interno de tensoes para cada ponto x de
coordenasdas x,y e z de um soélido tridimensional.
Sabe-se que produto escalar de dois vetores a(ay,as,as) e b(by, by, b3) é calculado como
a-b:a1b1 +agb2+a3b3. (1.167)
Este produto escalar de vetores é um caso particular do conceito mais geral de produto interno, o qual
pode ser aplicado a outras entidades matemadticas, tais como funcoes e tensores. Observa-se também
que o produto interno de vetores é comutativo, ou seja,
a-b=b-a. (1.168)
Tomando-se os tensores de pequenas deformacoes E e de tensdes T, o produto interno E - T é
definido como
E-T = tr(ET'T), (1.169)
sendo tr o traco de um tensor, o qual é dado pela soma dos termos da diagonal principal. Substituindo
as componentes cartesianas de E e T e efetuando o produto

T
Exx Yoy VYxz Orzzx Toy Txz
E- T = tr Yyz Eyy Vyz Tyz Oyy Tyz
Yzx Yzy Ezz Tzx Tzy Ozz

= Ogx€az + OyyCyy T 022€22 + Tay Yoy + TyzVyz + Toz Yoz + ToaVexr + Ty VYyz + sz'YZ(yl-l?O)

Comparando este resultado com (1.164), observa-se que a densidade de trabalho interno t; é o
préprio produto interno E - T, ou seja,

t; = T(x) - E(x). (1.171)
Assim, pode-se escrever a expresséo final do trabalho interno da seguinte forma
T, = / T(x x)dV. (1.172)

Uma constatacdo importante da Mecanica dos Meios Continuos é que o tensor de tensdes de
Cauchy é simétrico. A simetria de T é um dos resultados mais importantes do conhecido Teorema de
C’auchy Para verificar este fato, considera-se o trabalho interno associado a um movimento de corpo
I‘lgldO Para um movimento de corpo rlgldo as componentes de deformacao sao nulas. Sabe-se ainda
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que o trabalho interno de deformacao associado a uma rotacao de corpo rigido deve ser nulo, portanto
/T dV+/ T(x) - Q(x)dV
/ T(x) - Q(x)dV = 0.

Expandindo o produto interno indicado tem-se que

T = /V {[rya(x) = Tay ()] Q2 + [T22(X) — Tou(x)] Qy + [Tz (x) — T2y (x)] Q } dV = 0.
Para que a expressao anterior seja verdadeira tem-se que o integrando deve ser nulo, assim
[Tya (%) = Ty (%)] Lz + [722(X) — 72a(%)] Qy + [12(X) — T2y (x)] 2z = 0.
Como as componentes 2,2, e 2, sao arbitrrias, a expessao anterior s6 ¢é satisfeita quando
Ty (X) = Ty ()
Tez(X) = Tpp(X)
Ty (%) = Tzy(%)
Este resultado implica que o tensor de tensdes de Cauchy T é simétrico, ou seja, T = TT. Dessa

forma, sdo necessirias apenas 6 componentes para se estabelecer por completo o estado de tensoes de
um ponto qualquer de um corpo sélido.

Um outro importante resultado é que o produto interno de um tensor simétrico A por um tensor
antisimétrico B é sempre nulo, ou seja,

A - B =0.

Resta agora integrar por partes a expressao do trabalho interno. Para isso, definem-se os con-
ceitos de divergéncia de um vetor e de um tensor.

Dado um vetor v, define-se o seu divergente como

div v = tr(Vv). (1.173)
Expandindo a expressdo anterior em termos das compnentes cartesianas de v(vy, vy, v3), tem-se que
g oy Iuy
A
. V2 U2 U2 U1 V2 U3
d —t g2 Yr2 Y2 - 1.174
V= or Oy 0z oz oy oy t o 0z’ ( )
vy Ovs Jug
or Oy 0z
ou ainda,
9
divv={ — 3¢ v9g »=V-v.
¢
U3
9z
Por sua vez, a divergéncia de um tensor A é definida como
(div A) - v = div (ATv). (1.175)
Desenvolvendo o lado direito da expressao anterior
T
A A A U1
(div A)-v = div Agr Aoy Aos V9
Az Asz Ass U3
Apvy + Ag1vz + Azyvs
= div A1ov1 + Agovg + Agzvs . (1.176)

Aqzv1 + Agzvg + Aszvs
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Aplicando agora o conceito de divergéncia de um vetor

0
%75 Aqvr + Az1vg + Az1vz
(diV A) V= 8_ . A12U1 + A22U2 + A23’03 . (1.177)
d A13v1 + Agzvz + As3vs
\ 9z

Realizando o produto escalar e colocando v1,v, e v3 em evidéncia
( ox + Jy + 0z )

. ) 94n | 04y 0An vl
T A L
31 32 33
\ ( oz + dy + 0z )
Portanto,
0Ay  0A;,  0A
( 11 + 12 + 13)
R
div A = (ajl 822 853) (1.178)

ox oy 0z
Observe que a divergéncia de um vetor é um nimero escalar, enquanto a divergéncia de um tensor é
um vetor.

Sendo A um tensor e u um vetor, a seguinte relacao é valida

A -Vu =div (ATu) — (div A) - u. (1.179)
Usando esta relacio em (1.172) e lembrando que E =VSue T =TT
T o= — / [div (T7 (x)u(x)) — (div T(x)) - u(x)] v
v
= / (div T(x) x)dV — / div ( )dv'. (1.180)

O teorema da divergéncia permite transformar uma integral ao longo do volume V' numa integral
a0 longo da superficie S do corpo. Sendo v um campo vetorial, este teorema implica que

/div v(x)dV:/v(x) n(x)dS, (1.181)
1% S

sendo n o campo vetorial das normais & superficie S.

Aplicando este teorema na segunda integral da equagao (1.180) vem que

/ div (T(x)u(x))dV = / (T(x)u(x)) - n(x)dS. (1.182)
1% S

Usando a defini¢ao de tensor transposto (1 141) e a simetria de T

/ u(x)- T X)dS = / X)dS = / T(x (x)dS. (1.183)
Substltimdo este resultado em (1.180), obtém-se

T, = /V (diVT(x)) - u(x)dV — / T(x (x)dS, (1.184)

que representa a integracdo por partes da expressao do trabalho interno na forma tensorial.
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1.9.7 Aplicagao do PTV

Conforme visto na Secao 7?7, a expressao do trabalho externo compatfvel com (1.184) é dada
por

T, — /V b7 (x)a(x)dV + /S 7 (x)@1(x)dS, (1.185)

sendo b e t, respectivamente, a densidade de forga externa por volume e a carga externa distribuida
na superficie do sélido e @t uma dada acdo cinemética virtual. Aplicando o PTV

T, +T;, =0, (1.186)
e reagrupando os termos de forma conveniente, tem-se
/ (divT(x) 4+ b(x)) - G(x)dV + / (—T(x)n(x) + t(x)) - 4(x)dS =0, (1.187)
v s

para todo deslocamento virtual . Para que a expressao anterior seja nula, considerando que @ é
arbitrario, os termos entre parénteses devem ser simultaneamente nulos, ou seja,
divT(x) + b(x) =0
T(x)n(x) = t(x)

As equacoes anteriores representam o mesmo Problema de Valor de Contorno (PVC) em ter-
mos de tensao, obitido em na Segao ??. No entanto, (1.188) é, sem divida, uma apresentagao mais
compacta e elegante para o problema de equilibrio de corpos tridimensionais. Além disto, a notagao
anterior é abstrata, pois é valida para qualquer sistema de coordenadas adotado. Como observado an-
teriormente, o PVC (1.188) é valido para qualquer meio continuo (sélido, liquido ou gés) em pequenas
deformacgoes.

(1.188)

1.9.8 Aplicacao da Equacao Constitutiva

A Lei de Hooke geral dada em (1.70) na Secao ??, pode ser escrita tensorialmente como

T(x) = 2uE(x) + Ae(x)I, (1.189)
sendo T o tensor de tensdes de Cauchy, E o tensor de pequenas deformacoes, ¢ o tensor identidade,
e(X) = €40 + €yy + €5, a dilatagao e p e X os coeficientes de Lamé.

Para verificar que (1.70) e (1.189) sdo idénticas, expande-se (1.189) segundo o sistema de coor-
denadas cartesiano, ou seja,

Opp(X)  Tuy(X)  Taz(x) Erz(X)  Vay(X) Vaz(x) 100
Tye(X)  oyy(X) Ty (X) | =20 | Yya(X) eyy(x) Yyz(x) | +Ae(x) | 0 1 0 (1.190)
Tow(X)  Toy(X)  022(x) Ve (X)  Vay(X)  €22(%) 0 01
Por exemplo,
Ozz(X) = 2pezz(x) + Ae(x),
Txy(x) = 2N'ny(x)a

as quais sa0 as mesmas expressoes que sao obtidas a partir de (1.70).

O PVC de equilibrio em (1.188) estd dado em termos das componentes de tensdo. Para obter
as equacoes de Navier em termos dos deslocamentos, basta substituir (1.189) em (1.188). Logo

div [2pE(x) + Ae(x)I] +b(x) = 0. (1.191)
Como os coeficientes de Lamé sao constantes, a divergéncia é um operador linear e E é funcao de Vu,
pode-se escrever

pdiv Vu(x) + pdiv VVu(x)+Adiv e(x)I + b(x) = 0. (1.192)
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Analisando o primeiro termo da expressao anterior, tem-se que

Ou du uq | Du, Pu, Pu ]
a_$ a_y & 8.’1)2 8%2 8z2
divVax) = div | 22 2 &\ _) Qv v 0
v - YWl o oy oz | (W T @ + @)
a—w a_w 8_’(1) 8210 8 w 8211)
Or 9y 0z \ (8952 * dy? * 8z2) )
92 92 u(x)
E AR W CY

sendo A o operador Laplaciano.
Para o segundo termo de (1.192), a seguinte expressao é valida
div VT'u(x) = V(div u(x)).

Por sua vez,

_ Ju(x)  Ov(x) n ow(x)

div u(x) = tr(Vu(x)) or + Ay 0z

Logo,
div VTu(x) = Ve(x).

Para o terceiro termo de (1.192) observa-se o seguinte

de(x)
e(x) 0 0 6‘? L
div e(x)I = div 0 ex) O = 88<T ) = Ve(x).
0 0 e(x) Be (x)
0z

= £42(X) + €4y (X) + £2.(x) = e(x).

(1.193)

(1.194)

(1.195)

(1.196)

(1.197)

Substituindo (1.193), (1.196) e (1.197) em (1.192), tem-se as equagoes de Navier vilidas para

um sélido de Hooke em notacao tensorial, isto é,
pAu(x) + (1 + A)Ve(x) + b(x) = 0.

(1.198)

Expandindo a equagao anterior no sistema cartesiano, obtém-se as mesmas 3 equagoes dadas em (1.76).

34



Capitulo 2

Casos Particulares

Neste capitulo serao exemplificados os resultados obtidos com a formulacgao geral de sélidos tridi-
mensionais, considerando os modelos unidimensionais de problemas de barra, viga e torcao, deduzidos
do modelo mais geral, levando-se em conta as hipdteses cinemdticas simplificadoras para cada caso.

2.1 Barra

Pode-se definir como barra, um elemento estrutural, cuja principal caracteristica geométrica é
possuir o comprimento bem maior que as dimensoées da secao transversal. No caso de barra submetidas
a esforcos de tragao e/ou compressao, cosidera-se a barra como sendo um elemento unidimensional e
analisa-se o seu comportamento ao longo da diregao paralela & dimensao longitudinal, ou seja, no caso
do sistema cartesiano, a direcao do eixo z.

2.1.1 Cinematica

A cinemadtica do modelo de barra consiste de agoes de moviemento axiais, ou seja, as segoes
transversais permanecem perpendiculares ao eixo da barra, apds a deformacio. As acoes de movimento
rigido correspondem a translagoes na diregao do eixo x, nesse caso

u(x) u(z)
u(x) =< v(x) p=uz)= 0 . (2.1)
w(x) 0

Assim, s existem agOes cinemdticas ao longo do eixo z, sendo agora as componentes v(x) e w(x)
nulas e o vetor deslocamento somente dependente da direcido .

2.1.2 Deformacao

Com base na hipdtese cinematica anterior, o tensor de pequenas deformacoes se reduz a

du(x) 00
1 T dz
[E(x)]:§(Vu(x)+v ux) = T ool (2.2)
0 0 0
ou seja
exz(z) 0 0
[E(x)] = 0 0 0 (2.3)
0 0 0
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2.1.3 Trabalho Interno

Associada a deformacao €,,(z) deve existir, nesse caso, somente a componente de tensdo normal
o2z (), assim o tensor de tensoes de Cauchy se reduz a

ozz(z) 0 0
[T(x)] = 0 0 0. (2.4)
0 0 0
Consequentemente, a expressao do Trabalho Interno para o problema da barra é dada por
T, = —/ T.E= —/ O (2) 0 (2)dV
1% 1%

_ —/Vam(m)dzgn)dv_—/L </ o )dA) dz;)dx

o e L (A L (2.5)

sendo L o comprimento da barra, A a area da secao transversal, considerada constante ao longo do
comprimento, e N, (z) = 0,,(2)A a forca interna normal & superficie da se¢do transversal.

Integrando por partes a expressao do trabalho interno, vem

T, = /L INo(T) iz — Ny(Lyu(L) + Na(0)u(0). (2.6)
0 dx

2.14 PTV

A fim de se avaliar os esforcos externos agindo sobre a barra, serd aplicado o PTV, assim

T.+T; = 0. (2.7)
Portanto, os trabalho externo compativel com a cinemadtica da barra, para qualquer acdo cinemdtica
virtual 4(z) deve ser

T, = / 2)dz + Pra(L) + Py(0)a(0),

sendo p(z) a carga externa distribuida por unidade de comprimento axialmente sobre a barra e P, e
Py os esforcos externos axiais concentrados nas extremidades em =0 e z = L.

Dessa forma, através do equilibrio entre os trabalhos externo e interno, pode-se estabelecer o
problema de valor de contorno para uma barra submetida a carregamentos axiais da seguinte maneira

(z) =AY (z) = —p(z) para z € (0,L)
Nx(O)ZPU emz =20 .
N, (L) = Py, emz =1L

2.1.5 Aplicacao da Equacao Constitutiva

Apesar de existirem, para o caso tridimensional as componentes de tensao oy, € oy, € as com-
ponentes de deformacao €,y e ¢,,, devido ao efeito de Poisson, no caso unidimensional, esses efeitos
sao desconsiderados, dessa forma, para o modelo de barra a lei de Hooke simplifica-se para,

Oze = (20 + N)egy (2.9)
ou, lembrando-se que,
E
po= o (2.10)
2(1 4+ )
E
A= o (2.11)

(1+0)(1 —2v)’
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tem-se a lei de Hooke simplificada para o modelo unidimensional de barra
du(x
032(z) = Eegg(z) = E% (2.12)
Substituindo essa equacao no PVC do modelo de barra tem-se que
d du(x)
A— | E——= = -
dr ( dr > p(@)
d?u(x
D ), 2.13)
considerando E constante. Assim o problema de valor de contorno para uma barra segundo a lei de
Hooke é

EA

d2
EA u(2:1:) = —p(z) para z € (0,L)
dz N (2.14)
u(0) = ug em z =0
u(L) = ur, emz =1L

Verifica-se que as equacoes de Navier, permitem a obtencdo do mesmo resultado, lembrando-se que
Eyy € €z, sao desconsiderados no modelo unidimensional, assim

(A+u)a§f+u%+bx - 0
(,\+u)d;;’”+u%+bm =0
Aty W, = 0
(2,u+>\)% = —by
% = —b,, (2.15)

sendo admitidas soemente forcas de corpo na direcao longitudinal da barra. Cosiderando o peso
préprio distribuido ao longo do volume
p — Pa)g
r — A b
sendo p(z) a massa especfﬁca por unidade de comprimento g a aceleracao da gravidade local e A a
area de secdo trasnversal da barra, tem-se que a equacdo (2.15) se reduz para

d*u
BA——S = —p(@)g, (2.16)

que é um resultado equivalente ao obtido em (2.13).

2.2 Flexao Pura em Vigas Prismaticas

O modelo de viga, assim como a barra, é um modelo unidimensional, pois considera a dimensao
longitudinal muito maior que as dimensdes da secdo transversal. Serd apresentado nessa secdo o
modelo de viga de Fuler-Bernoulli que desconsidera os efeitos de cisalhamento, o que é razoavel para
vigas de grande comprimento. Se forem considerados os efeitos de cisalhamento, nesse caso trata-se
do modelo de viga de Timoshenko.

2.2.1 Cinematica

Na teoria de Euler-Bernoulli ou flexao pura, consideram-se vigas prismaticas uniformes (de
secdo transversal constante) com comprimento longitudinal como dimensdo predominante. Nesse
caso, o interesse é focado em acoes de movimento chamadas de a¢des de flexdo, ou seja, deslocamentos
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transversais na direcao do eixo y do sistema cartesiano, associados a rotacoes das secoes transversais
em torno do eixo z.

A hipdétese cinematica do modelo de Euler-Bernoulli consiste em supor que as acoes de movimento
possiveis devem ser tais que as segoes permanecem planas, indeformadas e ortogonais ao eixo x da
viga, antes e depois da configuracao deformada. Resumidamente, duas secoes paralelas permanecem
paralelas apés a deformacao. Dessa forma, pode-se mostrar que o campo de deslocamentos deduzido
a partir dessas hipdteses é

—y0(x)
u(z) = v(x) , (2.17)
0
sendo
dv(z)
0 =
() =2,
a rotagao das secoes em relagao ao eixo horizontal. Dessa forma, a componente u(z) = —yf(z) varia

linearmente com a posicio y de cada ponto da secio transversal e v(z) é o deslocamento vertical das
secoes.

2.2.2 Deformacgao

Com base nessas hipdteses o tensor de pequenas deformacoes se reduz para

, _yd%(x) 0 0
Ex)] = 5 (Vu) + 7 u(x) = gl (2.18)
0 0 0
ou seja
exz(z) 0 0
[E(x)] = 0 00 (2.19)

0 00

Apesar de existir uma componente de deslocamento a dire¢ao y, ou seja, v(z), a mesma, com base nas
hipéteses adotadas, deve ser constante para todos os pontos de uma mesma secdo transversal, o que
a caracteriza como uma componente de movimento de corpo rigido, ou seja

dv(z)
~ =0, (2.20)

O modelo de Euler-Bernoulli desconsidera, os efeitos de cisalhamento, de modo que para este modelo
de viga, a tnica componente de deformacio nio nula é e, ().

2.2.3 Trabalho Interno

Associada a deformagao €, () deve existir, nesse caso, somente a componente de tensao normal
032(z), assim o tensor de tensoes de Cauchy se reduz a

ozx(z) 0 0
Tx)]=| 0 0 0]. (2.21)
0 00

Consequentemente, a expressao do Trabalho Interno para o problema da viga de Euler-Bernoulli é
dada por

T, = —/VT-Ez—/Vam(x)am(w)dV
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d*v(z) L d*v(z)
= _/ Umm($) <_y A2 dV = _/0 </A —yo’mm(IL‘)dA> dz? dz
- / M.(
sendo L o comprimento da viga, A a drea da secdo transversal, considerada constante ao longo do
comprimento, e M,(z) o momento fletor interno agindo na viga ao longo do eixo longitudinal.

d (2.22)

Integrando por partes duas vezes a expressao do trabalho interno, vem

L @2 M, () dM, (L) dM,(0) dv(L) dv(0)
T, = — - —(L)+ —— M, (L)—— — M, , 2.2
ou
L @2 M, ()
T, = Tv(x)dx — Vy(L)v(L) + V,(0)v(0) + M, (L)0(L) — M,(0)6(0), (2.24)
0
sendo
dM, ()
= 2.2
V) = =20 (2.25)
a forca cortante interna atuando na secao e
_ du(z)
H(ZE) - dI ’

a rotacao da secao transversal.

224 PTV

A fim de se avaliar os esforcos externos agindo sobre a viga, sera aplicado o PTV, assim
T.+T; = 0. (2.26)

Portanto, os trabalho externo compativel com a cinemética da viga de Euler_Bernoulli, para qualquer
agao cinemdtica virtual 9(z) deve ser

T, = / z)dx + Vo (L) + Vyd(0) + MoO(L) + M7,6(0),

sendo ¢(x) a carga externa distribuida por unidade de comprimento trasnversalmente sobre a viga,
My, e MO os momentos externos concentrados e Vi, e Vj, as caragas concentrados nas extremidades
emzx =0ezx=L.

Dessa forma, através do equilfbrio entre os trabalhos externo e interno, pode-se estabelecer o
problema de valor de contorno para uma viga submetida a carregamentos transversais da seguinte
maneira

2
% =q(z) para xz € (0,L)
M,(0) = My emz =0
M,(L) = M, emz =1L : (227)
Vy(0) =V em z =0
[ V,(0) =11 emz =1L

2.2.5 Aplicacao da Equacao Constitutiva

Analogamente ao caso da barra, para o modelo de viga a lei de Hooke simplifica-se para

du(x oz
7oa(0) = Beqs(0) = B d(z) =k d;p(?)

Pela defini¢ao do momento fletor tem-se que

Ma) = [ ~youla)ia

(2.28)
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dz?
Definindo o momento estatico de drea ou momento de inércia para secao transversal

I(z) = /A y?dA. (2.30)

Considerando E e I, constantes e substituindo a expressao de M, (z) no PVC para a viga tem-se que

2 2’U B
%(Efz—d dx(Z)) = ()

M,(z) = /AEdiz;(f)y?dA:EdZ”(x)/Ay2dA. (2.29)

d*v(x)
BL—pr = @), (2.31)
Assim o problema de valor de contorno para uma viga segundo a lei de Hooke é,
d*v(r)
EIZW =q(z) para z € (0,L)
MZ(O):MO emz =20
M, (L) = My, emz =1L ’ (2.32)
Vy(O) :VO emz =0
[ V,(0) =VL emz = L
sendo
d3v(x)
Vy($) =EI, 3
x
dv(z)
0(z) = 20\
\ (z) dz

2.3 Torcao de Eixos Circulares Prismaticos

Analogamente aos modelos de barra e de viga, o modelo de tor¢do para eixos considera que
o eixo é unidimensional, ou seja, possui apenas uma dimensao predominante que é o comprimento
longitudinal. Este modelo é aplicado apenas a eixos circulares prismaticos, maci¢os ou tubulares,
sendo que o interesse principal é a determinar a rotacao das secdes ao longo do eixo z, isto é, a torcao
da secoes, em funcao das tensoes de cisalhamento aplicadas no eixo.

2.3.1 Cinematica

No caso da tor¢ao de eixos com segoes transversais circulares, as seguintes hipéteses cineméticas
sao consideradas. Primeiramente assume-se que as segOes trasnversais planas permanecem planas
e normais ao eixo longitudinal z, como no caso da barra. Além do mais, assume-se que as secoes
paralelas mantém mesma distancia entre si, ou seja, ndo hd deformacao longitudinal. Verifica-se que
esta hipdtese é verdadeira para eixos prismaticos com secao circular, o que nao ocorre para eixo com
secoes nao circulares. Nesses casos ocorre uma rotacao e empenamento das se¢oes em relacao ao eixo
z, nao permanecendo planas consequentemente.

Adimite-se também que as acoes de movimento produzem uma rotagao nos pontos de uma secao
transversal, que cresce linearmente a partir de zero no centro da secao e atingindo o valor méximo na
periferia. Em outras palavras, cada secao transversal sofre uma rotacao rigida constante.

Com base nessas hipdteses cinemdticas, avaliando a rotacdo de um ponto genérico de uma secao
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circular, pode-se chegar ao seguinte campo de deslocamentos em coordenadas cartesianas
0
u(x) =< —z0(z) ;, (2.34)
yb(z)
sendo €(z) a rotacao ou angulo de torgao das se¢oes ao longo do eixo z.

2.3.2 Deformacgao

Com base nas hipdteses cinematicas assumidas para o problema, de torcao de eixos circulares,
pode-se concluir que as tinicas componentes de deformagao possiveis, sao as distorcoes totais nos planos
Ty e Tz, ou seja o tensor de pequenas deformagoes se reduz a

0 %'7:5y($) %7)’%(5”)
[Ex)] =] 57ay(z) 0 0 , (2.35)
I %’m(w) 0 0
B
[E(x)] = —%zde(g”) 0 0 : (2.36)
B L

2.3.3 Trabalho Interno

Associadas as deformacoes ¥;y(z) e 7;.(z) devem existir as componentes de tensdo 7,,(z) e
722(2), de forma que o tensor de tensoes de Cauchy se reduz a

0 Toy(T)  To ()
[T(x)] = | Tay(z) 0 0 : (2.37)
T:vz(flf) 0 0

Consequentemente, a expressao do Trabalho Interno para o problema de torcao é dada por

7= [T [ (@) @ )]0V

i (282) (22

= [ erl@) + o) G2 av (2.35)

L do(x)
= — — dA) ——=d 2.39
[ ([ oo +yma@naa) =i, (2:39)
sendo L o comprimento da barra, A a drea da secao transversal, considerada constante ao longo do
comprimento, e definindo

M, (z) = /A [~ 27y (2) + YTy (2)] dA, (2.40)

como sendo o momento longitudinal ou torcor interno na segao trasnversal. Deve-se observar que o
momento torcor, varia linearmente em cada secao do eixo z, de forma andloga ao dngulo de torcao
O(x). Assim, pode-se se reescrever a expressao do trabalho interno como
L do(z
T, = —/ M, () P2 4 (2.41)
0 dz

Integrando por partes a expressao do trabalho interno, vem

av

T, = / FAML(®) o — ML(L)O(L) + Mo (0)6(0). (2.42)
0 dz
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234 PTV

A fim de se avaliar os esforcos externos agindo sobre o eixo, serd aplicado o PTV, assim

T.+T; = 0. (2.43)
Portanto, os trabalho externo compativel com a cinemadtica da barra, para qualquer acdo cinematica
virtual 0( ) deve ser

T, = / z)dz + TrO(L) + Tp(0)0(0),
sendo t(z) o torque externo distribuido por unidade de comprimento axialmente sobre o eixo e T, e
Ty os torques externos concentrados nas extremidades em z =0 e z = L.

Dessa forma, através do equilibrio entre os trabalhos externo e interno, pode-se estabelecer o
problema de valor de contorno para um eixo da seguinte maneira

M,
Mo (@) = —t(z) para z € (0,L)
dz. _ (2.44)
M (0) =Ty emz =0
My (L) =Ty, emz =L

2.3.5 Aplicacao da Equacao Constitutiva

Para o problema de tor¢ao de eixos circulares a lei de Hooke simplifica-se para
Toy = Bexy = GYay (2.45)
Toz = P€xz = Gy ’
sendo G' o0 Médulo de Elasticidade Trasnversal. Substituindo as componentes de deformacao

do
Toy = —G2z (z)
df(x) (2.46)
Trz = Gy
dz

Adotando-se um sistema de coordenadas polares para as secoes transversais do eixo, define-se uma
tensao de cisalhamento tangencial, perpendicular ao raio da secao, dada por
df(x

(=)

Tt(xa T, 9) =G d ) (247)
b
sendo 72 = y? 4 22 o raio de posiciao do ponto em analisado e a deformacio cisalhante longitudinal
do(z
3,7, 0) = Ty (@) + T () = DD, (2.48)
Sendo assim, é possfvel demonstrar que
M, (z) = / 72(z, 7, 0)rdA. (2.49)
A
E através da lei de Hooke
do(z
M,(z) = G% /AerA
df(x
= GlIp(x) d(x ), (2.50)
sendo Ip(z) o Momento Polar de Inércia da secio transversal do eixo.
Substituindo essa equacao no PVC do modelo torcao tem-se que
d do(x)
I = —
= (6n@T) = —ta)
d*9(z)
Glp——= proniie —t(x), (2.51)
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considerando GG e Ip constantes. Assim o problema de valor de contorno para um eixo segundo a lei
de Hooke é

2
G’IP&(;E) = —t(z) para z€ (0,L)

dx _ (2.52)
6(0) = 6y em z =0
O(L) =01, em z =1L

2.4 Estado Plano de Tensoes

O modelo simplificado para o estado plano de tensoes é razoavel quando duas dimensoes prevale-
cem e o carregamento é aplicado apenas da direcao do plano principal do corpo, por exemplo, em
problemas envolvendo chapas com o comprimento o e a largura muito maiores que a espessura, como
ilustrado na Figura 2.1.

et

Oxx Oxx

Figura 2.1: Estado Plano de Tensoes

As hipoteses bésicas para os problemas de estado plano tensao sao:

e 3 espessura do corpo é pequena se comparada com as dimensoes nas direcoes z e y;
e n3ao ha forgas agindo nas faces normais ao eixo z;

e as componentes de forcas de volume agem somente no plano zy e sao independentes de z, isto
é, by = by (2,y), by =by (z,y) e b, =0;

todas as forgas agindo no corpo sao planares e independentes de z, ou seja, t, = t, (z,y),
ty =ty (z,y) et, =0.

Com estas hipéteses!, assume-se que as componentes de tensio no plano z (0., Trys Tow) SAO

pequenas comparando-se Com Oy, Oyy € Tgy. Além disso, a variacao destas dltimas em relagao
a z é desprezivel, sendo funcao apenas de z e y. Logo as as componentes o tensor de tensoes de
Cauchy simplificam-se para,

Oz = Ozz (2,7) Oyy = Oyy (2,Y) Toy = Tay (2,Y) Opy = Toy = Tog =0 (2.53)

!Deve-se observar, entretanto, que apesar destas hipGteses serem razoaveis para a pratica da engenharia, as mesmas
sdo apenas aproximadas, pois violam as equagdes de compatibilidade do modelo tridimensional, que serdo tratadas
posteriormente, ver secao 4.1.1.
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Observa-se ainda que w # 0 e a deformacao ¢,, =

0z

€ Oyy-

Tomando-se (2.53), simplificam-se as equagoes da elasticidade como,

[T]:lam(x,w sz(x,w] b:{bx(x,y)}

Try (377 y) Oyy (513, y) by (377 y)
0as (3:9) | 0w (@9) ) ()~
divT+b=0= Oz g
8Txy (x,y) + aayy (yxvy) +b ($ y) -0
oz dy v

Opgg + ToyMy =T
Tn=t—= zx'ts xzy by T
TayNa T OyyTy = ty

Seguindo o mesmo esquema, a equacao constitutiva assume a seguinte forma,

Ogz Tzy 0 €zz Yoy O e 0 0
Toy Oyy O | =20 | Yoy €yy O +X|1 0 e O
0 0 0 0 0 e 0 0 e
sendo € —@ _l<@+@>6 _@6 —8—wee—@+@+8—w
= g T T2 oy ox) " oy TP oy - Ox Oy 0z
De (2.56), determina-se a deformacao ¢,, como,
oS A (Ge+ D+ S) =0 5 e = S (2 2
H oz ar "oy " 9z) 2" 92 (u+ N \oz oy
Assim, a equagdo de Navier pode ser reescrita da seguinte forma,
0%u n 0%u 0%u n 0%v
902 T 9.2 952 " 97O by (z,
o B o preend G e et s
ou? " oy 020y " O

2.5 Estado Plano de Deformacoes

w . ~
—— pode ser determinada em funcao de o,

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

Este modelo geralmente é usado para representar o comportamento de estruturas de grande
comprimento, tais como tubulacgoes, ver Figura 2.2. Por este motivo, os deslocamentos normais a essa

direcao podem ser assumidos como nulos. As hipdteses de deformacao plana sao:

e 0s deslocamentos das faces normais ao eixo z sao nulos, pois a espessura do corpo é muito grande

em comparacao as dimensoes representativas nas direcoes x e y.

e as forcas de volume e aquelas aplicadas nas superficies do corpo, normais as diregoes z e y, sao

independentes de z.

Com estas hipétese tem-se,

u=1u(z7vy) v=uv(z,y) w=0

Isto significa que as deformagoes decorrentes de w também se anulam, ou seja,

€22 = Eyz = Exz =0

(2.59)

(2.60)

sendo as demais independentes de z, isto é €45 = €45 (2,Y), €yy = €yy (2, V), €xy = €xy (2,y). Neste

caso, 0., # 0 e pode ser determinado a partir do valor das outras componentes.
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Figura 2.2: Estado Plano de Deformacoes

Considerando as hipéteses (2.59) e (2.60), as seguintes simplificacdes sdo possiveis nas equagoes
do caso solido:

Ozg (w,y) Try (:L‘,y) 0 by (x,y)
[T] = | 7oy (z,y) oyy(z,y) 0 b =4 by(z,y)
0 0 Ozz (377 y) 0
0 0
Oz (x,y) + Try (w,y) 4 b, (x,y) -0
ox Béq
divT+b=0= aTx%(x’y) + 801’% DY) g () =0 (2.61)
z Y
do, ((II, y) -0
0z
Tn=t={ CoatToyn2 =l (2.62)
ToyN1 + Oyyno = ty
Seguindo o mesmo esquema, a equagao constitutiva (??) assume a seguinte forma,
Ogz Tzy O €xz Yoy O e 0 0
Toy Oyy O | =20 | Yoy gy O | +A| 0 € O (2.63)
0 0 o0 0 0 0 0 0 e

De (2.56) determina-se a componente de tensao o,
02z = 2\ (Ega + €yy) (2.64)
A equacao de Navier é exatamente a mesma obtida para tensdo plana. De fato, a tnica diferenca

entre os dois casos (estado plano de deformagoes e de tensoes) sao as condigoes de contorno usadas na
resolucdo da equacao de Navier.

45



Capitulo 3

Solucao Aproximada

Como ja foi mencionado anteriormente, a solu¢ao analitica das equagoes de quilibrio para um
corpo sélido tridimensional, nem sempre pode ser obtida de maneira simples e sistemédtica para todos
os tipos de problema, o que exige a utilizacao de metédos numéricos de aproximacao de equagoes
diferenciais. O objetivo desta Secao é apresentar uma metodologia bésica e sistemética para a aprox-
imacao das solugoes obtidas com a formulagao da mecanica dos corpos deforméveis, permitindo o uso
de ferramentas computacionais utilizando o Método dos Elementos Finitos.

3.1 Forma Forte

A Forma Forte nesse caso representa o problema de valor de contorno ou os sistemas de equacoes
diferenciais e as condi¢oes de contorno. para o equilibrio geral de sélidos. Nesse caso o PVC para
solidos é

Jdo or, or,
Tx + Ty + Tz

ox oy 0z
OTgy 00y Oy,

8636 86y a(’)z
Trz Tyz Ozz
+ + +0b,=0

Ox oy ow ?
sujeito as condigoes de contorno

+b;,=0

+b,=0 para o dominio V, (3.1)

OgaNy + TeyMy + Tz —tp =0
TayNa + OyyNy + Ty, — by =0 para o contorno S de V. (3.2)
TrzNg + TyzNy + 0n, — 1, =0
Ou ainda, na forma tensorial
divT+b =0 para o dominio V
{ Tn=t para o contorno S de V

3.2 Forma Fraca

A Forma Fraca para as equacoes diferenciais de equilibrio é obtida multipicando-se as expressoes
em (3.1) por fungoes vy (x), v2(x) e v3(x) e integram-se as mesmas no volume do sélido, assim
[ 00 4e n OTgy ~ OTg, }

~—

+ + by | v1dV =0,

—— —
g
<
o))
S
<
<

_I_
Q
N
N
+
S
| C:
<
V)
Q
<
Il
o
[¢)
w
>
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Logo,

/ 8 1dV+/ awyvldeL/ 8“ 1dV+/ byv1dV =0,

aa% vadV + / aayy vadV + / aTyzvde+ / byvadV =0 e (3:5)
\%4
9 o oo
/ 87“ 3dV+/ e 3dV+/ 0. 3dV+/ b;v3dV = 0.
,

Integrando por partes as tres primeiras 1ntegrals em cada uma das expressoes anteriores

/ 000z qv = _ / 1y / O nat1NzdS,
1%

v aaac Umaax
YTy mdV = / Ty U1 dV + / TryV1MydS,
v 83?/ gy
/ valdV = —/ Toy—— il dV +/ TezU1N,dS,
v L
/ T 1 dV = — / Tay o dV + / TayangdsS,
Vi v,
, gzy vodV = —/ Oyy 7 oy 24V + / Tyy U2y dS, (3.6)
/ Oz v — — / 220y / Ty202n,dS,
s VG
/ 122 g dV = — / Tor el dV + / Tas3npdS,
v L
Tyz v3dV = —/ Tyz o % qv + / Ty203NydS,
v 83?/ v g
/ 22 padV = — / Oor e dV + / 02203m2dS.
v Ow Vv ow
Substituindo as relagoes anteriores nas expressoes dadas em (3.5) e somando os resultados, vem
que
61)1 61)1 (91)1 61)2 8U2
_/ O’xm%—FTxya—y+sza+7'xy%+0'yya—y+
dv+
% 31}2 U3 3U3 8’03
vy Ty TGy YOGy

/S (OraNg + ToyNy + Tezv010:] v1dV +
/S [TayNa + Oyyny + Tyznz| vadV +
/S (Te2Naz + TyzNy + 0220, v3dV +

/ [bwvl + by’Ug + bZU3] dV = 0. (37)
v

A primeira integral de volume na expressao anterior corresponde ao produto interno T - E dos
tensores de tensao de Cauchy T e de pequenas deformagoes E, calculado em v(x). As componentes
cartesianas de v(x), E(v(x)) e T(x), sao dadas por

U1
{V} = V2 ) (38)
U3
(91)1 1 (61}2 61)1> 1 ((91)3 61)1>
5 ox 5 2 &'Jca oy 2 aax 592
Syl = | L (9 Yv2 gv2 (9% 9%
Bol-vv= | (e 5) 5 (G | (3.9
1 <61)1 61)3> 1 <61)2 61)3> (91)3
2\ 0z Ox 2\ 0z dy oz



Ogzx Txy Txz

[T] = Tyx Oyy Tyz (3.10)
Tzx Tzy Ozz
Observa-se que
oy 0vy 0vs
T-E O-mma + o yya +0-ZZE
81}1 81)2 81}1 31}3 31}2 31}3

O integrando na integral de superficie total em (3.7) é denotado de forma geral como Tn - v.
Em componentes cartesianas

Orzx Toy Txz Ny Oy + ToyMy + TozV1N,
T{n} = | 7ye 0Oy Ty Ny ¢ = ToyNa + OyyNy + Tyan; (3.12)
Tzx Tzy Ozz Ny TozNg + TyzNy + 02N,
e
{Tn} - -{v} = [ogeng + Tayny + Toz010;] V1 + [Tayng + oyyny + Ty2nz] vo
+ [Ty + Tyany + 022, vs. (3.13)
Por ultimo, a segunda integral de volume em (3.7) pode ser escrita como b - v, pois
b-v=bv + by’Ug + b,v3. (3.14)
Logo, pode-se escrever a expressao (3.7) de forma compacta como
/ T -E(v / b-vdV — / Tn - vdS, (3.15)
ou ainda,
/T-st:/b-vdV—/t-vdS. (3.16)
v v s

A equagao (3.16) é a forma fraca do PVC (forma forte) dado em na segao anterior, sendo vélida
para qualquer meio continuo tridimensional, em pequenas deformacoes.

Para um material eldstico, linear, homogéneo e isotrépico, a relagao entre T e E é dada pela
lei de Hooke, ou seja

T = 2uE + A(tr E)I, (3.17)
sendo T o tensor de tensoes de Cauchy, E o tensor de pequenas deformagoes, tr E = e a dilatagao, A
e p os coeficientes de Lamé e I o tensor identidade.

A relacao constitutiva pode ser denotada de forma resumida como

T = CE(u), (3.18)
sendo C o tensor de elasticidade de quarta ordem, expresso por
CE(u) = 2uIIE(u) + A(tr E(u))I, (3.19)

sendo II, o tesor identidade de quarta ordem.

Substituindo (3.18) em
obedece a lei de Hooke, isto é

/CE v)dV = /b vdV — /Tn vdS.

Em termos das componentes cartesianas, a relacao constitutiva pode ser escrita matricialmente

(3.16), tem-se a equacao da forma fraca valida para um sélido que

(3.20)

como
Ozx Toy Txz €xx Yoy VYaz e 0 0
Tye Oyy Tyz | =200 | Yoo €yy Yyz | +A| 0 e 0 |, (3.21)
Tzx Tzy Ozz Yzy  Ezz 0 0 e
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e expandindo as equacoes tem-se

Opz = 2p€zz + A& = (20 + N)ege + Meyy +€22)
Oyy = 212, + Ae = (2p + Neyy + Mege + €22)
Our = 2UE,, + Ae = (20 + Ny, + ey + €2a)

Try = 21 Yzy
Toz = 20Yzz
\ Tyz = 2N'sz
Deve-se lembrar que os tensores E e T sdo simétrticos, ou seja
Yry = VYyz» Yoz = Yzzs Yyz = Y2y
e
Toy = Tyx, Tz = Tzxy Tyz = Tzy-

As distor¢oes totais ¥zy, Yzz € Vy2, sa0 dadas respectivamente por
Yoy = 27903/ = 2'nya Vzz = 22z = 2%2m9 Yyz = 2'73/2 = 2723/ .
A partir dai as componentes de tensao cisalhante podem ser expressas como

Tey = Tyz = WYzy, Tpz = Tax = WVxzs Tyz = Tay = UWYyz-

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Os coeficiente de Lamé podem ser escritos em funcao do mdédulo de elasticidae F e do coeficiente de

Poisson v como

_ E _ Ev
F= 50 +0) T l+nl-2)
Logo, as equacoes constituitivas podem ser expressas como
_ E(l-v) N Ev ey +£22)
T T M) 1 —20) " T T+ )l —aw) W T
E(1-v) v Ev (Exe +£22)
o 13 €
W+ —-20) " T4y (1 —-20) T
E(1-v) N Ev ey + Ena)
o € € €
T+ (1-2v) 7 I+v)(1—2w) T
E
Txy = 2(1 T V)'Y:vy
E
o —
E

Tyz = Yyz
LY 21 40) Y
A expressoes anteriores pode ser reescritas matricialmente como

Ozz ) [1—w v v 0 0 0 T
Tyy v 1—w v 0 0 0
Oy o E v v 1—w 0 0 0
my [T 0 0 0 L2 oo 0
Taz 0 0 0 0o =2 o0
L 7y ) L 0 0 0 0 0o 2]l
ou ainda de forma compacta
[o] = [DKe},

sendo [D] a matriz de elasticidade.

49

Exx

Ezz
Yy
Yez
Vyz

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)



Devido & simetria do tensor de pequenas deformagoes, as componentes do vetor {e} podem ser
escritas como

- 3 0 0 -
or
0
[z ) 0 . 0
£ % 9
vy 0 0 v u
Ezz — 82’
,-7 8 8 v ’
Ty - = 0 w
Yoz % O
_ 0
\ Vyz J & 0 8—
, 29
L 0z Oy

ou de forma compacta

e} = [Li{u). (3.31)

Se for efetuado o produto interno entre {o} e {€}, obtém-se

O € = Opg€ax + OyyEyy T 022622 + ToyVoy + ToeVoz + TyzVyz) (332)
agora, expandindo as componentes de distorcao totais

O € = OggEax + OyyEyy + 022€22 + Txy(')’xy + 'Yy:v) + Tzz ('Y:vz + 'Yz:v) + Ty ('sz + 72y)- (3-33)

A partir deste resultado, pode-se observar que

o-e=T-E. (3.34)
Assim, a expressao para a forma fraca pode ser reescrita como

/U-st:/b-vdV—/t-vdS, (3.35)

v v S

ou matricialmente de forma compacta

| DIL{u} - Llv}av = [ (b} {vyav - [ () {v}ds. (3.36)
1% \%4 S

3.3 Aproximacao

Deseja-se obter uma solugao aproximada para a forma fraca do problema de sélidos definida em
(3.36). Para isso, sao necessarias aproximagoes para as fungoes representadas por u(x) e v(x).

De forma geral, aproximam-se as componentes de {u(x)} através das seguintes combinacdes
lineares de n fungoes, como se segue
u(x) = 3255 Ni(x)ay
ug(x) = 35t Ni(x)az; (3.37)
uz(x) = 2oity Ni(x)asi
sendo N;(x) as fungoes de interpolagao globais e 0s a1;, ag; € a3; os coeficientes de ponderacao a serem
determinados. Matricialmente pode-se escrever

up(x) n | Ni(x) 0 0 a;1
up(x) p =Y 0 Ni(x) 0 aiz ¢ (3.38)
usz(x) i=1 0 0  Ni(x) a;3
ou seja,
{un(x)} =D [Ni(x)] {ai} - (3.39)

=1
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Analogamente, a aproximagao para a fun¢ao v(x) é dada por
n

{va(x)} =D [N;(x)]{b;}, (3.40)

j=1
T . ~ .
sendo {b;} = { bj1 bj2 bj3 } os coeficientes de pondercao a serem determinados.

Substituindo (3.39) e (3.40) em (3.36), vem que
S5 { [ DI {ai) (1IN (b} v — [ (b} (N1 (o} + [ (61181 (b} a5} =0.5.41)

i=1j5=1
Denota-se a matriz de deformacao [B,] como
[B;] = [L] [Vi]. (3.42)
Em forma expandida
- Ni -
88 0 0
z
ON;
0 0
Ay
ON;
0 0 5
Bl=| on, on OZ . (3.43)
ox
" o
aoz on; OF
L 0z Oy |

Sabendo-se que {b;} é constante e utilizando o conceito de transposicdo de matrizes, pode-se
reescrever

j;{bj} : E} {/V (1B, DIIB,Jav) {a;} / IN;]T (b}av +/ {t}dS}] —0.  (3.44)
Para que esta expressao seja nula, é necessirio que o termo entre colchetes seja nulo, assim
g (BIDIBIAV) (o = Sy N (00 = LN ()5 5.45)
j=1, 2,-
Reescrevendo de uma, forma compacta
[K]|{a} = {f}, (3.46)

sendo [K] a matriz de rigidez global, {a} o vetor dos coeficientes incégnitas e {f} o vetor golbal dos
carregamentos, dados respectivamente por

K] =51 Jy ([B;]" DB 14V

{a} =270 {a}

{f} = {f} — {fs} j=1, 2, n (3.47)
{fs} =Xty Jy [V, ] {b}dV

{£} = X [ [N]" {t}ds

Nesse caso, {fy} e {fs} correspondem as parcelas de carregamento distribuido no volume e na superficie
do corpo.

Analisando localmente para um elemento e da discretizacao, pode-se escrever as aproximagoes
da seguinte maneira

x)} = ZNe )] {af}, (3.48)

sendo n. o ndmero de nés do elemento.
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Podem-se se escrever agora as respectivas matrizes e vetores locais para o elemento e
. T
K] = 57, fy, ([BS]" [DI[BS]ave)
{a®} =322, {a}
{fe}:{ff}—{fse} - =1, 2,- -, ne. (3.49)
(£} = i fy, [Ng] {beyav.
T
| (£} =50, Js, [Ng] {ee)ds,
O procedimento de construcao das matrizes e vetores globais é conhecido como montagem, ou
assembly, e é baseado na superposicao das matrizes e vetores locais obtidos para cada elemento da

discreitizagao individualmente, considerando compartilhamento dos nds por diferentes elementos da
estrutura.

Finalmente, deve-se solucionar o sistema de equagoes algébricas global, obtido em (3.46), a fim
de se obter os valores dos coeficientes incégnitas {a;} para a aproximagao. Existem véarios métodos
para determinar as funcoes de interpolacio ou funcdes de forma definidas por {N;}. Os polinomios
de Lagrange, bem como as aproximagoes de base utilizando a piramide de Pascal, sao muito utilizados
com o Método dos Elementos Finitos, e sdo ditas, nesse caso, funcées de forma nodais.

A vantagem de se efetuar uma aproximacao do tipo nodal é que os valores dos coeficientes {a;},
obtidos dessa maneira, representam fisicamente o valor dos deslocamentos para cada né da malha de
elementos finitos utilizada na discretizacao, no caso de um problema de sélidos. Existem entretanto,
outras maneiras de se obterem as funcoes de forma, como por exemplo os polinémios hierdrquicos,
nesse caso os coeficientes da aproximacao ndo apresentam necessariamente um significado fisico.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo serao aplicados os conceitos da formulacao de sélidos tridimensionais na resolucao
de problemas de forma analitica a numérica. Primeiramente, serdo resolvidos os problemas de barra,
viga e tor¢ao de forma analitica, utilizando a formulacao tridimensional, comparando os resultados
obtidos com a teoria unidimensional, abordada no capitulo (2) e posteriormente serdo solucionados al-
guns problemas de forma aproximada, através do Método dos Elementos Finitos, utilizando o software
Ansys.

4.1 Métodos Analiticos

4.1.1 Equacoes de Compatibilidade

Um problema fundamental a ser resolvido no caso de sélidos tridimensionais, é determinar o
estado de tensGes em um ponto qualquer do corpo, em outras palavras o tensor de Tensoes de Cauchy
T(x) para cada ponto do sélido, em funcio dos carregamentos aplicados.

Deve-se notar que, conhecidos as trés componentes u(x), v(x) e w(x) de deslocamento em cada
ponto do corpo, ou seja, quando é conhecido o campo de deslocamentos u(x) a qual o corpo estd
submetido, é possivel obeter as componentes do tensor de pequenas deformagoes E(x) e, consequente-
mente, através do equilibrio e das leis constitutivas, o estado de tensoes é conhecido.

Por outro lado, é muito comum, principalmente no tratamento analitico de problemas tridimen-
sionais, que as varidvies conhecidas sao as componentes do tensor de pequenas deformacoes, desejando
se conhecer o campo de deslocamentos resultante desse estado de deformacoes. A obtencao das compo-
nentes de deslocamento, nesse caso, representa um sistema de equagoes superdeterminado, possuindo
seis equacoes e trés incognitas, ou seja

( Ou(x)
Erpp(X) = ——
_oily)
eyy(x) = By
5zz(x) = aw—(x)
61?(2’)() Ju(x) - (4.1)

Yay(¥) = 5 =+ =5

X)) =
L yz( ) 82’ ay

A solucao desse sistema. de equacoes s6 é possfvel, quando estabelecidas algumas condicoes de
restricdo, conhecidas como Equag¢des Diferenciais de Compatibilidade ou simplesmente Equagdes de
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Compatibilidade.

O significado fisico da necessidade de condigoes de compatiblidade pode ser eplicado da seguinte
maneira. Imagine que um corpo sélido antes de ser submetido a deformacao, seja subdividido em em
pequenos cubos. Deforma-se agora cada cubo individualmente. Observa-se que ao serem agrupados
novamente os cubos deformados, o resultado nao representa mais a deformacao do corpo sélido por
inteiro, a menos que a deformagao em cada cubo seja relacionada com os cubos vizinhos através das
equagoes de compatibilidade, que garantem a continuidade do corpo. Dessa forma, a deformacgao de
cada parte individualmente corresponderd & deformacao do corpo sélido por inteiro.

Abtencao das equagoes de compatibilidade segue o seguinte procedimento. Diferenciando aquagoes
para ;4 (%), €yy(X) € Yzy(x) do sistema em (4.1), obtém-se que

[ 0%cp0(x)  OPu(x)
oy2  0xdy?
626yy(x) B P (x) (4.2)
ox2  Oyox? ’ '
627”()() B 6gu(x) D3v(x)
| 0zdy  0xz0y?  OyOx?

de forma que

8259090(7() + 825yy(x) _ azﬁxy(x) (4.3)
oy? 02 0xdy '
Analogamente, para as outras equacoes de (4.1), podem ser obtidas as relacoes
( 825zz(x) 4 825yy(x) o aZWyz(x)
Oy? 022 Oy0z
Pen(x)  Pen(x)  p(x) (44)
{022 + 0x2 0z0z
Agora, seguindo o procedimento de diferenciagao
( 0%can(x)  OPu(x)
oydz  0x0ydz
My=(x) _ Pv(x)  O*w(x)
_8:1: - 0z0z + 0z Oy (4.5)
Paxlx)  Pulx) | Pwlx)
dy  Owdz 0xdy
May(x) Pu(x)  0%v(x)
\ 0z  Oyoz 0x0z
chega-se a
8251:1:()() o 8 afyyZ(x) 8'7m(x) 8’7Iy(x)
2 OyOz _%<_ Ox + oy + 0z > (4.6)
Analogamente,
2825yy(x) _ 9 <87y2(x) _ 0Ya(x) i 3’)’my(x)>
23$8z dy 73$ 73y ) 0z (4.7)
28 £22(x) _ 2 (8’yyz(X) 4 Maz(x) _ a’me(X))
\ 0z 0y 0z ox dy 0z
Dessa forma, obtém-se o sistema de 6 equacdes diferenciais de compatibilidade, dado por
[ 0%cpe  O%cyy Yy 2825,” 0 Oy OVae | Oy
0y oz2  0zdy oydz Oz <_ ox + oy + 0z )
825zz n 825yy . 82'73/2 2825yy _ 2 <a'7yz _ Mz + 8'7:1:3;) (4.8)
0y 022 8;/6,2 0xdz Oy \ Ox oy 0z ' '
L 022 02 0zoz oxdy 0z ( oz + Oy 0z )

A partir da aplicacao da lei de Hooke no sistema de equacoes anterior, pode-se determinar um
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sistema de de compatibilidade para um material linear, eldstico, homogéneo e isotrépico, em termos
de componentes de tensao, como se segue.
Tomando por base a equacao
&, n 826yy _ 62%2
oy? 022 Oy0z
e aplicando a lei de Hooke, obtém-se
0% 0o 0?e 0% 0°r
1+v Yy Z) v s+ | =200 +v)—E. 4.9
(+)<622+8y2 822+8z2 (1+v) (4.9)

Partindo das equacoes de equilfbrio dadas por

004z | OTyy n 0Ty

by =0
FIITIE +0n
Try Oyy

b, =
0y +aa “ by =0,
Txz Tyz 022
5 "oy T o +b,=0

diferenciando a primeira em relacdo a z, a segunda em relacio a y, a terceira em relacao a z e somando

os resultados obtém-se
5 0Ty _ 0%0,, B 820yy B 0%, N % B % B %
OyOz 02 oy? 022 or 0Oy 0z
Substituindo esta relacdo em (4.9) e usando o operador laplaciano A obtém-se
0%e 0% 0b 0b 0b
1 Ae— Aoy — — | —v|Ae—— | =(1 L 4.1
( +y)< e— Ao W) v( e M) 1+ (G . =) (4.10)

Duas outras equagoes, similares a essa, podem ser obtidas com procedimento andlogo, aplicado as

equacgoes
ey n 626yy B o2 Yy
0y 02 6w8y
825$$ 82€ZZ . 02 Va2
022 0x2  0z0z’

Somando agora esses resultados chega-se a

ob,  0b, Ob,
Substituindo essa expressdao para Ae em (4.10) vem que
1 0% v ob,  0Oby,  Ob, ob,
Aot e~ 1 =1) (G- 5e-50) 25 (412)
De maneira andloga podem ser obtidas as seguintes relagoes
1 d% v ob, 0Ob ob b
Aoy + L e v ___y__z>__y 4.1
Tuy + (1+v) 9y? (1-v) ( dr Oy Oz dy’ (4.13)
1 0% v b 0b 0b 0b
Ao.. e _:v__y__z>_2_2_ 4.14
Oz (14 v) 022 (1-v) ( dr dy 0z oy (414)

Da mesma maneira, para as equacoes de compatibilidade restantes

8251:1: _ 8 a’)/yz 87)/1‘2 8’7@4

2 3y8z 8:1: ( ox + dy + 0z ) ’
3 Oy O (a')’yz _ Mz 3’7,”/)
63082 Oy oy 0z
82522 _ 0 87]42 8'YIZ afh‘y
Bxay 0z < dy 0z >

95



sao obtidas as relacoes

1 0%e 0b ob
A = = _ 4.1
Tay + (1 +v) 0zdy oz Oy’ (4.15)
1 d%e 0b,  0b,
A = 2 4.1
Taz + (14 v) 0zoz dr 0z’ (4.16)
1 d%e b b
Ar. _ Oy O 4.1
vz (1+v) dyoz dy 0z (4.17)

Finalmente, se forem desconsideradas as forcas de corpo, chega-se ao sistema de equacoes de
compatibilidade para um sélido eldstico, linear, homogéneo e isotrépico.

0%e 0%e
(1+I/)AO'$$+W—0 (1+I/)ATyz+m—0
0%e 0%e 418
(1+v)Aoc +2—0 (1+v)Ar, +a—26—0
L 022 Y oroy

A partir das equacoes obtidas em (4.8) ou (4.18), juntamente com as equacdes de equilibrio, as con-
dicoes de contorno e as leis constitutivas, é possivel determinar agora as componentes do campo de
delocamento em funcgao das deformacoes.

4.1.2 Barra - Solugao 3D

Serd considerada nessa secao a solucao, com base no equacionamento para um solido tridimen-
sional, o alongamento de uma barra, de material segundo a lei de Hooke, submetia ao seu peso préprio,
conforme ilustrado na Figura 4.1.

z z

—P9

A K\A

NS
Figura 4.1: Esquema de uma Barra Tridimensional

Analisando o problema, conclui-se que as forcas de corpo por unidade de volume, podem ser
expressas por

by =0
b={ b,=0 , (4.19)
b, = —pg

sendo pg o peso por unidade de volume da barra.

Adimitindo que cada secao transversal estd submetida a uma tensao normal uniforme provocada
pelo peso da porcao imediatamente inferior da barra, tem-se que as equacoes de equilibrio para o
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volume do sélido dadas em (1.50) sao satisfeitas quando
{ Ozz = PYz ’ (4.20)
Opr = Oyy = Ty = Tgz = Ty, =0
sendo 0,, = pgz uma distribuicdo linear do carregamento provocado pelo peso proprio da barra na
direcao axial.
No caso da superficie lateral nio existem esforcos concentrados (as forcas de superficie sdo nulas),
ou seja,

ty =0
t={ t,=0 (4.21)
t,=0

os vetores normais a superficie sdo representados por vetores unitdrios sempre perpendiculares ao exio
%, assim, considerando um caso particular onde n = e,

ng =0
n=q ny,=1 ;. (4.22)
n, =0

Dessa forma, consisderando (4.20) t e n, as condigoes de contorno (1.51) sdo satisfeitas, pois

(4
(0)(0) + (0)(1) + (0)(0) =0 =0
(0)(0) +(0)(1) + (0)(0) —0=0 . (4.23)
(0)(0) + (0)(1) + (pgz)(0) =0 =0
Analogamente para a extremidade inferior da barra (z = 0),

t, =0
t=4 t, =0 (4.24)
t,=0
e
ng =0
n=¢ n, =0 , (4.25)
n, =—1

assim, as condicoes de contorno sao igualmente satisfeitas

0=0
0=0 . (4.26)
0=0
J& para a extremidade superior (z =1), 0,, = pgl,
ty =0
t=q t, =0 , (4.27)
t: = pygl
sendo [ o comprimento da barra, e
ng =0
n=¢ n,=0 », (4.28)
n, =1
assim
0=0
0=0 . (4.29)

(pgl)(1) — pgl =0
Observa-se que as equagoes de compatibilidade para um material segundo a lei de Hooke sao
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igualmente satisfeitas, pois

( U:v:v:Uyy:T:vy:T:vz:Tyzjo
do ., 00,

O = P92 = —5 = =PI = 55 = 0 (4.30)
82022 _ 0°0,, 0

\  Ox2 N 8y2

e, através da lei deHooke
ny = Yzz = 7)’yz =0
oz
w=5 , (4.31)

Eap = £y = VL

| Caz vy E

ou seja, as derivadas parciais de segunda ordem para as componentes de tensdo e deformacao se
anulam, bem como as derivadas parciais de primeira ordem das forcas de corpo, que sao constantes

nesse caso.
O préximo passo da solucao é a caracterizacao do campo de deslocamentos resultante para este
problema. Sabendo-se que

(. _Ou_ _ pgz
Exx = gm = —v i
Lo _ v pyz
vy ay E
e, = v _roz
Y44 E
gv ou ’ (4.32)
7903/ = a_ a_y =0
5 8u ow _0
Tz
g &
| =g, Ty =0

os deslocamentos u, v e w podem ser determinados através do procedimento de integragao. Nesse caso

52
(z,y,2 /—dz = w(z,y, 2 /%dz = w(z,y,2) = % + wo(z,y), (4.33)

sendo wg(m,y) uma funcdo de x e y a ser determinada posteriormente. Assim, substituindo este
resultado em

b ow(z,y) (4.34)
LY 0z oy

e através da integracao

@:_Mju(m‘aya ) f ( )deu(xayaZ):_ZM_i_uo(x’y)
9z dz gz ' (4.35)
@:—Miv(xy z) = f ( )dz:>v(acyz)=— (:ch)+vo(xy) o
\ B ay Y, ' I ’
sendo ug(z,y) e vo(z,y) fungoes de x e y a serem determinadas posteriormente. Substituindo em
ou _ _ pgz
or E
0 Owo(z,y) ) _ o PyF
ox ( o Twley)) = v E
Pwo(z,y) | duo(z,y) P9z
— = —p= 4.
e
v _ _,p9%
0y E
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9 Owo(,y) ) _pyz
B_y <—2Ty+vo(x,y) = Vg
(z,y) , Owol(z,y) Py
= —v—. 4.37
0y? + oy "E (4.37)
Lembrando-se que ug e vg nao dependem de z, conclui-se que estas equacoes sé sao verdadeiras se
auO(a:ay) _ ng(:ls,y) =0 8211)0(]7,3/) _ 82w0(:1:,y) — ﬂ . (438)
or oy Ox? Oy? E
Substituindo as expressoes para u(z,y, z) e v(z,y, z) das equacoes (4.35) em
ov  Ou
N . = — =0 4.39
Yzy 9% + By ( )
entao
82U)O (xa y) 8,UO ((II, y) auﬂ ((II, y)
—2 = 0. 4.40
? 0x 0y ox + oy ( )
Novamente, como ug e vp ndo dependem de z, chega-se a
2
(9’()0((1:,?/) _ 3u0(x,y) -0 0 wo(x,y) -0 . (441)

oxr oy N 0xdy
Analisando as equagoes (4.38) e (4.41), pode-se obter uma forma geral para as expressoes de uy,
vy € wy, dadas por
up = 6y + (51
=z +7 (4.42)

2/])59 (2 +y?) +az+ By + v

sendo «, 3, d, 01, ¥, 71 constantes arbitriarias. Agora expressando os delocamentos totais, com base
m (4.33) e (4.35)

Wy =

u(z,y,z) = ’ngz—az+(5y+61
v(z,y,2) = ——gyz—ﬁz —0z+m . (4.43)
vpg o, vPY

A determinagao das constantes pode ser obtida através da analise dos graus de liberdade do suporte
da barra. O suporte deve ser tal que impeca os movimentos de corpo rigido da barra. De forma a
impedir o movimento de translagao, serd estabelicido um suporte no centréide da secao da extremidade

superior, dado pelo ponto A de coordenadas (0,0,1). Assim, para o ponto A tem-se que u =v = w = 0.

. O . . ou Ov  Ov
Considerando agora as rotagoes rigidas, as mesmas podem ser impedidas fazendo % -9, 9
z z x

para o ponto A.

Aplicando estas condicoes de contorno para o suporte em A, nas expressdes para u, v € w, vem

que
pgl*

—al+6 =0 —Bl+v =0 5 +v=0,
entao,

a=0

01=0

8=0

1 =0 . (4.44)

0=0

_ _rg?
(7T 2F

99



Finalmente as express()es finais para os deslocamentos, sdo

u(z,z) = Py,
vby
vy, 2) = ——pyz . (4.45)
2
pg 2 VP9 o oy PYL

Observa-se que para os pontos situados no eixo z, ou seja x = y = 0, apresentam apenas
desolcamentos verticais dados por

2
w,(z) = 2 - (z ). (4.46)
Ja os outros pontos, fora do eixo z, devido & contracao lateral da barra, efeito de Poisson, apresentam
também deslocamentos horizontais. Este resultado faz com que as linhas inicialmente paralelas ao eixo
z, se tornem inclinadas conforme aFigura 4.1. As sec¢Oes transversais inicialmente perpendiculares ao
eixo z, apresentam-se curvas na forma de um paraboldide, ou seja, as secoes planas nao permanecem
planas na configuragdo deformada.

Se for considerada uma secao transversal genérica dada por z = ¢, antes da deformagio,. a
mesma se apresentard na posicao 2/, apés a deformacao, dada por

2
992 vpg ( 2 2 py!
—sqtw=ctw=ct L2 UPI (2 2 _PT_ 4.47
Z=z4+w=ctw=c 5 5 (x y) 5 (4.47)

Esta superficie é um paraboléide perpendicular a todas as fibras longituidais da barra, que se apre-
sentam inclinadas apés a deformacgao, de modo que nao ha variacao angular, ou seja, as deformacoes
cisalhantes sao nulas.

Para efeito de comparacao este problema serd resolvido pela teoria uinidimensional, que consid-
era que as secoes inicialmente planas, permanecem planas apds a deformacao. Nesse caso o problema
de valor de contorno é dado por

d2
EA du(;) =pgA vpara z€ (0,])
z
u(l) =0 em z =0 (deslocamento) . (4.48)
du(0)
A 7 = 0 em z=0 (forga normal)
Integrando a equacao diferencial
(
d
EA u(z) = pgAz + Cy
dz

AZ?
EAu(z) = ”922 +Chz+ Oy

e aplicando as condicoes de contorno

du(0
EA ’LL( ) :0:>pgA(0)+01:0:>01:0
Al? Al?
u(l) =0 pg2 :0:>02:—pg2
portanto o deslocamento axial é dado por
Az? Al?
BAu(z) = pgAz=  pg
2 2
_ P9 (12 2
u(z) = 9B (l z ) (4.49)
Comparando esse resultado com o resultado obtido pelo calculo tridimensional, tem-se que
_ _ 2
w.(z) = u(z) = —4 E (z ) , (4.50)

ou seja, a solugao para o eixo z, no caso tridiemensional é idéntica a obtida pelo modelo unidimensional,
porém o caso unidimensional apresenta um erro de aproximacao, por considerar que as secoes planas
permanecem planas, o que, como foi visto, ndo ocorre de fato. Entretanto, se for considerada a equacao
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para o modelo tridimensional, tem-se que

wias) = 2E A )+2[J)39 (#* +v)
u) = wwy) = 55 (o +7). (4.51)

Assim, para barras com o comprimento muito maior que as dimensdes da se¢io transversal (I >> 4,
el >> ymaz), 0 erro da aproximagao do modelo unidimensional dado pelo termo

vpg ( 2 2)

— |z" +

R y ),
é muito pequeno, podendo ser desprezado, o que torna a hipétese para o modelo de barra unidimen-
sional bastante razoavel.

4.1.3 Torgao de Eixos Circulares Prismaticos - Solugao 3D

Através do modelo unidimensional para a torcao de eixos circulares prismaticos é possivel ob-
servar que a tensdo de cisalhamento resultante na secdo é tangencial e perpendicular ao raio, dada
por
Mr. (4.52)

dx
E se for decomposta em duas componentes paralelas ao eixo z e y respectivamente, devido a geometria
do problema

Tt(]:a'ra 0) = G

df ()

wy =
. 4.53)
d9 (
Trz = Gy ?

Figura 4.2: Torcao de um Eixo Prismético

Segundo o modelo unidimensional, as outras componentes de tensao sao nulas, ou seja,

Opg = Oyy = 045 = Ty, = 0. (4.54)

Pode-se mostrar que essas hip6teses garantem uma solucao correta para o problema (sob o ponto
de vista tridiemnsional), desde que assumidas certas condigoes.

Ja que as componentes de tensao, ou sao nulas ou representam funcgoes lineares, entao dessa
forma, as equacgoes de compatibilidade para um sélido segundo a lei de Hooke (4.18) sao satisfeitas
automaticamente, pois as mesmas apresentam derivadas parciais de segunda ordem e as forcas de
volume sdo nulas para este problema. As equagoes de equilibrio (1.50) também sdo satisfeitas por
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essas condicoes, pois

o0 o0 do(x) 0 df(x) B
8:1:+3y< Gz dx >+8z <Gy dx >+0_0

0 do(x) 00 070

— | -Gz — 4+ —=—4+0=0 . 4.55
ox ( (d:;: + dy 0z + ( )
0 do(z 00 00

— |G —+—+0=0

ox ( dx ) + oy + ow +

Com procedimento andlogo ao empregado na secao 4.1.2, pode-se mostrar que as condi¢oes de contorno
para a superficie lateral do eixo sao igualmente satisfeitas. Nao existem esforgos externos distribuidos
na superficie lateral e os vetores normais a superficie sdo sempre perpendiculares ao eixo longitudinal

e paralelos ao plano yz.

Pode-se observar que estas hip6teses s6 sao validas para segoes circulares (eixos cilindricos),
onde a decomposicao da tensao de cisalhamento tangencial em duas componentes paralelas aos eixos
y e z é favorecida pela geometria do problema, permitindo a satisfazer as equagoes de equilibrio e
as condicoes de contorno simultaneamente. Quando se deseja caracterizar a torcao de segoes nao
circulares, o problema é um pouco mais complexo, onde essas hipéteses nao sao validas, ocorrendo um
empenamento das secoes em relacao ao eixo longitudinal.

Através da avaliacao das condicoes de contorno para as secoes das extremidades do eixo, percebe-
se que a distribuicao de tensao deve ser a mesma que a atuante em todas as outras secoes do eixo, para
que as hipdteses iniciais sejam validas. Entretanto, com base do principio de Saint- Venant, pode-se
conculir que para eixos suficientemente longos, & uma distancia caracteristica das extremidades, a
distribuicao de tensao é dependente apenas do torque resultante aplicado nas extremidades do eixo,
de maneira praticamente independente da distribuicao de tensoes nas secoes extremas.

A caracterizacdo do campo de deslocamentos por abrodagem tridimensional segue um procedi-
mento andlogo ao aplicado ao problema de barra tridimensional, visto na secao 4.1.2.

Considerando a lei de Hooke e as hipdteses para o problema tem-se que

¢
Exx =
Qv

Eyy = By =
ow

T ) 4.56
v Ou Ty di(z) (4.56)

%y:%+6y_ G~ “dr

Como

entao u(z,y,z) = 0 nao depende de z. Considerando-se que o eixo estd engastado no ponto A, entao
em z = 0, para todos os pontos da se¢ao u(z,y,z) = 0 e, além disso, as se¢oes ndo devem apresentar
rotagoes rigidas além de 6,, entao,

ou Ou
22 _0. 4.58
oy 0z ( )
u(z,y, z) é constante ou nulo para todas as se¢oes. Assim,
5 ov d0( )
Ty — a_
__ﬂ_w@ (4.59)
Yoz = oz dr
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e, através da integracao,
v=—20(z) + vy , (4.60)
w = yB(x) + wo

sendo vy e wy funcoes apenas de y e z.

Substituindo estes resultados em €., £, € ¥y, vem que

ov 0 ovg
ex = 5o = 0= - (y(a) +wp) =0 = L =0 . (461)
y —%+a—w—0:>g(—z9(m)+v)+g(0(:1:)+w)—0:>%——%
Tz = 5, oy 0z 0 Oy 4 0= oy 0z

Analisando estes resultados, é possivel concluir que vy s6 depende de z e wy s6 depende de y e
que vg e wy sao funcoes lineares dadas por

v = Az + A1 wy = —Ay + A2 , (4.62)
sendo A, A\; e Ao constantes arbitririas a serem determinadas.

Agora os deslocamentos totais sdo expressos na forma

v=—20(z)+ Az + \
4.63
{ w=y0(z) — Ay + A (4.63)
: .~ u(z,y, 2)
Analisando as condigoes do suporte, u(z,y,2) = v(0,y,2) = w(0,y,2) = 0 e —2, -
aw($7 y? Z) — a’U($, y? Z) — 0’ enté.o
oy 0z
9v(0,y, 2)
———=0=X=0. 4.64
P (4.64)

Substituindo nas expressoes de v e w, para o engaste
v(0,y,2) =0= X1 =0
w(0,y,2) =0=> X2 =0

Entao o campo de deslocamentos pode ser expresso na forma

0
u(z,y,z) =< —=20(z) »,
yb(z)
que é o mesmo resultado proposto pela formul¢ao unidimensional visto na seciao 2.3.

Este resultado permite verificar que, para eixos cilindricos, as hipéteses do modelo de torcao
unidimensional permitem a obtencao de uma soulcao correta para o problema, sob o ponto de vista
da formulacao tridimenmsional.

4.1.4 Viga - Solugao 3D

Considere uma viga prismatica, sob a agdo de dois momentos fletores M, conforme a Figura 4.3.
Estabelecendo o centro do sistema de coordenadas no baricentro da se¢ao transversal e o plano plano
zz como o plano onde ocorre a flexao, as componentes de tensdo, conforme a teoria unidimensional
para a flexdo pura, sao dadas por

Ex
Oyy = _R Uyy = Ogy = Txy = Tpy = Tyz =0 s (465)
sendo R o raio de curvatura da viga apoés a deformacao.

A anidlise das hipdteses segue os mesmos passos que os utilizados no caso da barra e da torgao
tridimensionais. Considerando que nao haja forcas de corpo, é possivel verificar que esta solugao sat-
isfaz as condicoes de equilibrio e as equacoes de compatibilidade para um sélido tridimensional. As
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(a) (b)
Figura 4.3: Esquema de uma Viga Tridimensional

condicoes de contorno, para a superficie lateral da viga, também sao satisfeitas, pois nao existem es-
forgos externos aplicados. As condigoes de contorno para as segoes da extremidade da viga exigem que
a distribuicao de tensao ocorra da mesma maneira que o,,. Apenas sob essas condicoes, a distribuicao
de tensao proposta, é a solucdo correta para o problema.

O momento fletor é dado pela equacao

2
M, :/ O'ZZIdA:/ E—di: %,
A A R R

sendo I, o momento de inércia da secao transversal da viga em relagao a linha neutra, passando pelo
baricentro da secao, paralela ao eixoy. A partir dessa equagao é possivel escrever

1 EI,
— = . 4.66
R M, (4.66)
Para caracterizar os deslocamentos, inicialmente considere-se a lei de Hooke
( ow o0,, =«
=9, " E R
v x
6yy = a_y —I/E
ou T
Exx = 7 — V35
o % @fj . (4.67)
T = B oy
ou  Ow
Vaz 2 or 0
N
[ v~ 5 oy

Utilizando essas equagoes diferenciais e as condigoes de vinculagdo da viga no ponto A(0,0,0), é
possivel caracterizar o campo de deslocamentos, da mesma, forma que nos problemas de barra e torcao
tridimensionais.

Através da integragao de e,,

w = x_Rz + wy, (4.68)

sendo wy uma funcao apenas de z e y.

Considerando as outras deformacoes, obtém-se
ou z  Owy ov Oowy (4.69)

9z R 9r 0z 9y
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de forma que, através da integracao,

2 0
U = _2z_ - z% + up

B 97 , (4.70)
v=—z—/— + 1

dy

sendo ug e vy funcoes de z e y a serem determinadas posteriormente.

Substituindo estes resultados em £,; e €,y

Pwy  Oug x Pwy  Ovg T
_ -0 = — — =y, 4.71
iy + Ox "R z Oy? + oy "R (4.71)
estas equacoes devem ser satisfeitas par qualquer valor de z, entao
3211)0 3211)0
= = 4.72
0x? 0 Oy? 0 ( )
e integrando
z? i (4.73)
up = ~Vom + f1(y) vo = Vo + fo(z) - .
Sabendo-se que
_ ov  Ou
Yoy = » + 8_y =0, (4.74)
entao
Pwy  0fily)  Ofa(x) Yy
2 — — —v==0. 4.75
Z@xay oy ox "R ( )
Nota-se que, apenas o primeiro termo dessa equacao dependede de z, de forma que
2
Fwo o ONly) IRy, , (4.76)
0xdy oy ox R

assim,
wo =mz+ny—+p
2
. : 4.77
hiy) =vop +ay+v (4.77)

( f2(z) = —az + f
sendo m, n, p, «, v constantes arbitrarias. Os delocamentos agora sao escritos

52 22 2 .
REET A TA T A
v=-—nz—vo —az+f . (4.78)

Tz
w:§+mx+ny+p

\
A determinacao das constantes arbitrarias é realizada com base nos graus de liberdade do suporte
ou Ov Ov

0z 0z O ’ ( )
0 que exige que as constantes arbitrarias sejam nulas, assim as expressoes finais dos deslocamentos sao
1
u=— [ +v(z? —y?)]
2R 2y
Tz
w= =
R
Considerando uma secao transversal situada em z = ¢, a mesma, se encontrard, apés a deformacao
em
cz
z':c—i-w:c—l—ﬁ, (4.81)

que significa que uma secao plana permanece plana apés a deformacgao, conforme as hipéteses da teoria
unidimensional. Para examinar as deformagoes ocorrendo nesse plano, considere os lados y = =+b,
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conforme a Figura 4.3. Apéds a deformacao, tem-se

y'z:l:b—H):j:b(l—yxy),

R
que representam duas retas inclinadas, coforme demonstrado na Figura 4.3. J4 para os lados z = +a,
1 2,2
:1:-:|:a+u-j:a—ﬁ[c +l/(a —y)], (4.82)

que representam duas curvas com formato parabdlico, conforme a Figura 4.3,de forma que a con-
cavidade dessas curvas é oposta a configuracdo deformada da viga, por exemplo enquanto a viga
encontra-se com a concavidade voltada para cima, a concavidade da parabloa do lado superior da
secao encontra-se voltada para baixo.

Resolvendo este problema agora, pela teoria unidimensional, tem-se que

d*u(z)
ily(ljiJT ;0 para Z; (O,L)
y =— em z = 4
Vz(0) =0 em z=0 (4.83)
d
ﬂ =0 em z =10
\ dz
Integrando a equacgao diferencial
d*u(z)
EI 2d 3 = ()
EI, u(2 C1z + Cy
d C
C Coz?
Elu(z) = %Z + 2; + Csz + Cy
e aplicando as condicoes de contorno vem que
C1=0
Co=—
C3=0 ’
| C1=0
assim a equacao final para a flexao é
Mz?
=— . 4.84
u(z) = ~55r (484)

Se agora forem considerados = y = 0, nas expressoes dos deslocamentos tridimensionais,
pode-se obter a expresdo da flexdo para a linha neutra (eixo z)
22 M2?
U=——=

2R 2EI,

que é exatamente a solucao encontrada para o modelo unidimensional.

v=0 w=0, (4.85)

Observa-se que, igualmente ao exemplo da barra, se forem consideradas vigas com o comprimento
muito maior que as dimensoes da se¢ao transversal, as diferencas entre os dois modelos (unidimensional
e tridimensional) podem ser desprezadas, de forma que a aproximacao se torna bastante razodvel.

4.2 Métodos Numeéricos

Nesta secao sera abordado o tratamento de problemas envolvendo sélidos estruturais tridimen-
sionais, de forma aproximada, através do Método dos Elementos Finitos, utilizando o software Ansys.
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Para a aplicacao de modelos de sélidos estruturais tridimensionais o Ansys permite a utilizacao
de 5 tipos diferentes de elementos, ilustrados na Figura 4.4, sendo listados a seguir:

e SOLID45: elemento hexaédrico, possuindo 8 nés (interpolagao linear) e 3 graus de liberdade por
ng, sendo os deslocamentos nas diregoes cartesianas z, y e z.

e SOLIDT72: elemento tetraédrico, possuindo 4 nés (interpolacao linear) e 6 graus de liberdade por
ng, sendo os deslocamentos e as rotacoes ao longo das diregoes cartesianas z, y e z.

e SOLID73: elemento hexaédrico, possuindo 8 nés (interpolacio linear) e 6 graus de liberdade por
ngd, sendo os deslocamentos e as rotacoes ao longo das diregoes cartesianas x, y e z.

e SOLIDY92: elemento tetraédrico de alta ordem, posuindo 10 nés (interpolagao quadratica) e 3
graus de liberdade por nd, sendo os deslocamentos ao longo das diregoes cartesianas z, y e z.

e SOLIDY5: elemento hexaédrico de alta ordem, posuindo 20 nds (interpolagao quadratica) e 3
graus de liberdade por nd, sendo os deslocamentos ao longo das diregoes cartesianas =z, y e z.

P L
al
‘ ® i Sist. Ref.
iy LAY
¥ \ v K
1 1
Sist. Ref. | Sist. Ref.
Global X Global X J
z VA
(a) SOLID45 (b) SOLID72
i Y
-
X
z z
(c) SOLID92 (d) SOLID95

Figura 4.4: Elementos Solidos no Ansys

Os elementos hexaédricos (SOLID45, SOLID73 e SOLID95) sdo mais utilizados, pois permitem
a obtencao de malhas pouco distorcidas e de geragao mais simplificada. O elemento SOLID73 garante
resultados mais precisos que o SOLID45 convencional , por possuir mais graus de liberdade por né,
além de exigir menor custo computacional que o SOLID95, entretanto é menos preciso que o elemento

quadréatico SOLID95.

Ja os elementos tetraédricos sdo mais adequados na resolucao de problemas envolvendo mal-
has mais distorcidas. O elemento SOLID72 pode substituir o SOLID92, demandando menor custo
computacional e, apesar de possuir mais graus de liberdade por né, apresenta menor precisao nos
resultados do que o seu equivalente quadratico SOLID92.
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De uma forma geral, para esses elementos, os dados de entrada devem ser as suas coordenadas
geométricas em fungdo do sistema de referéncia adotado, conforme Figura 4.4, as propriedades do
material, os carregamentos e as condicoes de contorno.

Os resultados que podem ser obtidos sao os deslocamentos (translagao e rota¢ao) nodais e as
componentes de tensao e deformacao atuantes em cada elemento da malha. Alternativamente, podem
ser obtidas algumas prorpiedades geométricas como, centréides, momentos de inércia e de massa,
volume e massa, para os elementos e/ou para a estrutura como um todo.

Estes resultados podem ser configurados para serem fornecidos em forma de tabelas ou gréficos.
Algumas propriedades especiais, como anisotropia, nao-linearidades, dependéncia da temperatura e/ou
do tempo, etc. também podem ser atribuidas e adaptadas a esses elementos.

As tabelas abaixo resumem os principais atributos e os dados de entrada para os elementos
SOLID45 e SOLID72.

SOLID45
Nuimero de Nés 8 (I,J,K,L,M,N,0O,P)
Graus de Liberdade UX, UY, UZ

Propriedades do Material | EX, EY, EZ, NUXY, NUXZ, NUYZ, ALPX, ALPY, ALPZ
Propriedades do Material | DENS, GXY, GXZ, GYZ, DAMP

Cargas de Superficie Cargas distribuidas nas faces do elemento
Cargas de Corpo Temeperaturas nodais
SOLID72
Nuimero de Nés 4 (I,J,K,L)
Graus de Liberdade UX, UY, UZ, ROTX, ROTY, ROTZ

Propriedades do Material | EX, EY, EZ, NUXY, NUXZ, NUYZ, ALPX, ALPY, ALPZ
Propriedades do Material | DENS, GXY, GXZ, GYZ, DAMP
Cargas de Superficie Cargas distribuidas nas faces do elemento

Cargas de Corpo Temeperaturas nodais

Os dados de entrada para os demais elementos sao similares, levando-se em consideracao suas
caracteristicas particulares.

Nas tabelas acima UX, UY, UZ, representam os deslocamentos nodais, ROTX, ROTY, ROTZ,
sao as rotacoes. No caso das propriedades do material, EX, EY, EZ sdo os mddulos de elastici-
dade, NUXY, NUXZ, NUYZ os coeficientes de Poisson, GXY, GXZ, GYZ, os médulos de elasticidade
transversal e ALPX, ALPY, ALPZ, os coeficientes de dilatacao térmica, medidos em cada direcao.
Observa-se que para problemas isotrépicos, é necessario atribuir valores dessas propriedades apenas
em uma direcao. O parametro DENS representa a massa especifica do material e DAMP, o coeficiente
de amorteciamento.

As cargas de superficie podem ser configuradas, de forma a indicar as diregoes e sentidos de
aplicacao. Podem ser aplicados também carregamentos concentrados diretamente aos nés da malha.
As cargas de corpo permitidas sao as decorrentes das tensoes devidas a dilatagao térmica do material,
quando submetido a um gradiente de temperatura. As cargas de corpo devidas ao peso préprio
nao sao atribuidas diretamente ao elemento, devendo ser computadas em funcao dos efeitos inerciais
(aceleragoes como a gravitacional, por exemplo) em cada diregao. Nesse caso, os efeitos dinamicos sao
tratados como carregamentos estiticos (Principio de D’Alambert), sendo necessario atribuir um valor
ao parametro DENS. Observa-se que os efeitos decorrentes de aceleracao centripeta também podem
ser considerados.
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4.2.1 Estudo de Casos

A fim de exemplificar a uitlizacdo do software Ansys na solucao de problemas estruturais em trés
dimensoes, serao estudados dois exemplos. O primeiro trata da simula¢ao do alongamento de uma bar-
ra de se¢ao constante, engastada e sob a agao do peso préprio, analisando a convergéncia dos resultados
(Modelo Tridiemensional versus Unidimensional) & medida em se aumenta o comprimento em funcao
das dimensoes da se¢ao transversal. O segundo visa comparar os resultados analiticos e numéricos
para uma barra de secao trasnversal varidvel, usando diferentes tipos de elementos disponiveis no
programa Ansys.

Barra tridimensional com se¢ao cosntante

Este exemplo visa ilustrar a aplicacdo do programa de Elementos Finitos Ansys na solugdo do
problema de uma barra tridimensional engastada e submetida ao peso préprio. A Figura4.5b mostra
o esquema do problema. O material da barra é o ago estrutural comum, com mdédulo de elasticidade
E = 210 GPa, coeficiente de Poisson v = 0,3 e massa especifica p = 7885 kg/m3. A aceleracio da
gravidade foi cosiderada g = 9.816 m/s2. O tipo de elemento utilizado foi o 0 elemento hexaédrico de
8 néds e trés graus de liberdade por n6 (SOLID45).

P9

Figura 4.5: Barra tridimensional com secao constante

Sabe-se que a solucao unidimensional leva em conta apenas o deslocamento da linha neutra da
barra, desconsiderando os deslocamentos transversais da secao, efeito de Poisson. A solucao analitica
apresentada para o problema evidenciou que a solugao para a linha neutra no modelo tridimensional
equivale & solu¢ao do modelo unidimensional e que, para comprimentos muito maiores que as dimensoes
da secao transversal, o erro presente no modelo unidimensional para pontos fora da linha neutra pode
ser desprezado.

O objetivo, nesse caso é fazer varias simulagoes do problema tridimensional variando a razao de
aspecto R = —, que indica a proporcao entre o comprimento e a largura da secao transversal quadrada
a

e observar o comportamento da solucao, ou seja, o desvio do resultado para o deslocamento de ponto
extremo da secao (erro maximo) em relagao ao delsocamento da linha neutra (solucao exata).

Foram feitas 10 simulacoes com R variando de 1 a 10, nesse caso o comprimento foi mantido
constante, variando-se as dimensoes da secao transversal, verificando-se o desvio da solugao e entre
um ponto extremo (ponto maximo na diagonal) e um ponto na linha neutra pra vérias se¢oes par-
tir do engaste. As Figuras 4.8 a 4.12 ilustram a malha de elementos utilizada e os resultados dos
deslocamentos na direcao axial e transversal para os casos R=10e R = 1.
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Observou-se que, para pontos longe do engaste, o erro maximo obtido foi da ordem de 12%
(para R = 1) decaindo para valores menores que 1% (R = 10). A Figura 4.6 apresenta um grafico
que ilustra a variacao do desvio percentual da solucao em funcao da variacdo da razao de aspecto R,
percebendo-se claramente a convergéncia da solucao para barras longas.

Convergencia 3D x 1D

120"

10+

%

Desvi o

Razao de Aspecto R

Figura 4.6: Desvio da solugao em funcao de R

A seguir tem-se a listagem do arquivo de entrada de dados utilizado na simulagao.

! Analise Estatica de uma barra 3D, sob a acao da gravidade
! Iniciando o Pre-Processamento
/PREP7
/TITLE, TRACAO DE UMA BARRA 3D, RAZAD DE ASPECTO = 10
! Definindo o tipo de analise
ANTYPE,STATIC ! Analise Estatica
! Definindo o tipo de elemento
ET,1,SOLID45 ! Solido Estrutural 3D, Cubo de 8 nos e 3 DOFs por no
! Definindo as propriedades do material
MP,EX,1,210E9 ! Modulo de Elasticidade E = 210 GPa
MP,NUXY,1,.3 ! Coeficiente de Poisson NU = 0.3
MP,DENS,1,7885 ! Massa Especifica RO = 7885 Kg/m"3

! Definindo a Geometria da Estrutura

! Area da Secao A = B"2 =1 m™2
! Comprimento L = 10 m
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! Razao de Aspecto R = L/B = 10

! Definindo os "Keypoints"

K,1,.5,,.5
K,2,-.5,,.5
K,3,-.5,,-.5
K,4,.5,,-.5
K,5,.5,10,.5

K,6,-.5,10,.5
K,7,-.5,10,-.5
K,8,.5,10,-.5

v,1,2,3,4,5,6,7,8 ! Definindo o volume

SMRT,OFF ! Desativando o "SmartSizing" do gerador de malhas

! Definindo as dimensoes da malha de elmentos

LSEL,S,LINE,,5,11,2

LESIZE,ALL,,,6

LSEL,ALL

ESIZE, ,6

MOPT,VMESH, ALTE

VMESH, 1 ! Gerando a malha sobre o volume
OUTPR,BASIC,ALL

! Aplicando as condicoes de contorno

NSEL,S,L0C,Y,0

D,ALL,ALL ! Engastamento na base do modelo (Y=0)
NSEL,ALL
FINISH ! Finalizando o pre-processamento

! Iniciando o SOLVER

/SOLUTION

ACEL,0,-9.816,0 ! Aplicando o efeito da gravidade
SOLVE ! Resolvendo o probelma

FINISH ! Finalizando o SOLVER

! Tniciando o Pos-Processamento

/P0OST1

G = 9.816 m/s"2

! Reorientando o modelo na area de trabalho

/VIEW,1,1
/VUP,1,-Y
! Visualizacao dos resultados
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PLNSOL,U,Y ! Plotando os deslocamentos axiais (UY)
'PRNSOL,U,Y ! Listando os deslocamentos nodais (UY)

FINISH ! Fim da Analise.

Barra tridimensional com sec¢ao variavel

Este exemplo encontra-se em detalhes no manual de verificagao do software Ansys (Ansys Ver-
ification Manual, VM37: Elongation of a Solid Bar).

O objetivo é determinar o alongamento axial maximo § de uma barra de aluminio de compri-

mento L, com se¢ao trasnversal varidvel, engastada, submetida a um carregamento concentrado F' e a
- . - . . L .

tensao axial oy, atuante na secao transversal situada em seu ponto médio 3 A Figura 4.7 apresenta

o esquema do probelma e o respectivo modelo de elementos finitos utilizado na solucao. Nesse caso
foram considerados: L = 254 mm, d = 50,8 mm, £ =70,71 GPa,v =0,3,e FF = 44,48 kN.

(a) Esquema do Problema (b) Malha para SOLID45 ou SOLID73

Figura 4.7: Barra tridimensional com secao variavel

O problema foi resolvido usando trés tipos de elementos (SOLID45, SOLID72 e SOLID73) e seus
resultados serao comparados com a solucao analitica. As tabelas abaixo apresentam estes resultados.
A Figura 4.13 apresenta o resultado da simulacido para o deslocamento axial da barra utilizando o
elemento SOLID45.

SOLID45 Resultado Tedrico | Ansys Razao
d (mm) 0,1221156 0,1208278 | 0,989
oyy (MPa) (Elem. 4) | 30,6403 30,6196 0,999
SOLID73 Resultado Tedrico | Ansys Razao
d (mm) 0,1221156 0,1188364 | 0,973
oyy (MPa) (Elem. 4) | 30,6403 30,6403 0,999
SOLID72 Resultado Tedrico | Ansys Razao
d (mm) 0,1221156 0,1194257 | 0,978
L
oyy (MPa) (y = 5) 30,6403 30,8540 1,007
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TRACEKS BC TWA §ARRE 46, REELE O ASPFEING = LA

Figura 4.8: Malha de Elementos para Barra com secao constante
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Figura 4.9: Deformacao Axial para R =1
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Figura 4.10: Deformacao Transversal para R =1
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Figura 4.11: Deformacao Axial para R = 10
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