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Capitulo 5

TORCAO

5.1 Secoes Circulares

Como no caso de barras, o eixo também é um elemento estrutural com uma dimensao longitudinal
predominante. Assume-se nesta formulagao que os eixos sao circulares ou tubulares de segdo constante. O
interesse no estudo de eixos estd relacionado apenas a acoes de movimento originando torcao das secoes
em torno da dimensao longitudinal. Na abordagem variacional, a formulacdo do problema de torcao
segue as mesmas etapas do caso de barra. Observa-se que os eixos de secao circular estao presentes em
praticamente todos os sistema mecanicos, vindo dai a importancia do problema de torcao. Na proxima
secdo, considera-se o caso de torgao em secoes genéricas, sendo a secao circular um caso particular.

5.1.1 Definicao da Cinematica

No caso da torcao de eixos com secOes transversais circulares ou tubulares, as seguintes hipdteses ci-
nemdticas sao feitas em relagao as agdes de movimento possiveis definindo o espaco vetorial V:

e as secOes transversais planas permanecem planas e normais ao eixo longitudinal x, como no caso da
barra. Assume-se ainda que segoes transversais paralelas permanecem a uma distancia constante
entre si, ou seja, ndao ha deformagao longitudinal, a qual estd presente em secGes nao-circulares e
origina o empenamento da secao (ver Segao 5.2).

e as agoes de movimento produzem uma rotacao das segoes transversais em torno x, crescendo li-
nearmente a partir de zero no centro da secao e atingindo o valor méximo na periferia. Em outras
palavras, cada secdo transversal sofre uma rotacdo rigida comstante, como mostrado na Figura
5.1(a). Esta hipdtese significa que dado um plano imagindrio DO;02C), ilustrado na Figura 5.1(b),
este se move para D'O;0,C’ sob a agao da rotagao.

Como cada segado sofre uma rotagao rigida em torno do eixo longitudinal x, entdo, a rotacao 6 é
constante para todos os pontos da se¢do. Dessa forma, 6 é funcdo escalar apenas da coordenada =z,
podendo-se escrever 6 = 6 (x).

A posigao de um ponto P na secao transversal x é dada por suas coordenadas (y, z), as quais podem
ser escritas em fungao do angulo 3 e do raio r, ilustrados na Figura 5.1(a), como

y = rcosp, (5.1)
z = rsing,
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(a) Sec@o transversal. (b) Variagao linear do angulo de torcao
ao longo do eixo.

Figura 5.1: Cinemdtica de torcao circular.

sendo a coordenada radial r dada por r = /92 + 22 e tan 3 = v Apés a rotagdo 6 da secdo x, o ponto
z

P se move para a posigao final P’, cujas coordenadas (y', 2') sdo dadas por (ver Figura 5.1(a))

y = rcos(B+0), (5.2)
2 = rsin(3+0).

Desta maneira, o ponto P tem as componentes de deslocamento v e w, respectivamente, nas diregoes
y e z do sistema de referéncia adotado ao se mover para a posicao P’. Estas componentes sao dadas pelas
diferencas das coordenadas final (', 2') e inicial (y, z) (ver Figura 5.1(a)), isto é,

_ /

vo= YU
/

w = z —Zz.

Substituindo as equagoes em (5.2) na expressdo anterior vem que

v = rcos(f+0)—uy,
w = rsin(f+6)— z.

Desenvolvendo as relagoes trigonométricas anteriores, obtem-se

v = rcosfBcosf —rsinfBsinf — vy,

w = rsinfcosh+ rcosfsinh — z.

Mas a partir da equagao (5.1), tem-se que 7 cos 3 = y e rsin 3 = z. Portanto
v = ycosf —zsinf —y,
w = zcosh+ysinh — z.

Assumindo o caso de pequenas rotacoes, ou seja, para 6 pequeno, as simplificagoes cosf =~ 1 esinf ~ 6
sao validas. Logo, as expressoes anteriores se reduzem a

v o= y(1) —2(0) -y,
w = 2(1)+y0) -2,
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ou seja,
v = —z0, (5.3)
w = yb.

Logo, devido a torcao de um angulo 6 na secao tranversal x, cada ponto P com coordenadas y e z
apresenta as componentes de deslocamento v e w. Como nao ocorre empenamento da se¢do, a componente
de deslocamento na direcao = é nula, ou seja, u = 0. Observe ainda que as componentes v e w variam
linearmente com as coordenadas z e y, como ilustrado nas Figuras 5.2(b) e 5.2(e) para uma segao circular
cheia de diametro d. Neste caso, os deslocamentos v e w sao nulos no centro da secao transversal e

atingem o valor mdximo na extremidade do eixo onde \/y2 + 22 = ok O sinal negativo em v é compativel

com o sentido da rotacao, ou seja, ao se girar a secao segundo a direcao positiva do eixo x, o ponto P se
move para baixo, em sentido contrério a dire¢do positiva do eixo y do sistema de referéncia adotado (ver
Figura 5.2(a)). Caso a rotagao 6 seja negativa, ou seja, contraria a diregao positiva do eixo x, o ponto P
se move para cima fazendo com que v seja positivo e w negativo (ver Figura 5.2(d)). As Figuras 5.2(c) e
5.2(f) consideram o caso de um eixo circular vazado com didmetros interno d; e externo d.. Neste caso,

- . : . d; .
as componentes de deslocamento v e w s2o minimas no didmetro interno onde /y? + 22 = 5 e maximas

na extremidade da se¢ao pois \/y? + 22 = %

De acordo com as hipéteses anteriores adotadas, o angulo de torgao 8 é constante numa mesma segao,
mas varia entre segoes, o que pode ser denotado como 6 = 6 (z). As componentes de deslocamento dadas
em (5.3) sao vélidas para um ponto P com coordenadas (y, z) na secao x. Para indicar a cinemética de
todos os pontos do eixo, pode-se reescrever (5.3) incluindo a dependéncia explicita do dngulo de torgao
6 com a coordenada z segdo, ou seja, 8 = 6 (z). Logo

U(l”y’ Z) = —Ze(l‘), (54)
w(z,y,z) = yi(z).
A coordenada x permite localizar a secdo e as coordenadas y e z indicam o ponto P considerado na se¢ao
x.
Lembrando que o deslocamento na dire¢ao longitudinal é nulo, ou seja, u(z,y, z) = 0, tem-se que a
cinemética de um eixo circular é dado por um campo vetorial u(z,y, z) com as seguintes componentes

u(x,y,z) ul(x?y? Z) 0
u(z,y,z) =1 v(z,y,z) p =1 us(z,y,z) p =1 —=20(z) ;. (5.5)
w(z,y, z) us(x,y, 2) y0(x)

Os indices 1, 2, 3 s@o empregados para expressar a equagdo anterior em notacdo indicial caso seja
necessario. Emprega-se a denominagao campo vetorial para u(zx,y, z), pois a cinemética de cada ponto
do eixo é descrito por um vetor, cujas componentes dependem das suas coordenadas (z,y, z). Como o
eixo é continuo, existem infinitos pontos, ou seja, tem-se infinitos vetores descrevendo a cinematica do
eixo. Por este motivo, usa-se o conceito de campo vetorial para descrever estes infinitos vetores.

A partir da cinemética dada em (5.5), pode-se definir uma componente de deslocamento tangencial
us(z,y, z) para cada ponto P do eixo com coordenadas (x,y,z) (ver Figura 5.1(a)). Para isto, basta
somar vetorialmente v(z,y, z) e w(z,y, z), ou seja,

ut(xayv Z) = ’U(.’E,y, Z)ej + ’UJ(.’L‘,y, z)eka (56)

sendo e; e ey, os versores nas direcoes y e z. O mddulo de u(z,y, 2), indicado como u(x,y, z), é dado
substituindo v(x,y, z) e w(z,y, z) indicado em (5.5). Portanto

w(z,y,2) = (\/y2 + z2> 0(x), (5.7)
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Figura 5.2: Componentes tranversais de deslocamento na torgao circular.
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ou lembrando que r = \/y? + 22, tem-se que
ut(x,y,z) = ré(z). (5.8)

O deslocamento tangencial u; pode ser obtido diretamente a partir da Figura 5.3(a) empregando um
sistema de coordenadas polar na secao transversal do eixo. Neste caso, a posicao do ponto P é expressa
em funcao das coordenadas radial r e tangencial 8. Logo, esta posi¢do é dada pelo arco AP sendo igual
a r(3 para o caso de 3 pequeno. Analogamente, a posigao final P’ é dada pelo arco AP’, ou seja, r(5+0).
Portanto, o deslocamento tangencial serd simplesmente a diferenca das posicoes inicial P e final P’

uw=r(B+6)—rb,
ou seja,
ur(x,r,0) = ro(x). (5.9)

Novamente, u(x) varia linearmente na segao transversal, sendo zero no centro da segao cheia e maximo
na periferia. A Figura 5.3 ilustra o comportamento do deslocamento tangencial para dngulos de torgao
positivo e negativo. O caso de segbes vazadas é andlogo.

(a) Deslocamento tangencial. (b) 6(z) > 0. (c) O(z) < 0.

Figura 5.3: Comportamento do deslocamento tangencial na segdo transversal do eixo.

O conjunto V das acoes cinematicamente possiveis consiste dos campos de deslocamento u(z,y, z) da
forma (5.5), sendo 0 () uma funcdo suave de z. Portanto

V={u,u; =0, ug = —26(z), vs =yb(x) e f(x) é uma funcdo suave}. (5.10)

Para um eixo livre, todos os elementos u € V sao também agoes admissiveis, pois nao ha vinculos
fisicos impedindo o movimento de tor¢do nas extremidades. Quando alguma restricdo estd presente,
somente o subconjunto Kin, de V, formado pelas fungoes respeitando as restrigbes cinematicas, constitui
as acoes de movimento admissiveis.

5.1.2 Deformacgao

No caso do problema de barra, a componente de deformagcao longitudinal e,,(z) estd relacionada a uma
acao de estiramento u(z) da barra. Desta forma, ,,(x) representa fisicamente uma variagao especifica do
comprimento da barra. No caso de torcao, as acoes de movimento sao dadas a partir do angulo de torgao
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f(x). Como f(x) varia em cada segdo transversal, tem-se uma variagao linear do angulo de torgao ao
longo do comprimento do eixo (ver Figura 5.1(b)). Assim, no problema de torcao circular, a deformacao
serd angular devido a variagao de 6 e nao longitudinal como no caso da barra. Observa-se que se todas
as sec¢Oes sofrerem uma mesma rotacao 6, o eixo apresentard uma rotacéao de corpo rigido em torno do
eixo x, como serd visto na préxima se¢ao, ndao havendo assim deformacao do eixo.

Figura 5.4: Anélise da deformagéo na torgao circular.

Para caracterizar a deformacao no eixo devido ao angulo de tor¢ao (), comparam-se os deslocamen-
tos v e w de dois pontos em duas secoes transversais que apresentam rotacoes distintas para uma torcao do
eixo. Para isso, considere a Figura 5.4 ilustrando as sec¢bes localizadas a distancias x e x + Az da origem
do sistema de referéncia. Considere entdo os pontos P; e P» com coordenadas (z,y,z2) e (x + Az, y, 2)
respectivamente. Logo, antes da tor¢ao do eixo estes pontos possuem as mesmas coordenadas transversais
y e z. Apds a torgdo do eixo, as segoes = e x + Ax apresentam, respectivamente, rotacoes rigidas 67 e
05, sendo Af = 0, — 61 a variacdo do angulo de torcdo entre estas duas segoes transversais. Neste caso,
os pontos P; e P, assumem as posigdes finais P| e Pj. Os deslocamentos transversais v e w apresentados
por estes pontos sdo dados a partir da equacdo (5.5), respectivamente, por

U(l‘,y, Z) = —29(1,‘) = —z0: w(wvyv Z) = y0($) =yb:
v(r + Az,y,2) = —20(x + Az) = —20; w(z + Azx,y,2) = y(x + Az) = yby

Associado as componentes de deslocamento transversal v e w, tem-se as respectivas componentes
de deformacao angular 7.y, € 7;.. A letra v é usada para indicar uma deformacao angular, enquanto
representa uma deformacao longitudinal. O indice = representa a dire¢ao normal ao plano, ou seja, como
as deformacgoes ocorrem na secoes transversais, observa-se que o eixo x € normal a cada se¢ao. Os indices
y e z indicam a direcao da deformacao. Logo, 7,, ¢ uma deformacao angular no plano x na direcao do
eixo y. Analogamente, 7., é uma componente de deformacao angular no plano z na direcao do eixo z.

Para se obter as componentes de deformacao angular vz, e <., consideram-se as diferencas dos
deslocamentos transversais v e w dos pontos P; e P, divididos pela distancia Az entre as se¢oes e toma-
se o limite para Ax tendendo a zero, ou seja,

I v(x 4+ Az,y, z) —v(z,y, 2)
= lim
Ty Axz—0 Az ’
: UJ((E+A(E,y,Z) —w(a?,y,z)
= 1 .
Vaz Anto Az
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Denotando v(z + Az, y,z) —v(z,y,2) = Av e w(x + Azx,y,2z) — w(x,y,z) = Aw como as variagoes nos
deslocamentos transversais entre os pontos P, e P», respectivamente, nas direcoes y e z e utilizando a
definicao de derivada vem que

Av  dv(z,y,2)

= lim — = 5.11
Ty Armo Az der (5.11)
_ 1 Aw  dw(z,y,2)
Ter T a0 Az de

Estas componentes de deformagdo podem ser escritas em termos do angulo de torgao, bastando para
isto substituir v e w dados em (5.4)

Yoy = = ——(=20(2)),

Yez = T:%(yﬁ(x)),

ou seja,

’me(mayaz) = —=2 (512)

’sz(ma Y, Z) =Y

Supondo que as dimensoes estejam em metros e o dngulo de torcao em radianos, observa-se que 7y
tem como unidade

rd
[%cy] = m% = Tdu

ou seja, Yzy ¢ dado também em radianos e representa uma deformacao angular.
De forma andloga ao campo de deslocamentos tangencial, define-se também uma componente de
deformacao angular na direcao tangencial indicada por 7. Neste caso, os deslocamentos tangenciais dos
pontos P, e P, sdo dados empregando a equacao (5.9). Assim, a deformacdo tangencial é determinada

como
ug(x + Az, 1, 02) — u(z,7,071) rfy — 16, AV

= i = lim —=—"— =¢ lim —
(z) = Jim, Ax Am =R A A

(5.13)
Portanto, empregando a definicao de derivada, chega-se a expressao final para a deformagao tangencial
Tt

do(z)
dx

Ye(x,r,0) =1 (5.14)
Portanto, a deformacao tangencial também varia linearmente com a coordenada radial r na se¢ao trans-
versal do eixo. Isto é esperado, pois o campo de deslocamentos tangencial (5.9) também varia linearmente
na secao.

A Figura 5.5 ilustra as componentes de deformacao angular 7.y, 7z- € ¥;. A seguinte relagao é vélida

Yt = Yoy T Vaz- (515)

O espago W das acbes de deformagdo compativeis com a cinematica de tor¢ao em secoes circulares
é constituido pelas funcdes continuas 7y, (z) € vz.(x). Observa-se que o operador de deformagao D,
relacionando os espacos V das agbes de movimento possiveis e VW das acoes de deformacao compativeis
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Figura 5.5: Componentes de deformacao vy, 72> € ¢ num eixo circular.

d d
com a cinematica definida em V), é dado por D = e Logo, aplicando D = s a uma agao de movimento
T T

tangencial u(z,y, z) = l Z(é’ Z’ zz)) ] tem-se as respectivas componentes de deformacio, ou seja,
d | v(z,y,2) Yoy ()
Du=— ' = Y )
dxr [ w(zx,y, 2) Yoz ()
O operador D pode ainda ser indicado como
D: VoW
0 a|° 0 (5.16)
’U(ﬂ?,y,Z) - d_ v(w,y,z) = ’thy(‘r)
x

Considerando a componente tangencial de deslocamento u;, o espago W das agoes de deformagao
compativeis é constituido por funcdes continuas v;(x) representando a deformacdo tangencial. Neste

caso, o operador de deformacao D também é dado por D = e de tal forma que
w

D: V->W
ug(x,r,0) =ro(zx) — w = y(x)

(5.17)

5.1.3 Movimentos Rigidos

Os movimentos rigidos sdo obtidos impondo-se que a deformagao no eixo deve ser nula. Para isso, basta
impor que as componentes V() € vz.(2) sejam simultaneamente nulas. Logo

df(x
Yoy (T,y,2) = —z% =0, (5.18)
do(x)
= = 0.
Yz (CC, Y, Z) ) dx
, . - . _ . , df(x) -
A tnica condicao para satisfazer as relagoes anteriores é que T = 0 para toda secao transversal do

eixo. Isto implica que # deve ser uma rotacio constante em todas as se¢oes. Assim, o plano DO10,C
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ilustrado na Figura 5.1(b) sofre apenas uma rotacao rigida sem se deformar como mostrado na Figura
5.6. Logo, as ac¢bes de movimento rigido sdo aquelas nas quais todas as segbes transversais sofrem a
mesma rotacao rigida.

Portanto, o conjunto A (D) é composto das agoes de movimento dadas em (5.5) sendo 6 constante.
Define-se, entdo, o conjunto N (D) como

N (D) ={uw;ueV|6f(xz) =0 constante} . (5.19)

)/

\ %2
o
/ Q
z
/

Figura 5.6: Movimento rigido na torcao circular.

]

X

5.1.4 Poténcia Interna

A poténcia interna permite associar as componentes de deformacao v,y () e v,.(x) com as respectivas
componentes de tensao 7,y (r) e 7,.(x) representando as forgas internas no eixo. Como a deformacao
é angular, 7,,(x) e 7,.(x) sdo denominadas tensdes de cisalhamento atuantes no plano z nas diregoes
y e z, respectivamente. Observa-se que como se tem duas componentes de deformacao, associa-se a
cada uma delas a sua respectiva componente de tensdo. Para um ponto P qualquer no eixo, a relagado
Tay () Yoy (T) 4+ T2z (2) V22 () representa a densidade de poténcia interna no ponto. Deve-se somar estas
contribuicoes para cada ponto do eixo. Como o eixo é continuo, ou seja, possui infinitos pontos, esta
soma ¢ escrita como uma integral ao longo do volume V' do eixo, ou seja,

B:—/mmw@mm%@+m@%wm@%mwi (5.20)

Como mencionado anteriormente, o sinal negativo é introduzido apenas por conveniéncia quando da
aplicacao do PPV.
Substituindo as expressoes para as componentes de deformagao dadas em (5.12), obtem-se

B [ ot () st (572 av

df(x
= _/ [_ZTxy(ma Y, Z) + miz(CC, Y, Z)] d(CC )dV

A integral de volume anterior pode ser reescrita como integrais ao longo do comprimento L do eixo e da
area A da secdo transversal da seguinte forma

P =- /OL </A [—2Tay (2, Y, 2) + YTuz(x, Y, 2)] dA) %(x)da:. (5.21)

X
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Figura 5.7: Resultante em termos de momento torcor na segao transversal do eixo.

A integral ao longo da area resulta num momento ao longo do eixo x. Supondo que as unidades de
comprimento sejam dadas em m e as tensdes em N/m?, o integrando estara dado em N/m, o qual apds a
integragao fornecerd um termo em Nm, ou seja, em unidades de momento. Para interpretar esta integral,
considere a Figura 5.7 mostrando um elemento de area infinitesimal dA distando y e z, respectivamente,
dos eixos z e y do sistema de referéncia adotado. Observe que 7., e 7,, sao as componentes de tensao
no plano z (o eixo = é normal as segoes do eixo) nas dire¢oes dos eixos y e z, respectivamente. Por sua
vez, os produtos —7,,dA e 7,,dA indicam, respectivamente, resultantes de forcas internas no elemento
de area nas diregoes —y e z. Da mesma forma, os produtos —z7,,dA e y7,.dA representam momentos
na direcao positiva do eixo x, os quais somados fornecem o integrando —z7,, + y7;. na drea da secao.
Por este motivo, denomina-se

Mw(m) :/A[_szy(x7y7Z)+y7-xz(x7y72)] dA (522)

como momento longitudinal ou torcor na se¢do transversal. Observe que o momento torgor varia em
cada secdo x do eixo, de forma andloga ao angulo de torcao 6(x).
Assim, substituindo (5.22) em (5.21), pode-se reescrever a expressao para a poténcia interna como

da(;) da. (5.23)

Pi:—/OLMx(:c) -

Portanto, o espaco W' dos esforgos internos é constituido por fungdes escalares continuas M, (z)
caracterizando o momento torcor em cada segao transversal x do eixo.

De forma andloga ao caso de barra, pode-se integrar a expressao da poténcia interna por partes,
aplicando a regra dada em (4.13), resultando em

L x L dM,(z
ro= - Mx(x)%i)dx:—Mx(x)Q(xﬂoL—i— /0 %w()e(x) da (5.24)
L X
— _Mu(L)O(L) — Ma(0)6(0)] + /0 %9@) da. (5.25)

Logo, os esforgos internos compativeis com a cinemadtica de torgdo circular sao caracterizados por mo-
mentos torgores concentrados My(L) e M;(0) nas extremidades do eixo, além de um momento torcor

dM(z
distribuido % no seu interior. Estes esforgos sao ilustrados na Figura 5.8(a).
x
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A poténcia interna pode ser escrita em func¢do da componente de deformagao angular ¢, ou seja,
P=- / nu(x,r, 0z, 0)dV, (5.26)
v

sendo 7¢(x,r,0) a tensdo de cisalhamento ao longo da dire¢ao tangencial num ponto de coordenadas
polares (r,6). Substituindo (5.14), a expressao anterior pode ser reescrita, de forma andloga a (5.21),
como

P =- /OL </A rre(z, T, 9)dA> dfl(xw)d;v. (5.27)

Neste caso, o momento torcor é dado pela integral ao longo da drea A em funcéo da tensdo de
cisalhamento tangencial, ou seja,

M, (z) = /A rr(e, 7, 0)dA. (5.28)

A expressdo anterior pode ser integrada resultando em
M, (z) = rry(x,r,0)A(x),

ou ainda
T(x,r, 0)I,(x)
M, (z) = — (5.29)
sendo Ip(z) o momento de inércia polar da secdo transversal.
Esta equacao serd empregada ao se discutir o ensaio de torcao para caracterizar as propriedade de
um corpo de prova submetido a torgao.
Observa-se ainda que as componentes de tensao 7y, 7,. € 7; estao relacionadas de forma andloga as

componentes de deformacao angular 7.y, vz- € ¥, ou seja,

Tt = Tay + Taz (530)

5.1.5 Aplicacao do PPV

Deseja-se caracterizar os esforcos externos f compativeis com a cinematica definida para a torcao de eixos
circulares. Para isso, aplica-se o PPV discutido na Secao 3.4. Este principio estabelece que o estado de
equilibrio de um corpo na sua posigao deformada pode ser avaliado introduzindo uma agao de movimento
virtual.

Assim, suponha que um eixo tenha sofrido uma torgéo e se encontra em equilibrio na sua configuragao
deformada. Para avaliar este estado de equilibrio, introduz-se uma acio de torcao virtual f(z) a partir
da posicao deformada. Se o eixo estd realmente em equilibrio nesta configuracao, as poténcias externa e
interna associadas a qualquer acao virtual é(m) devem ser iguais, ou seja,

P.+ P, =0.
Como os esforcos externos f nao foram ainda caracterizados, denota-se a poténcia externa como
P = < 7 9>. Logo, substituindo a poténcia interna dada em (5.23) na expressao anterior vem que

<f,9> - /OL Mx(m)di(;) dz = 0. (5.31)

Considerando a expressao para a poténcia interna (5.24) ap6s a integragao por partes, reescreve-se o PPV

(£6) — [M(L)B(L) - M, (0)0(0)] + /OL %”;(m)é(x) dz = 0. (5.32)

Este é o enunciado integral descrevendo o equilibrio do eixo livre de restrigoes, fornecendo ainda uma
representagao dos esforgos externos compativeis com o modelo cinemético do eixo.
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5.1.6 Caracterizagao dos Esforcos Externos

Como mencionado na se¢ao anterior, o PPV representa o equilibrio das poténcias externa e interna para
qualquer acao virtual é(:c) a partir da posicdo deformada do eixo. Assim, os esforcos externos presentes
no eixo devem ser tais que a poténcia gerada pelos mesmos durante uma rotacao virtual é(w) equilibre a
poténcia interna dos esforgos internos para a mesma acao virtual.

Logo, para caracterizar os esforgos externos compativeis com os esforgos internos e consequentemente
com a cinemética do eixo, faz-se uma analise da expressao (5.32) do PPV. Logo, para equilibrar os termos
M, (L)4(L) e M,(0)8(0) da poténcia interna, tem-se os respectivos termos Tr0(L) e Tof(0) na expressio
da poténcia externa, sendo T e Ty os torques externos presentes nas extremidades r = L e x = 0
dM,(z)

dx

L A~
distribuido, denotada por t(x), cuja poténcia / t(z)f(x) dr associada a uma rotagao virtual arbitraria
0

. L dM,(z) »
0(x), equilibra a poténcia interna / %6’(37) dx. Logo, o termo f em (5.32) é dado por
0 x

do eixo. Além disso, para equilibrar o termo , deve existir uma densidade de torque externo

To — torque aplicado em x =0
f:$ T, — torque aplicada em x = L . (5.33)
t — densidade de torque por unidade de comprimento

Estes esforgos externos estao ilustrados na Figura 5.8(b).

(a) Esforgos internos. (b) Esforgos externos. (c) Convencao de sinais para M,.

Figura 5.8: Esforgos internos e externos e convencao de sinais na torc¢ao circular.

A partir de (5.33), obtém-se a expressao da poténcia externa das forcas f para qualquer acdo virtual
O(z) €V

P, = (f,0) = Ty0(0) + Tr0 (L) + /OLt(x)é(x) dz. (5.34)
Substituindo (5.34) no enunciado do PPV (5.32), obtém-se
Tod (0) +TLO (L) + /0 : t(z)0(z) dx — {Mw(L)é(L) - Mw(O)é(O)] + /0 : %ﬂ;@é( ) dz =0
Rearranjando a expressao anterior vem que
[M,, (0) + Tp)] 6(0) 4+ [~ M, (L) + T1] (L) — /0 ’ {%ﬁx) + t(m)} 0(z) de =0 (5.35)



5.1. Secoes Circulares 5-13

Para que a equagao (5.35) seja valida para qualquer agao é(w) € V, os termos entre os colchetes devem
ser todos simultaneamente nulos, resultando em

dM,
%—i—t(w)zo em z € (0,L)
x
M, (0) = —Tp emx =0 (5.36)
M, (L) =Tt emz =1L

A expressdo anterior define a forma local do problema de torcéao circular livre de restrigdes cinemaéticas.
Tem-se uma equacao diferencial em termos do momento torgor e duas condigoes de contorno. Este
conjunto (equagado diferencial + condigbes de contorno) define o Problema de Valor de Contorno (PVC)
para a torgao circular.

Resolvendo-se a equagao diferencial, obtém-se o momento torcor M, (z) ao longo do comprimento
do eixo. A Figura 5.8(c) ilustra a convencao de sinais para M,. Pode-se tragar o diagrama de esforco
solicitante para o momento torgor M, (z) de forma andloga ao realizado para a forga normal N,(z) no
caso de barra.

A partir da equagao (5.36), define-se o operador de equilibrio D*entre os esfogos externos e internos.
Este operador pode ser escrito como

d
. —%M:D(:c) em z € (0,L)

My(z)|,_;, emz=0

O operador D* mapeia os espagos vetoriais dos esfor¢os internos W' e externos V'. Neste caso, o
espago vetorial dos esforgos externos V' é caracterizado por uma fungao escalar continua ¢(x) indicando
o torque distribuido sobre o eixo e torques concentrados Ty e 17, nas extremidades do eixo tratados como
condicoes de contorno do problema. Portanto, denota-se D* como

D*: w-—=V
d
—— M, (z) = t(z) em z € (0,L)
) 7 5.38
My (x) — D*My(z) = _ ﬁx(w)\x:o =Ty emz=1L .

My (x)|,_; =11 emz =0
Se é(x) for uma agdo de movimento virtual rigida, entdo a poténcia interna é nula. Neste caso, o

PPV estabelece que para qualquer acdo virtual rigida 6(z) € N (D), a poténcia externa dada em (5.34)
é nula para um eixo em equilibrio, ou seja,

A o L A
Tod (0) + TLA(L) + /0 t(2)0(x) dz = 0. (5.39)

As agoes rigidas para o eixo, sao rotagoes constantes em torno do eixo x. Logo, tem-se §(z) = 0 =cte e
substituindo na expressao anterior vem que

L .
(Tg + Ty +/ t(z) dm) 0 =0.
0

A partir dai, obtém-se a condi¢do de equilibrio da barra, estabelecendo que a resultante dos torques
externos deve ser nula, isto é,

L
To+ Ty, + / t(z) dz = 0. (5.40)
0
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L
7 Pe:Toe(o)HL@(L>+J£t®(X)dX

V(x)=-2z0(x)

W)=y () >
A
~do
. d)( O<X<L
_d o
B= - D =< o
(>‘X:L

. - e
® Txy(x)=—2d0(x) P‘:TJ/;J MX(X)$dX
dx

o Txz(x)= ydO(x
dx

Figura 5.9: Formulagao variacional do problema de torgao circular.

Deve-se observar que o problema da torcao de eixos, uma vez equacionado, é algebricamente idéntico
ao problema da tragdo/compressao de barras. A Figura 5.9 ilustra a formulacdo variacional do problema
de torgao.

Antes de se efetuar o tltimo passo da formulagdo variacional, ou seja, a aplicacdo da equagao consti-
tutiva deve-se definir o comportamento de um material eldstico linear quando submetido a uma torcao.

5.1.7 Ensaio de Torcao

De forma andloga ao ensaio de tragdo/compressao numa barra, pode-se efetuar um ensaio de torcao
visando caracterizar o comportamento de uma material quando submetido a tor¢ao. Para isso, toma-se
um corpo de prova de comprimento L e com sec¢ao circular constantes com momento de inércia polar I,,.
Fixa-se o mesmo numa extremidade e aplicam-se sucessivamente valores crescentes de torque externo T’
na outra extremidade, como ilustrado na Figura 5.10.

] |
[
e

Figura 5.10: Corpo de prova submetido a ensaio de torgao.

/

Como aplica-se apenas o torque concentrado 7T, o momento torgor em cada se¢ao transversal x
constante com intensidade M, (z) = T. Da mesma maneira,a tensdo de cisalhamento tangencial 7(x) =
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7; também serd constante. A partir da expressao (5.29), tem-se que

T
neTr (5.41)

A distor¢do ou deformacgdo angular tangencial apresentada pelo eixo ao longo de seu comprimento é
determinada integrando-se a equagao (5.14). Para um angulo de torcao 6, tem-se que

L 0
/ Yedr = / rdf,
0 0

ou seja,

r6

"=7 (5.42)
Portanto, para cada valor de torque T aplicado, mede-se o angulo de torcao 0. A partir dai, calculam-se

a tensao tangencial 7y e a distorgao v, empregando, respectivamente, as equagoes (5.41) e (5.42). Levanta-

se entdo um grafico 7 X ¢, o qual é denominado diagrama de ensaio de tor¢do. O comportamento deste

diagrama para um material ditil estd ilustrado na Figura 5.11.

Tt

Trup

Tesc
_ Glim
T

fase
elastica

:)/’}/ lim /7/ ¢

Figura 5.11: Diagrama de ensaio de torcao.

Valores de tensao no intervalo 0 < 73 < 7, caracterizam a fase eldstica do material, sendo T,
a tensao de cisalhamento limite de proporcionalidade. Em geral, deseja-se dimensionar os eixos de tal
forma que os mesmos permanegam na fase elstica, ou seja, a tensao maxima 7;°** deve estar no intervalo
0 < 7" < 7. Como para alguns materiais, torna-se dificil determinar com exatidao a tensao limite
Tiim, emprega-se a tensdo de cisalhamento admissivel 7 para definir a fase elastica. A tensdo 7 é dada a
partir da tensao cisalhante de escoamento Tegc € de um coeficiente de seguranca k, ou seja,

_ _ Tesc
T=—. (5.43)
k
Assim, a fase eldstica passa a ser caracterizada por valores de tensao no intervalo 0 < 7 < 7. O valor
maximo de tensdo de cisalhamento ¢ denominado tensao tltima 7,1, enquanto a tensao na qual a ruptura
ocorre ¢ denominada tensao de cisalhamento de ruptura e indicada por Trup.-
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Pode-se relacionar as tensoes de escoamento a tracao gesc € ao cisalhamento 7egc. Experimentalmente,
verifica-se que

Tesc ~ [0, 55. a 0,60] Jesc- (544)

Dividindo os dois lados da equacao anterior pelo coeficiente de seguranga k vem que

Tesc __ Jesc
= [0,55. a 0, 60] 5
ou seja,
7~ [0,55. a 0,60] 7. (5.45)

Como seré visto posteriormente, a seguinte relagao tedrica é valida entre a tensdes normal e de cisalha-
mento admissiveis

7 =0,570. (5.46)

A partir do coeficiente angular da reta na fase linear do diagrama de ensaio de torgao, define-se uma
propriedade do material denominada Mddulo de FElasticidade Transversal, o qual é denotado pela letra
G. Logo, a equagao da reta que define a fase eldstica é dada por

e = G- (5.47)

Esta equacao é denominada Lei de Hooke para o caso de tor¢cao. Observa-se que a mesma relagao é
valida quando se tomam as componentes cartesianas das tensoes (7,y, 7z.) € deformagoes (Vzy, Vz-) de
cisalhamento, isto €,

Toy = GVay € Tz = Gz (5.48)
A partir do coeficiente de Poisson v, tem-se a seguinte relacdo entre os moddulos de elasticidade
longitudinal E e transversal G
E

=iy (049

Por exemplo, tomando-se o médulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do aco (E = 21x10°Kgf /cm?
e v =0,3) tem-se que o médulo de elasticidade transversal do aco possui o seguinte valor

21 x 10°
= = 10°K 2,
G 31 50,3) 8,08 x 10°Kgf/cm
Substituindo (5.41) e (5.42) em (5.47), obtém-se
GI,
T =—29. 5.50
! (5.50)

G1 . - - : . :
O termo Tp ¢é denominado rigidez a torgao do eixo. De forma analoga a uma barra, um eixo de material
GI,
L

elastico linear comporta-se como uma mola torcional com constante k; =
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5.1.8 Aplicacao da Equacao Constitutiva

Definida a lei de Hooke (5.47) para um material eldstico linear isotrépico submetido & tor¢ao, pode-se
efetuar o ultimo passo da formulacao variacional, ou seja, a aplicacdo da equacdo constitutiva a equacao
de equilibrio (5.36).
Para isso, substitui-se (5.14) em (5.47), obtendo-se
df(x)

T(x,r,0) = G(x)wr. (5.51)

Por sua vez, substituindo a expressao anterior em (5.28), vem que
do(z
M, () = G(z) P2 / r2dA. (5.52)
dx Ja
A integral anterior representa o momento de inércia polar Ip(z) da se¢do transversal circular = do eixo.
Lembrando que 7% = 32 + 22 vem que

I(z) = /A r2dA = /A (y2 +z2) dA. (5.53)

Portanto, a expressao do momento torcor para um eixo de material eldstico segundo a lei de Hooke é

dado por

do(z)
dx

A partir dai, subtituindo esta relacdo na equagao diferencial do momento torgor (5.36), obtém-se a
equacao diferencial do eixo em termo do adngulo de torgao 6(x)

M, (z) = G(x)I,(x) (5.54)

% (G(x)lp(x)%(;» +t(z) = 0. (5.55)

Para um eixo de mesma se¢do transversal e mesmo material tem-se que G(z) = G e I,(z) = I, sao
constantes. Logo, a equacdo diferencial anterior pode ser simplificada da seguinte forma

2
oI d#0(x)

p—a i) = 0. (5.56)

Logo, observa-se que para o caso de material elastico linear isotrépico, obtém-se uma equagao dife-
rencial de segunda ordem, a qual deve ser integrada duas vezes para se obter uma fungao descrevendo o
do(z)

dx
Observa-se que as condigoes de contorno agora podem ser dadas tanto em termos de torques concentra-

dos e vinculagoes presentes nas extremidades do eixo como ilustrado na Figura 5.12. Por sua vez, estas
restrigoes cinematicas em termo dos angulo de torgao sao incluidas na definicdo do espaco de agoes
admissiveis Kin.,.

angulo de torc¢ao 6(x) no eixo. A primeira integracao fornece o momento torgor M, (x) = G(z)I,(x)

wd?

Observa-se que para secao circular de didmetro d, tem-se [, = 37 Analogamente, para uma
secao circular vazada de didmetros interno d; e externo d., o momento de inércia polar é dado por
! - df)

3

2
A partir de (5.54), tem-se que

do(xz)  Mg(x)
dr  G(x)I(z)’ (5.57)
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0(0)=0 o (L)=0 0(0)=0 o(L)=0

IARNNY
-~ L ) L R B

(a) 6(x =0) =0. (b) 8(z =L)=0. (c)(zx=0)=0eb(x=L)=0.
Figura 5.12: Condigbes de contorno em termos do angulo de torgao.

a qual substituida em (5.51), permite obter a expressdo da tensdo tangencial em termos do momento
torgor

Te(z,7,0) = T. (5.58)
Logo, verifica-se uma variagao linear da tensao de cisalhamento na secao transversal do eixo revelando
que a distribuicao de tensao é compativel cinematicamente com o campo de deslocamento tangencial.

Observa-se que o valor maximo da tensao de cisalhamento ocorre na extremidade da se¢do onde r = >
A Figura ilustra o comportamento linear da tensao de cisalhamento tangencial.

~N A
N A
N

(a) M, > 0. (b) M, < 0.

Figura 5.13: Distribuicao da tensdo de cisalhamento na secao de um eixo.

As mesmas equagoes diferenciais sao obtidas tomando-se as componentes cartesianas das tensoes (7,
Tz») € deformagoes (Vzy, Vz2), bastando para isso empregar as expressoes (5.48) juntamente com (5.12) e
(5.22). Da mesma maneira, obtém-se que

Toy(2, Y, 2) = —]\éx(f))z e Te(x,y,2) = ]\éx(f))y (5.59)
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5.1.9 Verificagao e Dimensionamento de Eixos Circulares

Dimensionar um eixo significa calcular a dimensao minima da area da secao transversal de tal forma que
0 eixo permenca na fase elastica. O dimensionamento considerado aqui serd baseado no valor maximo da
tensao de cisalhamento ao longo do eixo. De forma analoga ao caso de barra, consideram-se os seguintes
passos no dimensionamento a tensao maxima:

1. determina-se a fungdo e o respectivo diagrama de momento torcor M, (z) através da integracao da
equacao diferencial (5.55).

2. Com base neste diagrama, determina-se a se¢do mais solicitada, ou seja, a se¢ao onde atua o maior
valor do momento torgor em modulo, sendo este valor denotado M;"**.

max

3. Aplicando-se a expressao (5.58), tem-se que a tensdo maxima 7;"** ocore no contorno da segao mais

solicitada com r = 5 Logo,
_ Mped

max — . 5.60
Tt I, 2 ( )

Como nao se conhece as dimensdes da segao transversal ainda, agrupam-se os termos da expressao
anterior envolvendo estas dimensées no médulo de resisténcia tor¢ao W, dado por

2
Wy =1,-. 5.61
T pd ( )
Desta forma, pode-se reescrever a expressao (5.60) como
Mmax
Ttnlax — I}/ X (5.62)
€T

4. A condicdo que o eixo permaneca na fase eldstica significa que a tensdo de cisalhamento méxima
deve ser inferior a tensdo de cisalhamento admissivel 7, ou seja,

O médulo de resisténcia a tor¢do minimo é obtido, tomando-se a igualdade na expressao anterior,
isto é,

max
_ M

We - (5.64)
T

Conhecida W, determinam-se as dimensoes da segao transveral. Por exemplo, para um eixo de
diametro d, vem que

2 wd* 2

W,=1I-=1,=—"=.
Pqg 7P 324

Portanto

d= <16W$)1/3. (5.65)

™
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No caso de verificagdo de um eixo, as dimensoes da segao transversal sao conhecidas e deseja-se
verificar se o eixo permanece na fase eldstica quando submetida a um certo carregamento. Para isto
calcula-se a tens@o normal méxima 7;"** usando (5.62). Com esta tensdo méxima, basta verificar se a
mesma é menor que a tensao admissivel, ou seja

7_tI“IlaX S 7—_' (5.66)

Neste caso, diz-se que o eixo permanece na fase eldstica. Caso a condigdo ndo seja vélida, deve-se
redimensionar o eixo aplicando o procedimento anterior.

5.1.10 Exercicio Resolvido

1. Considere o eixo ilustrado na Figura 5.14 de secao circular com diametro d submetido ao carrega-
mento indicado. Pede-se: a) determinar o didmetro minimo d para que o eixo permaneca na fase
eldstica; b) determinar a equagdo do angulo de torcao; c) suponha agora que a se¢ao do eixo seja
circular vazada com didmetros interno d; e externo d, com d;/d. = 0,8. Pede-se determinar os
diametros d; e de; d) para esta nova secdo, determinar a equacdo do angulo de torgao; e) baseado
nos resultados obtidos, determinar qual eixo é mais pesado e qual sofre a maior rotacao. Dados:
L =2m, M; = 1000Nm, 7 = 50M Pa, G = 80GPa, t, = 1600Nm/m.

Y
to

Y
) B:Gl vt ,
' [
L/ 2 ﬂ—/ 2 \ — ——d1
Figura 5.14: Eixo com secoes circulares cheia e vazada.

(a) Equagdo do carregamento: t(z) =ty <z — & >0

(b) Condigbes de contorno: f(z =0) =0 My(x =L) = M,

(c) Integragao da equac@o diferencial: Glpfi% =—tz)=—ty<z—%5>0

e 1% integracao: momento torcor
M,y(z) = GL,2D — 4y <z — L > 40
e 2% integracao: angulo de torgao
GIpQ(x) = —%0 <T— % >2 +Chix + Co
(d) Determinagao das constantes de integragao
Glp0(a¢ = 0) == (0) +Cl(0) +02 =0— C2 =0
Mx(m:L):—t0<L—%>1 +01:Mt—>C1:Mt+t0%

(e) Equacoes finais

e momento torgor
My(z) = —tg <z — & >V + My +to% = 1600 <2 — 1 >! +2600
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e angulo de torcao
0(z) = gr (=9 <z — § >> +M; + to5w) = 5 (—800 < z — 1 >* +2600z)
(f) Diagrama do momento torgor
M,(x — 0%) =2600Nm  M,(x — 17) = 2600Nm

My(z — 1) = 2600Nm  Mg(z — 27) = 1000Nm

Mx()[N]
2500 |

2000

1500 ¢

1000 ¢

500

0

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
x[m]

(g) Segdo mais solicitada: M, (z — 07) = 2600Nm
(h) Dimensionamento

e Secao circular
wd*

momento de inércia da segao: I, = %55~
. : s (Mgyedy 16 _ = _ 16\% _
dimensionamento a tensao: 7 = (1_;)(5) =My—p =7 —d=(My>)3 =6,42cm
e Secao circular vazada (di,dy= didmetros interno e externo)

dimensionamento a tensao: 7 = (]\I/[—;)(d—?) =M _ >

2) = W,
modulo de resisténcia a torcao: W, = % =5,2 x 107°m3
Portanto,
Y 4 4\ 2 _ 4 4
We =12 = 33 (dy —di) g, = 15 (dy — dy)

Por sua vez, a relacao entre os didmetros é dada por g—; = 0, 8. Substituindo na expressao
anterior vem que,
W, = @5 (d5 — (0,8d2)"] = 5,2 x 107°
Logo, do = 7,65¢cm e di = 6,12cm.
(i) Equacao do angulo de torcao
e Secao circular
momento de inércia: I, = & = Z(6,42 x 10~2)* = 1,67 x 10~ 6m?*
Por sua vez, tem-se que GI, = 133422, 78. Logo,
f(x) = 7,49 x 1075(—800 < z — 1 >2 42600z)
e Secao circular vazada
momento de inércia: I, = 5(dj — df) = F[(7,65 x 1072)* — (6,12 x 1072)* =
1,98 x 10~ 6m*
Neste caso, GI, = 158811, 51. Portanto,
0y(x) = 6,30 x 107%(—800 < = — 1 >2 4+2600z)
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Abaixo ilustram-se os gréficos dos angulos de torgao para os casos de sec¢do cheia e vazada.

0.0003 0.025
du(x)/dx[rad] du(x)/dx[rad]
0.00025 + ] 002 | T
0.0002 1 0015 | i
0.00015 1 0.01 - |
0.0001 r i
0.005 1
5e-05 1
0
0
L L L L L L L L L -0.005 L L L L L L L L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
X[m] X[m]

(j) Relac@o entre os pesos
As massas m. e m, dos eixos de se¢des circulares cheia e vazada sdo dadas, respectivamente,
por m, = pV. e m, = pV,, sendo p a densidade do material; V. e V,, os volumes das secoes.
Desta maneira, a relacdo entre as massas € a seguinte,

me V.  L(§)d® d? 6,422

my Vo LOE)B-d) (G-d3) 7,65 6,122

—1,95

onde L é o comprimento dos eixos. Desta maneira, como esperado, a massa do eixo de se¢ao
cheia é superior a do eixo com secao vazada.

(k) Relagdo entre as rotagoes
A partir das expressoes para as rotacoes tem-se a seguinte relagao:

6. 7,49

0, 6,30

=1,19

Assim, apesar da massa do eixo com secdo cheia ser superior ao eixo vazado, a sua rotacdo é
cerca de 20% superior.

5.2 Torcao de Secoes (GGenéricas

Na segdo anterior, considerou-se o problema de tor¢do em eixos de secao circular. A cinematica do
problema foi caracterizada por uma rotacao rigida de cada segdo transversal, as quais permaneciam
ortogonais ao eixo x do sistema de referéncia apds as rotagoes rigidas. O problema de torcao é muito
comum também em sec¢Oes nao-circulares. Neste caso, cada secao sofre uma rotacdo rigida de forma
analoga a sec¢ao circular, mas agora tem-se um empenamento das se¢oes tarnsversais, ou seja, as mesmas
nao permanecem ortogonais ao eixo x, como ilustrado na Figura 5.15 para um eixo de secao quadrada.
A formulagao da torgdo em sec¢Oes gerais foi desenvolvida pelo matematico francés Saint-Venant, sendo
por isso conhecida como problema de Saint-Venant. A seguir apresenta-se a formulagdo deste problema
considerando os passos da formulagdo variacional.

5.2.1 Definicao da Cinematica

As hipéteses de Saint-Venant para o problema de torgao em segoes genéricas sao as seguintes:
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Figura 5.15: Empenamento da se¢ao num eixo de secao quadrada.

e cada secdo transversal sofre uma rotacao rigida § = 6(z) como no caso da torcao circular,

e 0 deslocamento u na direcao longitudinal nao depende de x, o que implica que todas as secoes tem
o mesmo deslocamento ou empenamento u(z) = ¢(y, z). A funcao ¢(y, z) descreve o empenamento
da secdo e a sua forma especifica serd obtida a partir da solugdo do problema.

A Figura 5.16(a) ilustra a secdo quadrada do eixo da Figura 5.15. Observa-se que apesar de se
considerar uma se¢do quadrada, a formulagdo aqui apresentada é vélida para qualquer tipo de sec@o
transversal, incluindo o caso circular. Devido a rotagao # = 6(z) da secdo, o ponto P com coordenadas
(y,z) assume a posigdo P’ de coordenadas (y',z’) de forma andloga ao caso circular. Assim, devido
a rotagao rigida 0(x) da sec@o = em relagdo ao eixo = do sistema de referéncia adotado, tem-se os
deslocamentos v(z) = —z0(x) e w(x) = yb(z), respectivamente, nas direcoes y e z. Mas devido ao
empenamento da se¢do, o ponto P’ apresenta um deslocamento longitudinal u(x), assumindo a posicao
final P” ilustrada na Figura 5.16(b). Este deslocamento é dado pela fungdo de empenamento ¢(y, z) de
acordo com as hipdteses de Saint-Venant, ou seja, u(z) = ¢(y, 2).

(a) Deslocamento na secdo (b) Empenamento na diregao longitudinal.
transversal.

Figura 5.16: Cinematica da torgdo em segoes genéricas.

Assim, a cinemaética de torgdo em segoes genéricas é dada pelas 3 componentes de deslocamento

u(x,y,z) = SO(y, Z), (567)
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v(z,y,z) = —z0(z),
w(z,y,z) = yb(z).
Novamente, a coordenada = permite localizar a secdo e as coordenadas y e z indicam o ponto P

considerado na secdo x. As componentes de deslocamento anteriores constituem o campo vetorial de
deslocamento u(z,y, z) dado por

u(mvyvz) ul(xvyvz) gD(y,Z)
u(w»y»z) = U(l‘,y, Z) = ’l,LQ(l',y, Z) = —zé?(x) : (568)
w(z,y, z) us(z,y, 2) yo(z)

Observa-se que se o empenamento é nulo, ou seja, p(y, z) = 0, tem-se a mesma cinemadrtica da tor¢ao
circular. Este fato reforca o comentério anterior que a formulacio apresentada nesta secao é vélida para
secoes genéricas incluindo a circular como caso particular.

O conjunto V das agoes cinematicamente possiveis consiste dos campos de deslocamento u(z,y, z) da
forma (5.5), sendo € (x) uma funcdo suave de z. Portanto

V={u,u; = p(y,z), ug = —20(x), vs = yb(z) e f(z) é uma fungio suave}. (5.69)

Para um eixo livre, todos os elementos u € V sao também agoes admissiveis, pois nao ha vinculos
fisicos impedindo o movimento de tor¢do nas extremidades. Quando alguma restricdo estd presente,
somente o subconjunto Kin, de V, formado pelas fungoes respeitando as restrigdes cinematicas, constitui
as agoes de movimento admissiveis.

5.2.2 Deformacgao

De forma andloga ao caso de torcdo circular, consideram-se duas secbes quaisquer localizadas & distancias
x e ¢ + Ax da origem do sistema de referéncia, conforme ilustrado na Figura 5.17. Como ocorre um
deslocamento axial da secdo devido ao empenamento, pode-se imaginar que exista uma deformacao
longitudinal €,,(x) no eixo, de forma anéloga ao problema de barra. No entanto, uma das hipéteses de
Saint-Venant diz que a fungdo de empenamento ¢(y, z) é a mesma para todas as se¢oes e consequentemente
ezz(x) = 0. Para verificar isto, basta tomar a variacdo do deslocamento axial Au = u(x + Azx) — u(z)
dividida pela distancia Az entre as secbes e tomar o limite para Ax tendendo a zero, ou seja, aplicar a
definigao de €, (x) usada no caso de barra. Logo

u(z + Az) — u(x)

Ezz(T) = Alégo Ay . (5.70)
Como o empenamento nao varia ao longo de z, tem-se u(z + Az) = u(x) = ¢(y, z) e portanto
_ gy Wt Ar) —u(e) ey, 2) ey, 2)
R e v . e o7

comprovando a afirmacao anterior que a deformacao longitudinal é nula.

Para determinar as componentes de deformacao angular 7., e 7., considere os pontos P; e P» com
coordenadas (z,y, z) e (z + Az, y, z) ilustrados ao longo do eixo na Figura 5.18(a). Devido as rotagdes
rigidas 61 e 02 das segbes x e x + Az, estes pontos assumem as posigoes P e Pj como ilustrado na Figura
5.18(b) considerando a segao transversal do eixo. Este efeito é andlogo ao caso da torgao circular e para
determinar o efeito da variacao angular Af = 65 — 01 nos deslocamentos transversais v e w, basta tomar a
diferenca destes deslocamentos nas duas sec¢oes transversais. Mas conforme ilustrado nas Figuras 5.18(a)
e 5.18(c), o empenamento da se¢do também provoca uma variagdo dos deslocamentos transversais v e w,
fazendo com que os pontos P| e Pj assumam as posigoes finais Pf e P2
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\/

Figura 5.17: Efeito do angulo de torgao.

Portanto, para determinar a componente de deformagao angular v,, deve-se somar a variagao v(x +
Azx,y,z) —v(z,y,z) e devido & A com aquela devido ao empenamento dada por ¢(y + Ay, z) — ¢(y, 2),
tomando os limites para Ax e Ay tendendo a zero. Logo

. v+ Az,y,z) —v(z,y, 2) . ply+ Ay, z) — oy, 2)
Yoy = Jim Ax + Jim Ay :

Utilizando as definigcoes de derivada total para o primeiro termo e de derivada parcial para o segundo
termo (pois ¢ é uma funcdo de duas varidveis) tem-se a componente angular 7,

_ dv(z) | Oy, 2)
Substituindo a componente v(x) dada em (5.68) vem que
__df(z) | Dp(y,2)
Vay(T) = —2 In + oy (5.73)

Para determinar +,., procede-se de forma analoga somando-se a variagdo w(x + Az, y, z) —w(z,y, z) e
devido a Af com aquela devido ao empenamento dada por ¢(y, z+ Az) — ¢(y, z) e tomando-se os limites
para Az e Az tendendo a zero, ou seja,

w(z + Az, y, z) — w(z,y, 2) oy, z + Az) — p(y, 2)

Yoz = Alglcrgo Az + Alggo Az ’
e portanto
_ dw(x) | 9p(y;2)
Yoz () = — =+ =5 (5.74)
Substituindo a componente w(x) dada em (5.68) vem que
df(x op(y, z
Yoz () =y (x) |, Oply,2) (5.75)

dr dy

O espago W das agbes de deformagdo compativeis com a cinemética de torgdo em segoes circulares
é constituido pelas funcées continuas 7., (z) e vz.(z). Observa-se que o operador de deformagao D,
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(a) Empenamento na segio transversal.
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(b) Torgdo na segdo transversal.

Figura 5.18: Deformagao angular na tor¢ao em secoes genéricas.

NA

(c) Efeito do empenamento.
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relacionando os espacos V das agdes de movimento possiveis e YW das acoes de deformacao compativeis
com a cinemaética definida em V), é indicado neste de forma matricial como

0 0 ©0
9 4
D= aay dz ; (5.76)
g, 4
y dx
de tal forma que
D: V->W
0 0 ©0
e(y,2) o d 0 0
Z = 5.77
U(l‘,y, Z) - 86771 dx 0 U(l‘,y, Z) = ’7$y(x) ( )
w(e,y, 2) I, d || w2 Yoa(2)
oy dx

5.2.3 Movimentos Rigidos

Para determinar os movimentos de corpo rigido, basta impor que as componentes de deformacao vz ()
e vzz(z) sejam simultaneamente nulas, ou seja,

,40(z) N p(y, 2)

Yoy T TR y 0
Yoz = ydfl(;) + agpéyz’ 2 o,
Integrando as expressoes anteriores, respectivamente, em relacao a y e z obtem-se
o.2) = 10D 4 ),
o2 = 52D gy,

sendo f(z) e g(y) fungbes obtidas pelo processo de integracao. Igualando as expressoes anteriores vem
que

df(x) df(x)

ya—- + f(2) = —yz In +9(y),
ou ainda
do
20229 | [f(2) - gla) =0

do(z)

Para satisfazer a relagdo acima, deve-se ter = 0, implicando que 6(x) = 0 é constante para
toda segao transversal do eixo. Além disso, as fungdes f(z) e g(y) devem ser constantes, ou seja, f(z) =
g(y) = C, sendo C uma constante. Logo, f(z) — ¢g(y) = 0, implicando que a funcdo de empenamento, e
consequentemente o deslocamento axial u(z), devem ser igual a esta mesma constante, isto é, p(y,z) = C.
Assim, os movimentos de corpo rigido de um eixo de se¢ao genérica é composto de uma rotagdo rigida
em torno do eixo x e uma translacdo ao longo de z. A Figura 5.19 ilustra uma rotacao de 90 graus em
torno e uma translacdo igual a constante C, ou seja, u(z) = C.

Portanto, o conjunto N (D) é composto das agoes de movimento dadas em (5.68) sendo 6 constante
e u(z) = C. Define-se, entdo, o conjunto N (D) como

N (D) ={uw;ueV|60(x) =0 constante e u(z) = C}. (5.78)
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Figura 5.19: Exemplo de movimento rigido na tor¢ao genérica (rotacao de 90 graus e translagdo em x).
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5.2.4 Poténcia Interna

De forma andloga ao caso de torgao circular, tem-se as componentes de tensdo de cisalhamento 7,,(x) e
Tz- () associadas as componentes de deformacao angular v,,(x) e vz.(x). Estas componentes de tensao
representam o estado das forgas internas nas diregoes y e z para cada ponto do eixo. A poténcia interna
permite associar as componentes de deformagcao vz, () € 7. (z) com as respectivas componentes de tensao
Toy(T) € Tyz(x). Para um ponto P qualquer no eixo, a relacdo 7uy(%)Yay(z) + Toz(2)7V2-(x) representa
a densidade de poténcia interna no ponto. Deve-se somar estas contribuigoes para cada ponto do eixo.
Como o eixo é continuo, ou seja, possui infinitos pontos, esta soma é escrita como uma integral ao longo
do volume V do eixo. Logo, a poténcia interna é dada por

P = = [ [y @.:270 2,9 2) + 7o, 20,9, 2)] V. (5.79)

(2

Substituindo as componentes de deformacao dadas em (5.73) e (5.75), obtem-se

P = —/v [Txy(w,y,z) (—zded(;) + agp(%, z)> + Toz (2, Y, 2) <ydfg) + WS;’ z))] av

A integral de volume anterior pode ser reescrita como integrais ao longo do comprimento L do eixo e da
area A da secdo transversal, ou seja,

Pi:—/OL {/A(—zmy—kymz)dfl] %(;)dm—/ojl

A primeira integral de drea na expressdo anterior representa o momento torcor na secdo, de forma
andloga ao caso de torcao circular (ver equagao (5.22)). A segunda integral ao longo do comprimento do
. , . . L ~ ..
eixo é igual a L, ou seja, [;'dz = L. Logo, a poténcia interna passa ser dada por

dfl(;) dr — L /A (my(x)—a@(ayy’ ?) + Tzz(x)LoéyZ’ Z)> dA. (5.81)

/A <Twy agogz, N a@éyz’ Z>> dA} dz. (5.80)

PZ:—/OLMx(w)

Observe que se nao ocorre o empenamento da se¢ao, obtem-se a mesma expressao (5.23) para o caso
de torcao circular. Antes de prosseguir, torna-se necessario analisar o significado fisico do integrando na
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area da segdo tranversal da equacao (5.81). Supondo que as componentes de tensdo estejam dadas em
N/m? e os comprimentos em m, o integrando terd como unidades

) ———" + Ty () /=
Oy 0z
Portanto, o integrando resulta numa tensao, a qual integrada sob a area produz uma resultante de forgas
na secao transversal. Observa-se que esta resultante de forca é incompativel com o modelo de torgao, pois
devido as agoes de movimento, os esforgos internos presentes na secdo sado representados por momentos
torgores. Logo, a integral de drea em (5.81) deve ser nula, ou seja,

dp(y, 2) do(y, 2) Nm Nm N
W) }‘ma*ma—m

dp(y, z) dp(y, z)
/A <Txy(~’0) By + sz(x)T) dA =0. (5.82)
Assim, a expressdo para a poténcia interna se reduz a mesma obtida para a torcéo circular, ou seja,
L db
P, = —/ M, (2) 205 o (5.83)
0 dx

Integrando a expressao anterior por partes, vem que

L dM,(z
P, =—[M,(L)6(L) — M,(0)6(0)] +/ %0(37) dx. (5.84)
0
Logo, os esforcos internos compativeis com a cinemética de torcao genérica sao caracterizados por mo-
mentos torgores concentrados My(L) e M;(0) nas extremidades do eixo, além de um momento torcor

dM,(x
distribuido % no seu interior. Estes esforgos sao ilustrados na Figura 5.8(a). Portanto, o espago
x

W' dos esforgos internos é constituido por fungoes escalares continuas M, (z) caracterizando o momento
torcor em cada secao transversal x do eixo.

No entanto, no caso de tor¢ao em segoes genéricas, deve-se lembrar que a integral de drea (5.82) deve
ser nula. Integrando por partes esta equacao, vem que

-,

sendo JA o contorno da drea da se¢ao tranversal e n, e n, os co-senos diretores do vetor normal n num
ponto P na extremidade da se¢ao como ilustrado na Figura 5.20(a).
Fazendo uma andlise dimensional dos integrandos entre os colchetes na expressao anterior tem-se que

aTmy(CC, Y, Z) + aTxZ(x7 Y, Z)
dy 0z

] go(y, Z)dA + /aA[T:By(wa Y, z)ny + T:rz(x)nz]@(ya Z)(?A =0, (5‘85)

dy + 0z ply,2) = m T 2
N N
oy (@, 9, 2)ny + Tz (@)na]p(y, 2) = —m = —.

Portanto, o primeiro integrando representa uma tensao e o segundo uma densidade de forca por unidade
de comprimento. Integrando estes termos, respectivamente, ao longo da area A e do perimetro dA da
secdo, tem-se resultantes de forgas na drea e no perimetro da segdo, as quais devem ser nulas.
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A TadA
n Y AY
ny ny
nz T edA
P
~dy
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TdA
t nz r
/ dz dA
Zz Z
(a) Elemento de drea em torno do pon- (b) Componentes de tensdo no ponto
to P. P.

Figura 5.20: Elemento de area em torno do ponto P.

5.2.5 Aplicagao do PPV

Como ja realizado anteriormente para o caso de barra e torcao circular, aplica-se o PPV visando carac-
terizar as condicbes de equilibrio do corpo e consequentemente os esforgos externos f compativeis com
a cinematica definida, neste caso, para a torcao de segbes genéricas. O PPV estabelece que o estado
de equilibrio de um corpo na sua posicdo deformada pode ser avaliado introduzindo-se uma acao de
movimento virtual.

Assim, suponha que um eixo tenha sofrido uma torcéo e se encontra em equilibrio na sua configuracao
deformada. Para avaliar este estado de equilibrio, introduz-se uma acao de torcao virtual dada por uma
rotacdo virtual 6(z) e um empenamento também virtual 3(y, z).

Efetuando o mesmo procedimento considerado para a torgao circular, obtém-se a seguinte expressao
idéntica a (5.32), ou seja,

(£.0) = [M(L)O(L) - M,(0)0(0)] + /OL %ﬁé(m) dz = 0. (5.86)

Mas na torcao de segbes genéricas, tem-se ainda que (5.85) deve ser nula para qualquer empenamento
virtual ¢(y, z). Logo,

-,

5.2.6 Caracterizagao dos Esforcos Externos

Ouy(2,y, 2) N 072 (,y, z)] Sb(y,z)dAJr/ [y (4, 2)1y 70z (2,1, 2)02] By, 2)OA = 0.(5.87)
oy 0z DA

Seguindo o mesmo procedimento considerado na Secao 5.1.6, verifica-se que a distribuicdo de momento
torgor na secao transversal é obtida resolvendo o PVC (5.36). Além disso, os esforgos externos compativeis
com a cinematica de se¢oes genéricas estao ilustrados na Figura 5.8(b) e o operador de equilibrio D* estd
dado em (5.38).

A diferenca principal para a solucdo do problema de torcdo genérica em relagdo ao caso de torcao
circular provem do empenamento da se¢ao e da equacao (5.87). Como o empenamento virtual ¢(y, z) é ar-
bitrario, a expressao anterior serd nula no caso em que os dois termos entre colchetes sao simultaneamente
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nulos. Isto resulta no seguinte PVC bidimensional em termos das componentes de tensao

aTwy(x?y? z) | O7e(z,9,2) o
+ =0
oy 0z ; (5.88)
Tacy(mu Y, Z)ny + Tacz(ma Y, Z)nz =0

o qual deve ser resolvido para a posterior determinagao da funcao de empenamento. Este PVC é de
primeira ordem mas possui duas fungdes como incégnitas, ou seja, Ty(x,y, 2) € Tz.(z,y, 2).

A Figura 5.20(a) ilustra um elemento de area dA da sec@o transversal, juntamente com o vetor normal
n no ponto P e seus co-senos diretores n, e n., os quais, por sua vez, sao dados pelos co-senos da normal
n com os eixos y e z, respectivamente. A partir da Figura 5.20(a), determinam-se as seguintes relagoes
para ny e n,

Ny = CoSNy = ———,
dzds (5.89)

n, =cosn, = E’

sendo ds um elemento diferencial ao longo do perimetro da secao.

Para interpretar o significado da condi¢do de contorno em (5.88), considere o elemento de area dA
da Figura 5.20(b) em torno do ponto P no contorno da se¢do. Indicam-se as componentes de tensao
neste ponto Ty, Tyz, T¢ € Ty, respectivamente, nas direcoes y, z, tangencial e normal. Por sua vez, 7,,dA,
Te2dA, TvdA e T,dA representam as forgas internas atuantes no ponto P nas mesmas dire¢ées. Como
nao foi explicado ainda como efetuar a transformacao de tensoes, utiliza-se a decomposicao de forcas
empregando os co-senos diretores n, e n, do vetor normal n no ponto P. Logo, as seguintes relagoes sao
validas

ThdA = (TgydA)ny + (Tg.dA)n;,
T dA = (TpdA)ny — (TydA)n,.

Simplificando o termo comum dA nas expressoes anteriores, determinam-se as componentes de tensao
nas direcoes normal e tangente, ou seja,

Tn = TayNy + TzzNz, (5.90)

Tt = TxzMy — TayNy. (591)

Logo, comparando-se a condigdo de contorno em (5.88) com 7, chega-se & conclus@o que a tensao de
cisalhamento na borda da secdo possui a diregao tangente, pois a tensao normal 7,, deve ser nula.
A Figura 5.21 ilustra a formulagao variacional da torgao de segbes genéricas.

5.2.7 Aplicacao da Equacao Constitutiva

A Lei de Hooke para um material eldstico linear isotrdépico estabelece que as componentes de tensao
de cisalhamento 7,y(x,y, 2) e T,.(x,y, 2) estdo relacionadas as respectivas componentes de deformacao
angular vz, (z,y, 2) € Vz2(,y, 2) através do médulo de elasticidade transversal G(z) da secdo x, ou seja

Tay(T,9,2) = G(2)Vay(, Y, 2),

Tez (T, y, 2) = G(2) V22 (2,9, 2). (5.92)

Aplicando-se esta relacdo constitutiva na equacao diferencial de equilibrio em termos do momento
torgor (5.36), obtem-se a mesma equagao diferencial (5.55) em termo do angulo de torgao.
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Figura 5.21: Formulacao variacional do problema de torcao de secoes genéricas.

O ponto central aqui é resolver o PVC (5.88). Observa-se que a sua solucao fornece as fungoes
Tay(T,Y,2) € To(x,y, z) descrevendo o estado de tensdo nos pontos do eixo. Para simplificar a solucao
deste PVC, introduz-se a funcdo tensdo ¢(y, z) e escrevem-se as componentes de tensdo 7,y(z,y,2) e
Tz2(2,y, 2) da seguinte forma

() = 99(y,2)
roal@) = % | (5.93)

Ay
Substituindo estas expressdes na equagao diferencial dada em (5.88), vem que

aTgyy(m) n Bngz(:c) _ % [M] 4 % [%5’2)} =0,

0z

ou seja, as componentes de tensdo definidas em (5.93) em termos da fungao tensao ¢(y, z) satisfazem o

PVC (5.88).
Por sua vez, substituindo (5.93) e as componentes de deformacao angular (5.73) e (5.75) em (5.92)

vem que
D) — Gl (o) = Gl (22 D)

a 9y
“02) . Gapeto) = Gl) (8@§g 2,2,

(5.94)

Derivando as expressoes anteriores, respectivamente, em relacao a z e y vem que

0*¢(y, z) _ G() (390(?/,»2) _ d9(w)> ’

022 Oyoz dz
Po(y,2) _ G() (3s0(y72) 3 d9(x)>
Oy? OyOy dez )~
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Subtraindo a segunda expressdo anterior da primeira, permite eliminar funcdo de empenamento
¢(y,z). Logo

%¢(y,2) | 0°¢(y,2) df ()
= -2 . .
12 + 952 G(z) Ix (5.95)
Denotando
do(z)
F(z) =-2G 5.96
() = -26(0) 57 (5.96)
tem-se a equacao diferencial de segunda ordem em termos da funcgao tensao
P(y,2)  o(y,2)
=F . .
8y + 952 () (5.97)
Substituindo (5.93) na condicdo de contorno dada em (5.88), tem-se que
0 0
Ty (T)Ny + Toz(T)N, = oWz), _ 99W.z) n, = 0. (5.98)

92 W oy

Empregando a regra da cadeia, pode-se derivar a fungao tensao ¢(y, z) ao longo do perimetro da se¢ao
empregando o elemento diferencial ds como
0p(y,z) _ 0d(y,z)dy  0¢(y,2) dz

ds Oy ds+ 0z ds (5:99)

Substituindo (5.89), a derivada anterior pode ser reescrita como

99(y,z) _ 9¢(y,z) 99(y, 2)
ds Oy T Ty, e

(5.100)

Da condicao de contorno (5.98), vem que a variagao de ¢(y, z) ao longo do perimetro da secao deve
ser nula, ou seja,

9¢(y, z)

9 = 0, (5.101)
implicando que a funcao tensao ¢(y, z) é constante ao longo do contorno da se¢ao tranversal. Para eixos
macicos, esta constante pode ser escolhida de forma arbitriria e serd tomada aqui como igual a zero [?].

Logo, a distribuicao de tensoes para um eixo de se¢ao arbitraria submetido a torcao, consiste em
determinar a fungéo tensdo ¢(y, z) satisfazendo a equagdo diferencial (5.97) e que se anula no contorno
da segao.

Observarse que a introdugao da fungao tensao permitiu transformar o PVC de primeira ordem com
incogintas 7,y (x,y, 2) € Tz.(2,y,2), num PVC de segunda ordem cuja incégnita é uma funcdo escalar
#(y, z), denominada fungdo tensdo. O PVC em termo de ¢(y, z) pode ser resumido como

{ P0(,2) | 9607 _po

y? 022 (5.102)

¢(y,2)]ga =0

Pode-se expressar ainda o momento torcor M,(z) em termos de funcdo tensdo ¢(y,z). Para isto,
basta substituir (5.93) em (5.22). Logo

M,(z) = /A (—za(b(ay; 2 yaqj(gyy’ z)> dydz. (5.103)
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Integrando a expressao anterior por partes vem que:

M0 = - [ [0 E ot da+ [ [-s0(u.2) + oty )04

0A

Como ¢(y, z) é nula ao longo do contorno dA da secdo, a expressdo anterior toma a seguinte forma
M, (z) = 2 / (y, 2)dA. (5.104)
A

A integral de ¢(y, z) ao longo da drea A representa o volume delimitado pela funcdo tensao e a se¢ao
transversal. Desta maneira, o momento torgor em cada secao transversal do eixo é proporcional ao volume
definido pela funcao tensao.

5.2.8 Distribuicao da Tensao de Cisalhamento

Secao transversal eliptica

A Figura 5.22(a), ilustra uma segao transversal eliptica com raios maior e menor a e b, respectivamente.

AY

N A

Yy
B
A
Tx N
b
y

(a) Se¢ao transversal. (b) Distribuigdo da tensdo de ci-
salhamento.

Figura 5.22: Segao transversal eliptica.

Neste caso, o contorno da segao transversal é descrito pela equacao de elipse

51 (5.105)

A equacao diferencial e a condigao de contorno dados em (5.88) sao satisfeitas tomando-se uma fungao
tensao ¢(y, z) da seguinte forma

2 2
P(y,z) =m (i—g + 2—2 - 1) ; (5.106)

sendo m uma constante. Substituindo a expressao anterior na equacao diferencial em (5.88) e efetuando
as derivadas indicadas, obtém-se a seguinte relacao para a constante m
272
a“b
m=——-—F(x). 5.107
2(a? + b?) (z) (5.107)
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Por sua vez, substituindo esta expressao em (5.106), tem-se que

a2b2 22
d)(y’z):m(b? +——1> F(z). (5.108)

Pode-se obter uma expressao para F(z) em termos do momento torgor M, (z) . Para isto, basta
substituir (5.108) em (5.104). Logo,

My@) = 2 [ 6(y,2)dA

- ﬂp()[l/ 2dA+—/z2dA—/dA
(a2 +b?) b2 A A '

Na equagao anterior, as duas primeiras integrais representam os momentos de inércia I,(z) = [, y2dA
ely(z) = [, 22dA da secdo transversal, respectivamente, em relacdo aos eixos y e z do sisema de referéncia
adotado. A tltima integral fornece a drea A da secdo transversal, ou seja, A = [, dA. Para uma segao
na forma de uma elipse, verifica-se que

(5.109)

wba
I —
o 4b3’ (5.110)
m™a .
Iz(x) = 4

A = mab.

Substituindo estas relagdes em (5.109), obtém-se
na3h?

My (z) = T2 D)

F(z). (5.111)

A partir dai, determina-se uma expressao para F(z), ou seja,

2(a? + v?)

Flz) = - ma3b3

M, (). (5.112)

Por sua vez, sebstituindo F(z) em (5.108), tem se uma expressao da fun¢do tensdo em termos do
momento torgor M, (z). Portanto

Py, z) = _Melz) (y—2 + é - 1) (5.113)

mab \ b2

Observa-se que a expessao do momento torcor M, (z) é obtida integrando-se a equagao diferencial
(5.36). Determinada a funcao tensao ¢(y, z), calculam-se as componentes de tensao 7,y € 7., substituindo
(5.113) em (5.93) e efetuando as derivadas indicadas. Logo

2M,(x)
Tey(®) =~y 5.114
Te2(®) = = mab?

~ Ty ~ . z
Observa-se que a relagdo —= entre as componentes de tensdo é proporcional a —, sendo constante
Trz
ao longo de um raio OA como indicado na Figura 5.22(b). Desta maneira, a tensao de cisalhamento



5.2. Torcao de Secoes Genéricas 5-36

(a) Mz > 0. (b) M. <O.
Figura 5.23: Distribuicao de tensao em secao transversal eliptica.

resultante 7y = 7,,+ 7., tem uma direcao constante coincidente com a tangente ao contorno do ponto A.
Ao longo da linha OB, a componente 7., é nula e a tencao tengencial 7; é igual a 7,,. Analogamente, ao
longo da linha OC, tem-se 7,, = 0 e 7, = T,,. A Figura 5.23 ilustra a tensao resultante 7; para momentos
torcores positivo e negativo.

Das Figuras 5.22(b) e 5.23, observa-se que a tencao de cisalhamento maxima 7;°** na segdo x ocorre
na borda da secao transversal e na extremidade do eixo menor da elipse, para o qual 7 = 7., e y = b.
Portanto, a partir de (5.114)

_ 2M$(x)b B 2M$(x)

(@) wabd3 ~ wab?

(5.115)

d . . ~
Observa-se que a = b = 3 tem-se que a expressao anterior se reduz a equagao (5.115) para a tensao
de cisalhamento méxima na secao circular.
Pode-se reescrever (5.96) como

df(x) . F(x)
dr — 2G(z)’
Substituindo (5.112), vem que
do(z)  (a® +b%) My(z)
de  7wa’h’  G(x)

Integrando-se a expressao anterior ao longo do comprimento do eixo, tem-se a variaggo Af do angulo de

(5.116)

torcao no eixo, ou seja,

(a® + %) L M,(z)
ma’t’G Jo G(x)
Se o eixo estd submetido apenas a um torque concentrado 7' nas extremidades (neste caso, o torque
distribuido é nulo, ou seja, t(z) = 0), o momento torgor é constante no eixo e igual ao torque 7" aplicado.

Assumindo ainda que o médulo de elasticidade transversal G(x) é constante, isto é, G(z) = G = cte, a
expressao anterior se reduz a

(a® +b?)
Talh3G

AG = dw (5.117)

AG = TL. (5.118)
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Pode-se reescrever (5.117) como

T = K A6, (5.119)
sendo
3G G (A)*
= _GW (5.120)
(a>+0?)L  4m I,
a rigidez a tor¢ao. Observa-se que momento de inércia polar para uma secao eliptica é dado por
b3 ba?
L=I,+1I = 7“; + ”4“ (5.121)

Para determinar a funcdo de empenamento ¢(y, z), substituem-se 7., dado em (5.114) e (5.116) em
(5.94), obtendo-se

Op(y, 2 df(x dp(y, z 1 a? +b%) | My(x
Tey(2) = G(2) < @éz = o d(:c )> - Sogz - l_ﬂa3b (7ra—i3_b3) G(Ec))

zZ.

Simplicando a expressao anterior e efetuando-se a integragao vem que

2 CL2
oy, z) = Mm(w)gTG(;)yz- (5.122)

Esta expressao representa a equacao de uma hipérbole como ilustrado na Figura 5.24.

-100
-150

-200

—-250
2

Figura 5.24: Funcdo de empenamento em segdes elipticas (M, = 1000, G =1, a=2,b=1).

Analogia de membrana

Para outros tipos de secbes transversais, a solu¢do do problema de valor de contorno (5.88) torna-se
dificil e trabalhosa. Nestes casos, emprega-se a analogia de membrana introduzida por Prandtl. Assim,
ao invés de se resolver a equacao diferencial (5.88) do problema de tor¢ao, considera-se a equagao de uma
membrana fina.

Para ilustrar o problema de membrana fina, considere uma chapa com um furo fixada nas suas
extremidades. Sobre o furo coloca-se sabao liquido e infla-se ar continuamente para formar uma bolha
ou uma membrana fina, como ilustrado na Figura 5.25(a). A membrana estard entdo submetida a uma
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carga distribuida constante de intensidade g(z) e uma tracdo uniforme por unidade de comprimento de
contorno denotada por S, conforme ilustrado na Figura 5.25(b). A flecha w(y, 2) da membrana é dada

por [?]

2 2
Fwly,z)  Fwly.z) 4 (5.123)

Oy 022 S’
Como a membrana estd fixa na extremidade, a flecha w(y, z) deve ser nula no contorno, ou seja,
w(y,z) =0. (5.124)

As expressoes (5.123) e (5.124) representam o PVC para uma membrana fina fixada na sua extremidade.

(a) Membrana fina. (b) Carregamento na membrana.

Figura 5.25: Analogia da membrana.

Observa-se que o PVC do problema de membrana fina ¢é idéntico ao problema de torgao (5.88).
Desta maneira, pode-se estudar o problema de torcido fazendo uma analogia com uma membrana fina
cujo contorno € idéntico ao da secao transversal considerada.

A partir desta analogia, as seguintes conclusoes podem ser colocadas [?, ?|:

e a tensao de cisalhamento em qualquer ponto é proporcional a inclinacao da membrana deformada
neste mesmo ponto,

e adirecao da tensao de cisalhamento num ponto forma um angulo reto com a inclinagdo da membrana
no mesmo ponto,

e duas vezes o volume formado pela membrana e o eixo x é proporcional ao momento torgor na segao
(ver equagao (5.104)).

Empregando-se a analogia da membrana, determinam-se expressoes para a tensao de cisalhamento
maxima 7% (z) e do angulo de tor¢ao 6(x) numa segdo x de um eixo de segdo retangular de base b e
altura a (ver Figura 5.26) como [?]

B M, (x) M, (z)L

T () = Crabt? e O(z)= CoalPG(z) ’ (5.125)
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b

sendo L o comprimento do eixo. Os valores das constantes Cie Cy dependem da relagdo — e estao dadas
a

na Tabela 5.1.

Lz [ a | & |
1,0 |0,208 | 0,1406
1,2 0,219 | 0,1661
1,5 | 0,231 | 0,1958
2,0 | 0,246 | 0,229
2,5 | 0,258 | 0,249
3,0 | 0,267 | 0,263
4,0 | 0,282 | 0,281
5,0 | 0,291 | 0,291
10,0 | 0,312 | 0,312
oo | 0,333 0,333

Tabela 5.1: Coeficientes para a torgao de segoes retangulares [?].

A
K
!

Figura 5.26: Eixo de secao retangular

. b .
Para secoes retangulares estreitas, tem-se que — — oo. Utiliza-se este caso para aplicar as expressoes
a

(5.125) em eixos de paredes finas com segoes transversais do tipo ilustradas na Figura 5.27. Para isto,
basta tomar a altura a nas equagdes (5.125) como sendo igual ao comprimento da segao transversal
desenvolvida. Observa-se que para o caso de segbes com angulos reentrantes ocorre concentragoes de
tensdo que dependem dos raios r dos filetes. Nestes casos, as equagoes (5.125) ndo podem ser aplicadas
para calcular as tenses nestes raios. Uma discussdo para estes casos estd apresentada em [?].

5.2.9 Verificagao e Dimensionamento

Para verificar ou dimensionar um eixo de se¢do genérica, emprega-se 0 mesmo procedimento apresentado
na Segao 5.1.9. Apenas utilizam-se expressoes diferentes, tais como (5.115) e (5.125), para o célculo da
tensao de cisalhamento maxima.
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— — a 4—“
_ b
b r
[} © T
- o
LI - S
(a) Retangular. (b) Perfil L. (c) Perfil circular. (d) Perfil U.

Figura 5.27: Analogia da membrana com se¢bes retangulares.



