Apéndice B

VETORES

B.1 Espacos Pontuais e Vetoriais

O espago geométrico em consideragao no estudo da mecéanica do continuo serda sempre o espago
euclidiano tridimensional £, sendo seus elementos denominados pontos. Como, intuitivamente, a soma
de dois pontos nao possui significado algum, o espago £ nao é um espago vetorial (vide definigdo de
espaco vetorial a seguir). Entretanto, a diferenca entre dois pontos x e y pode ser definida como sendo
um vetor, ou seja,

v=y—-x x,yeé&. (B.1)

v é um elemento de um espago vetorial associado a £, como mostrado na Figura B.1 para uma regido
B de £. O espaco vetorial formado por todas as diferencas entre pontos pertencentes a £ sera chamado
de espaco vetorial (real) V (V = #?). Da mesma forma, a soma entre um ponto e um vetor, serd definida
como um novo ponto, i.e.,

y=x4+4v x€& veY (B.2)

Figura B.1: Pontos e vetores numa regiao B do espago euclidiano.

Um espaco vetorial é um conjunto de elementos no qual as operacoes basicas de soma e multiplicacao
por escalar estao definidas, isto é,

(B.3)

v4+wey v,wey
av eV veV, aeR
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Exemplo B.1 O conjunto V = R3 = {(x,y,2) | 7,y,2 € R} é um espacgo vetorial quando as operagées de
soma e multiplicagdo por escalar sao definidas de forma usual, i.e., dados v =(x1,y1,21) e W =(22, Y2, 22)

V+w=(x1,y1,21) + (22,92, 22) = (1 + 22,51 + Y2, 21 + 22);
av = Of(mlaylyzl) = (OéfClaoéyLOéZl)-

a

Exemplo B.2 O conjunto P, = {ag + a1t + ast®> + ... + ant™;a; € R} de todos os polinémios de grau
< n € um espago vetorial se considerarmos as operacdes usuais de soma entre polinomios e multiplicacdo
destes por constantes, ou seja,

(p1 +p2)(t) = p1(t) + p2(t);
(ap1)(t) = api(t).

Em adicao as operacoes bésicas de soma e multiplicacdo por escalar, o espaco V possui ainda a
operagao de produto interno, denotada por (-,-), associando a um par de elementos de V, um escalar «,
ou seja,

()t VxV—R

u,v— a=(u,v) (B.4)

de modo a respeitar as seguintes propriedades:
(u,v) = (v, u); (B.5)
(a1ug + aguy, v) = a1 (uy,v) + az (ug, v) ; (B.6)
(u,u) > 0; (B.7)
(u,u) =0 se e somente se u = 0. (B.8)

A partir dessas propriedades, diferentes tipos de produtos internos podem ser definidos!. Entretanto,
o produto interno usual em V, denominado produto escalar e denotado como (-, ), é definido por

3
(u,v)=u-v= Zui%‘ = U;v;. (B.9)
i=1

Exemplo B.3 No espaco vetorial V = %% = {(x,y) | z,y € R}, a operag¢do que associa a cada par de
vetores u =(x1,y1) e v =(x2,y2) 0 escalar (u,v) = 3x122 + 4y1y2 € um produto interno. De fato:

o (u,v) =3z122 + 4dy1y2 = 3z221 + 4y2y1 = (V,1);

o Sew =(x3,y3), entdo: (aju + agv,w) = 3(a1x1 + asz2)rs +4(a1y1 + asy2)ys = a1(3x1x3+4y1y3) +
az(3zex3 + 4y2y3) = a1 (U, w) + az (v, w);

e (u,u) = 3z171 + dy1y1 = 327 + 4y? > 0;
e (U =0=322+4P2=0=121=y1 =0 e portanto u =(0,0) = 0.

a

'Em certos problemas pode ser conveniente definir outros tipos de produtos internos, como seré visto posteriormente.
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O médulo ou comprimento de um vetor v pode ser obtido calculando-se a sua norma a qual é definida
por

vl = (v-v)z.

Dessa forma, o produto escalar dado pela relagao B.9 pode ser escrito em termos das normas dos
vetores u e v da seguinte maneira:

(u,v) =u-v=|u|l|v|cosd 0<6<m, (B.10)

sendo 6 o angulo entre u e v.
Quando o produto interno entre dois vetores é nulo, diz-se que 0os mesmos sdo ortogonais, denotando-
se,

uv=0=ulv (B.11)

Exemplo B.4 Considere o produto escalar do R3. Determinemos o dngulo entre os vetoresu = (2,1, —5)
ev=(50,2).

Solugao: Calulemos as normas de u e v e o produto escalar entre esses dois vetores.

[ul| = 22+ 1% + (=5)% = V/30;

vl = V& + 2% = v29;

(u,v) =2(5) + 1(0) — 5(2) = 0.

O dngulo entre u e v € dado por

(u,v) _ 0 _
[al vl +/30v29

Observa-se que se § = 5 entdo u L v.O

cosf = 0 e portantof = g

Sejam V um espago vetorial e YW um subconjunto nao vazio V. O subconjunto W é denominado um
subespaco vetorial de V se W é um espago vetorial em relacao as operagoes de adigao e multiplicacao por
escalar definidas em V. De forma concisa, é possivel identificar subespacos vetoriais da seguinte maneira:

(1) 0eWw,

¢ B.12

W €umsubespago eV <= o e s av 4 Bw e W Va, B € R. (B.12)
Assim, a partir da definicdo de ortogonalidade entre vetores, pode-se escrever

Vit ={u|u-v=0} (B.13)

para o subespago de V consistindo de todos os vetores perpendiculares a v.

Exemplo B.5 SejamV =R3 e S = {(z,y, 2) | ar+by+cz = 0;2,y,2 € R}, um plano qualquer passando
pela origem. Verifiquemos que S é um subespaco vetorial de R2. Com efeito, tomemos u =(x1,y1,21) €
v =(x2, Y2, 22) € S. Isso implica que

ax1 + byy + cz1 = 0;
axo + bys + czo = 0.

Somando essas duas igualdades temos

a(z1 + x2) + b(y1 + y2) + c(z1 + 22) =0,
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0 que mostra que
u+v=(x1+x2,y1 +y2,21 +22) €S

uma vez que U+ v satisfaz a equacdo ax + by + cz = 0.
Por outro lado,

ou = (ary,ayi,az;) € S
pois, se axy + by, + cz1 = 0 entdo
a(axy) + blayr) + c(az) = a0 =0,
mostrando que au satisfaz a equacdo ax + by + cz = 0. Logo, S é um subespaco vetorial de 3.0

A partir das operagoes bésicas que caracterizam o espago vetorial V), é imediato definir o conceito de
combinacdo linear de vetores,

w=>av, ViEV, o€eR (B.14)
3
sendo w descrito pela combinagao dos vetores v;.
Um conjunto de vetores {v;} = {v1,va,vs,...,v,} é dito linearmente independente se a combinagao
linear,
n
i=1
é valida se e somente se a; = ap = ag = ... = a, = 0. Caso contrdrio, o conjunto de vetores é dito

linearmente dependente, ou seja, a condicao (B.15) se verifica para algum «a; # 0.

Exemplo B.6 Sejamu = (1,-2,1), v=(2,1,—1) ew = (7, —4,1) vetores do R3. Mostremos que esses
vetores sao linearmente dependentes.

Facamos uma combinagao linear desses wvetores e igual ao vetor nulo, usando como incégnitas os
escalares o, 8 e . Assim

a(l,—-2,1) + 5(2,1,-1) +~v(7,-4,1) = (0,0,0).
FEssa relacao recai em
(o, —2a, @) + (28, 8, =) + (77, —4v,7) = (0,0,0),
ou ainda
(a+28+ Ty, —2a+ B —4vy,a — B3+~) = (0,0,0).
Igualando as componentes em ambos os membros, chega-se ao sequinte sistema linear

a+28+7y=0;

—2a+ 03 —4y=0;
o qual se reduz a

a+28+7y=0;

B+2vy=0.
Esse sistema linear so possui duas equacoes nao nulas nas trés incognitas e portanto admite solu¢cdo nao
nula. Assim os vetores iniciais sdo linearmente dependentes.O
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O span de um conjunto de vetores {v;} = {v1,vy,...,v,}, denotado como sp{v;}, é o subespaco W

n
de V consistindo de todas as combinacoes lineares dos elementos {v;}. Logo, w € W = w = > a;v;.
i

Diz-se que W é gerado por {v;} ou que {v;} gera W.

O espago V é dito tridimensional, ou seja tem dimensao trés, pois dentro desse conjunto nao é possivel
obter um subconjunto com mais de trés vetores linearmente independentes. Dai se conclui que qualquer
elemento de V pode ser expresso como uma tnica combinagdo linear destes trés vetores. Assim, diz-se
que qualquer conjunto de trés vetores linearmente independentes gera V. Tais conjuntos sao chamados
de bases de V.

Exemplo B.7 Sejam vi = (1,2,3), vo2 = (0,1,2) e v3 = (0,0,1) vetores do R3. Mostremos que o
conjunto B = {v1,vs,v3} forma uma base para 3.

Para tanto, é preciso provar que B € linearmente independente e ainda gera o R3. Para provar a
primeira condi¢cdo facamos uma combinacao linear dos vetores de B igual ao vetor nulo, i.e.,

ai1viy + agvy +azvy = 0.
FEssa relacao resulta no sistema linear

a1 + 2a9 + 3az = 0;
as + 2a3 == 0;
CL3:0,

cuja unica solu¢do é a; = ag = a3 = 0. Logo B € linearmente independente.
Para provar a seqgunda condicio, deve-se mostrar que qualquer vetor v = (z,y,2) € R pode ser
escrito como combinagdo linear dos vetores de B. Com efeito:

V = a1Vy + aava + asgvs,
ou ainda, em termos de componentes
(x,y,2) = a1(1,2,3) + a2(0,1,2) + a3(0,0,1).
A altima relacdo resulta no sistema linear

a1 =
2a1 + a2 = y;
3a1 + 2a9 + ag = z,

o qual admite solug¢do para quaisquer valores de x,y,z, ou seja, todo vetor v = (x,y,z) é combinagao
linear dos vetores de B. Resolvendo esse sistema chegamos a

(z,y,2) = 2(1,2,3) + (—22 4+ )(0,1,2) + (z — 2y + 2)(0,0,1).

Dessa maneira fica provado que B é uma base para R3.0

Observa-se que a definicdo de todos os conceitos feita até este ponto é completamente independente
da escolha de qualquer sistema de referéncia. Esta nogao sera abordada a seguir.

Um sistema de referéncia (ou de coordenadas) é carcterizado por uma base {vi,vy,v3} de V e uma
origem, dada por um ponto O, na qual serdao aplicados os vetores da base.

Uma base {ej, ey, €3} é denominada ortonormal se o produto escalar entre seus vetores satisfaz

eirej=1 i=j e =6
{ei.ej:() i£ ej = 0 (B.16)
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/

Zz

Figura B.2: Sistema de coordenadas cartesiano associado a B.

Um sistema de coordenadas ortogonal consiste de uma base ortonormal {ej, ey, €3} juntamente com
o ponto O. Assume-se daqui em diante que um sistema de coordenadas cartesiano fixo para uma regiao
B é dado como ilustrado na Figura B.2.

Dada a base {e1, e,, €3}, qualquer vetor v € V pode ser escrito de forma dnica como

3
V = vie] + Ve + v3esz = Zviei = v;€; (B17)

=1

O moédulo ||v|| de v nesse caso é dado por

VIl = \/v] +v3 + ©v3 (B.18)

1

V.
(vl

e dividindo-se v pelo seu mdédulo ||v||, tem-se o vetor unitario e, na diregdo de v, ou seja, €, =
Exemplo B.8 A partir da base B = {vi,va,v3} do R* dada por vi = (1,1,1), vo = (=2,1,1) e
vy = (0,—1,1), pode-se obter uma base ortonormal em relagdo ao produto interno usual (produto escalar).
Verifiguemos esta afirmativa.

De fato, normalizando-se os vetores da base B chega-se a

<

1

u] =

<
S

a1y (L 1 L)

I I+i+1 ’ /37

(_271a1) — (_l L L)

I Va+1+1

s = 1 (Oa_lal) — (0 1 1 )
3 3l VO+1+1 ’

donde € fdcil verificar que

<

1

ug =

<<
N

<

111-111:112-1122113-113:1;
ul'u2:u2'u3:u1'u3:0,

e portanto

u; - u; = 52]

Além do produto escalar, define-se ainda uma outra operagao entre vetores de V denominada produto
vetorial. Enquanto o produto interno de dois vetores u e v fornece um escalar, o produto vetorial de
u e v fornece o vetor w, indicado como w =u x v. A magnitude (ou tamanho) de w é dada por
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W] = |[luxv] =|ul||v]sin@ 0<60<7 sendo novamente 6 o angulo entre u e v. Observa-se que
w é perpendicular ao plano determinado por u e v, de tal maneira que u, v e w formam um sistema
orientado segundo a regra da mao direita.

O produto vetorial satisfaz as seguintes propriedades:

uxv=—(vxu) (B.19)
ux(v+w)=uxv+uxw (B.20)
uxu=0 (B.21)
e Xej =eyXxey=e3xe3=0 (B.22)
e Xey=e3 ey xXxe3=e; e3Xxe =e; (B.23)
kuxv=uxkv==Fk(uxv) (B.24)
u-(vxw)=w-(uxv)=v-(wxu) (B.25)

Em termos das componentes de u e v, tem-se que w = u x v é dado pelo determinante,

e €y e3
W=uXVvV=| Uy U2 U3 |= (U2U3 — ’LL3U2) e+ (’LL3U1 — ’LL1U3) ey + (ulvg — u2v1) €3 (B26)
vl V2 Us

Observa-se que as seguintes relagées em notagdo indicial sao validas,
€; X €; = €;jkek axb= (aiei) X (bjej) = aibj (ei X ej) = aibjeijkek (B27)

A Figura B.3 ilustra os produtos escalar e vetorial entre dois vetores u e v.

(a) Produto escalar. (b) Produto vetorial.

Figura B.3: Produtos entre vetores.

Exemplo B.9 Procuremos o vetor w perpendicular a ambos os vetores u = 2e; + 3es —e3 e v =

e1 — 2es + 3es, dados em termos da base ortonormal {e1, ey, e3} do R2. Em seguida calculemos o volume

V do paralelepipedo gerado pelos vetores u,v e o vetor unitdrio n = —%el - %62 - %eg.



B.2. Exerclcios Resolvidos B-8

Solucao: O vetor perpendicular a u e v simultaneamente € dado pelo produto vetorial w = uxv. Em
termos de componentes temos

W = (281 + 3ey — e3) X (el — 2e9 + 383).

Pelas propriedades do produto vetorial temos

w = —4e; X ey +6e; X e3 + 3ex X e] + 9ey X €3 —e3 X e] + 2e3 X ey,
ou ainda
w = —4e3 — 6ey — 3e3z + 9e; — ey — 2e1 = Te; — Tey — Tes.

O volume do paralelepipedo gerado pelos vetores u,v e o vetor unitdrio n é dado pelo produto misto

! ! > (Tex — Tep — Tes)
—€e] — —F=€9 — —(—=e3 | - e —(ey —(e3z).
V3T VBT B

Pelas propriedades do produto escalar temos

V—_L+L+L—l
V3 VB VB VB

V:n-(uXV):n.w:<_

B.2 Exercicios Resolvidos

Exercicio B.1 Seja V = {f : [0,1] — R;fé continua} o espago vetorial das fungdes continuas no
intervalo [0, 1].

Mostre que (f,g) fol ( )g(t)dt define um produto interno em V. Determine (hi,hs) e (h1,h1)
quando hi(t) =t e hao(t) =

Solucao:

Para mostrar que (f,g) = fo t)dt define um produto interno em V, é preciso verificar se este

operador obedece as 4 propriedades do produto interno. Assim,

(i) (£.9) = Jo f®)g(t)dt = [5 g(t) f(t)dt = (g, f),

(ii) Sejam f,g,h ceVea,p 68?

(af + By h) = [y (af + Bg)(O)h(t)dt = [5 (af(t) + Bg(t)h(t)dt = a f3 F)R(E)dL+ B f3 g(t)h(t)dt =
a(f,h) +B(g,h),

(i) (f, f) = fo f)adt fof2 (t)dt = (f, f) >

() (f, >_O:>fo fA(t )dt—0<:>f—0

Portanto (f,g) fo f)g(t)dt € um produto interno de V.

Calculemos (h1,he) e (h h1>

(a) (hy,ha) = [¥ by ()ho(t)dt = [Lt-12dt = [} 3dt = [tz}
(b) (1, b} = [ By (O)hr ()t = f ¢ - tdt = hﬂﬁ 5] =1

Exercicio B.2 Seja V = R3. Mostre que W € subespaco de V, sendo

(i) W = {(a,b,0) : a,b € R}, isto €, W € o plano xy, constituido por aqueles vetores cuja terceira
componente € 0;

(ii) W = {(a,b,c) : a+ b+ c =0}, isto €, W consiste nos vetores com a propriedade de que a soma
de suas componentes € Q.

Solucao:
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(i) 0 = (0,0,0) € W, pois a terceira componente de 0 é 0. Para quaisquer vetores v = (a,b,0),
w = (¢,d,0) em W, e quaisquer escalares (nimeros reais) k e k',

kv + k'w = k(a,b,0) = ¥/ (c,d,0) = (ka, kb,0) + (kK'¢,k'd,0) = (ka + k'¢, kb + k'd, 0)

Assim, kv + k'w € W ; logo, W € subespago de V.

(i) 0 = (0,0,0) € W pois 0+ 0+ 0 = 0. Suponha que v = (a,b,c), w = (a’,V/, ) pertencem a W,
isto é,a+b+c=0ed +b + =0.

Assim, para quaisquer escalares k e k',

kv 4+ k'w = k(a,b,c) + k' (d',V, ) = (ka, kb, ke) + (K'd, K'Y k') = (ka+ K'd', kb + K'V, ke + k')

e, além disso,

(ka+ Kd)+ (kb+k'V)+ (ke+ k) =k(la+b+c)+ K (d+b +)=k0+K0=0

Assim, kv + k'w € W ; logo, W € subespago de V.

Exercicio B.3 Escreva o polinomio v = t?>+4t—3 como combinacdo linear dos polinémios e = t>—2t+5,
ey =2t>—3t ee3 =t+3.

Solucao:

Escreva v como combinagdo linear dos e; usando as incognitas x, y e z: v = xej + yes + zes

t2+4t —3 = z(t? — 2t +5) + y(2t2 — 3t) + 2(t + 3) = xt? — 2wt + 5z + 2yt? — 3yt + 2t + 3z =
(z +2y)t2 + (=22 — 3y + 2)t + (5x + 32)

Faca os coeficientes das mesmas poténcias de t iguais entre si e reduza o sistema da forma escalonada

rz+2y=1,
-2z —-3y+z2=4,
5t + 3z = —3,
ou
z+2y=1,
y+z=6,
—10y + 3y = -8,
ou
T+ 2y =1,
y+z=6,
13z = 52.

Note que o sistema € consistente; logo, tem solug¢do. Resolva em relagdo das incdgnitas para obter
r=-3,y=2, z=4. Assim, v = —3e; + 2ey + 4es.

Exercicio B.4 Seja V' o espaco vetorial dos polinémios de grau < 3. Detrmine se u,v,w € V sdo
linearmente independentes ou dependentes, sendo

u=t3-3t2+5t+1, v=t3 -2+ 8t +2, w=2t3 —4t> + 9t +5

Solugao:

Faca uma combinacdo linear dos polinémios u, v e w igual ao polinomio nulo, usando incdgnitas
escalares x, vy, z, isto €, faca ru+ yv + zw = 0. Assim,

o(t3 =32+ 5t +1) +y(t3 —t2 + 8t +2) + 2(2t3 — 42+ 9t +5) =0

ou xt3 — 3xt? + bat + x + yt3 — yt? + Syt + 2y + 2213 — 42t + 92t + 52 =0

ou (z+y+22)t2 + (=3x —y—42)t2 + (5bx + 8y + 92)t + (z + 2y +52) =0

Os coeficientes das poténcias de t devem ser iguais a 0

r+y+2z=0,
—3x—y—4z =0,
5z 4+ 8y + 9z = 0,
T+ 2y+52=0.
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Resolvendo o sitema homogéneo acima, obtemos somente a solu¢do nula x =0, y = 0, z = 0; portanto
u, v e W sao linearmente independentes.

B.3 Exercicios Propostos

1.

Seja V' o espago dos polindémios de grau p < 2, com produto interno dado por (p1, p2) = fol p1(t)pa(t)dt.
Sejam py(t) =t + 2 e pa(t) = t? — 2t — 3. Encontre (i) (p1,p2) e (ii) ||p1]|-

. Seja V = 3. Mostre que W nao é subespaco de V, sendo

(i) W ={(a,b,c) : a > 0}, isto é, W consiste nos vetores cuja primeira componente é nao negativa;

(ii) W = {(a,b,¢) : a®> + b2 + ¢ < 1}, isto é, W consiste nos vetores cujo comprimento nio excede
L

(i) W = {(a,b,c) : a,b,c € Q}, isto é, W consiste nos vetores cujas componentes sao nuimeros
racionais.

. Sejam U e W os seguintes subespacos do #t*

U={(a,b,c,d) :b+c+d=0},
W ={(a,b,c,d) : a+b=0,c=2d}.

Encontre a dimensao e uma base de (i) U, (it) W e (#i) UNW.

Encontre o vetor coordenada de v em relagdo & base {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} do R3 nos casos
(i) v =(4,-3,2),

(i) v = (a,b,c).



