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Capitulo 6

VIGA

6.1 Introducao

Um outro elemento estrutural unidimensional é a viga. Assim, como nos casos de barra e eixo, a viga
é tratada com um modelo unidimensional, fazendo-se a hipdtese que o comprimento é bem maior que
as dimensoes da segao transversal. O sistema cartesiano de referéncia empregado passa pelo centro de
gravidade da secao tranversal, como ilustrado na Figura 6.1. O problema principal estd relacionado as
acoes de movimento causando a flexao da viga conforme mostrado na Figura 6.2. Observa-se que a anélise
de vigas é bastante comum em problemas de engenharia, tornando-se fundamental o estudo da formulagao
de vigas. Para esta finalidade, consideram-se os modelos de viga de Euler-Bernouilli e de Timoshenko.
A diferenca basica entre estes modelos estd relacionada ao fato que a formulagdo de Euler-Bernouilli
nao considera a deformacao de cisalhamento presente nas secoes traanversais. Para incluir este efeito,
deve-se considerar o modelo de Timoshenko. Neste capitulo, apresenta-se na préxima secao o modelo de
Euler-Bernoulli ou de flexao pura. Posteriormente, discute-se a viga de Timoshenko.

Figura 6.1: Sistema de coordenadas da viga.

6.2 Modelo de Euler-Bernoulli

Na teoria cldssica de Euler-Bernoulli ou de flexdo pura, consideram-se vigas prismaéticas uniformes
(de segao transversal constante) com comprimento longitudinal como dimensao predominante. No caso
de vigas, o interesse reside em agoes de movimento chamadas a¢des de flexdo, ou seja, deslocamentos
transversais na direcdo do eixo y associados a rotacoes das secOes transversais em torno do eixo z,
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Figura 6.2: Exemplo de viga em flexao.

de acordo com o sistema de coordenadas mostrado na Figura 6.1. A seguir, aplicam-se os passos da
formulacao variacional para este modelo de viga.

6.2.1 Definicao da Cinematica

A hipétese cinematica no modelo de Euler-Bernouilli consiste em supor que as agoes de movimento
possiveis devem ser tais que as se¢oes permanecem planas, indeformadas e ortogonais ao eixo longitudinal
x da viga. Esta hipdtese estd ilustrada na Figura 6.3(a) para uma secdo AB distante x da origem do
sistema de referéncia. Apds a agdo de flexdo, a secio AB assume a posi¢do indicada por A” B”, mas
permanece plana, ndo-deformada e ortogonal ao eixo da viga.

Em outras palavras, as acoes de movimento possiveis fazem com que, em cada secao transversal
x, ocorra um deslocamento vertical rigido, denotado por v(x), constante em todos os pontos da segao,
juntamente com uma rotacao rigida em torno do eixo z, como ilustrado na Figura 6.3(b) para a mesma
secao AB. Observe que inicialmente a secao assume a posicao A’B’ devido ao deslocamento transversal
rigido v(x) na direcao do eixo y do sistema de referéncia. A partir dai, ocorre uma rotacdo rigida de
um angulo o em torno do eixo z e a segdo gira até atingir a posigao final A” B”. Observe que devido a
rotacao de um angulo a em torno do eixo z, o ponto A’B’ apresenta um deslocamento Au na direcao
longitudinal z e um deslocamento Av na direcéo y.

3

y y=v(x)

V(%)

(a) Agao de movimento. (b) Segdo AB em detalhes.

Figura 6.3: Cinemética da viga de FEuler-Bernouilli.
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A partir da Figura 6.3(b), observa-se que o deslocamento axial Au do ponto A’ é dado pela diferenga
entre as posigoes final e inicial deste ponto, ou seja,

Au=x— Az —z=—Azx.

Supondo que o ponto A estd a uma distancia y do eixo x, o qual passa pelo centro de gravidade da secéo,
as seguintes relagoes sao validas para a tangente do angulo «

tana = Az = - u()
y — Av y— Av’
tana = &
Az
Logo
Av u(x) Av  (Av)?
Az~ y-Av _)Au:_yA—w—i_ Ax

Av)?

Supondo que o angulo «a é pequeno, tem-se que Az e Av sdo também pequenos e termo pode
ser desprezado. Isto é andlogo a tomar o limite para Ax tendendo a zero. Portanto, o deslocamento axial

u(z) na segdo x é dado por

(z) = 1i < AU) . Av

u(z) = lim (—y— | =—y lim —.
Az—0 yAﬂ? y Az—0 Az

Aplicando a defini¢ao de derivada vem que

dv(x)
u(z) = —y——-. (6.1
)= -y )
Portanto, verifica-se que devido a ac@o de flexdo o deslocamento axial u(z) varia linearmente na segao.
Resumindo, as agoes de movimento na flexdo sdo dadas por um campo vetorial u(z) variando apenas

com z e possuindo as seguintes componentes

u(z) ui(x) _ydz_(:c)
u=1¢ v(x) p=1 wx) ;= U($§C . (6.2)
w(a) us(e) )

dv(z

Observa-se que 0,(z) = representa a rotacao da secao transversal em x em relagao ao eixo z

do sistema de referéncia. O sinal negativo em u(z) vem do fato que quando a rotacdo é positiva, ou seja
0,(x) > 0, o deslocamento longitudinal ocorre no sentido negativo do eixo = do sistema de referéncia
como pode ser visto na Figura 6.3(b). A Figura 6.4 ilustra o comportamento do deslocamento axial u(x)
para rotagoes positiva (6,(x) > 0) e negativa (6,(z) < 0).

O conjunto das acbes cinematicamente possiveis V é definido por,

V ={u| u1 = u(z) = —ydi}i—f), ug(x) = v (x), uz(z) =0}. (6.3)

Para uma viga livre, o conjunto das agbes admissiveis coincide com V.
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ux==ydv(x)
dx y
-y20v(9) | - 0= 19g)
dx Y
y2
E x
N N
z
(a) 0:(z) > 0 (b) 0.(2) > 0
ux=—ydv(x)
dx y
s | w-onsge
dx __ Y
y2 -
y1 X N
N ]
X
z
(c) 0-(x) < 0. (d) .(z) < 0.

Figura 6.4: Deslocamento longitudinal u(x) variando linearmente na segao transversal AB da viga.
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6.2.2 Deformacao

Devido a cinemdtica adotada para a viga, as se¢oes transversais apresentam um deslocamento axial u(z)
variando linearmente na secdo. De forma andloga ao caso de barra, a componente de deformacao asso-
ciada a u(z) é a deformagao especifica longitudinal e, (z). Para determinar uma expressao para e, (),
procede-se de forma ansloga aos casos de barra e torcéo, ou seja, toma-se a variacdo dos deslocamentos
axiais de duas segOes arbitrarias na viga. A Figura 6.5 ilustra duas se¢oes arbitrarias AB e C'D, as quais
distam, respectivamente, x e x4+ Az da origem do sistema de referéncia da viga. Devido a agao de flexao,
estas se¢Oes apresentam deslocamentos axiais u(z) e u(x+Az), os quais sdo dados em funcdo dos desloca-
dv(x) ydv(:v + Ax)

dx dx
A variagao especifica do deslocamento axial entre estas secoes é dada por

dv(z + Ax)) B <_ydv(x)> d
—y dz

mentos tranversais v(z) e v(z+Ax), respectivamente, por u(z) = —y

eu(z+Azx) = —

Au u(z+Az)—u(z) <‘y dr Tdr

Az z+Ax—x Az

[v(x + Az) — v(z)]
Az '

A deformacao especifica €., (z) é dada tomando-se o limite da relacdo anterior para Az tendendo a
Z€ero, ou seja,

d
e AU 75 0(@) —v(z + Az)] d . Av
Caa(®) = Jim = Jim -~y Az = Vg A A

sendo Av = v(z) — v(z + Ax) a variagdo dos deslocamentos transversais entre as secoes AB e CD.
Empregando a definicao de derivada vem que

V\T 2’UCC
R

~ Y\ Tdr dx? (6.4)

Portanto, enquanto na barra €,,(x) é constante em todos os pontos da segao, a deformacao longitu-
dinal na viga apresenta uma variagao linear de acordo com a coordenada y do ponto considerado. Este
comportamento é andlogo aquele do deslocamento axial u(x) e estd ilustrado na Figura 6.4.

y 4»‘ u(x2)
u(x1) ‘ ‘« o

C o ov(x2)

7
X1 ‘

xe

Figura 6.5: Deformacao na viga de Euler-Bernouilli.

Como o deslocamento transversal v(z) estd agindo na direcdo vertical y, tem-se uma componente
de deformacao longitudinal ey, (x) associada a v(x). Para caracterizar esta componente, basta tomar a
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diferenga entre os deslocamentos transversais v(z) e v(z + Az) das segdbes AB e C'D mostradas na Figura
6.5, de forma andloga ao efetuado para ;. (). Logo, a componente de deformagao ey, (z) é dada pelo
limite para Ax tendendo a zero da seguinte relagao

Av vz + Az) —v(r + Ax)

Az T+ Axr—x ’
ou seja,
. v v(x + Az) —v(zx)
= 1 _— = 1 .
() = Ay = T A

Portanto, através da definicao de derivada tem-se que

eyy(e) = dz(;) (6.5)

No entanto, cada segao sofre um deslocamento transversal constante v(x) e a variagdo do mesmo na

dv(z)

Este resultado esta de aéeordo com a hipétese do modelo de Euler-Bernouilli que as segdes transversais
permanecem nao-deformadas.

Analogamente, a componente de deformagao cisalhante v,,(x) é nula, pois as se¢des permanecem pla-
nas e ortogonais ao eixo da viga. Lembre-se que o primeiro indice siginifica o plano no qual a deformacao
estd presente (neste caso, o eixo = é normal a toda se¢ao tranversal da viga), enquanto o segundo indice,
y neste caso, indica a direcdo da deformacao. Portanto

secao € nula, ou seja, = 0. Desta maneira, a deformacao especifica e, (x) associada a v(z) é zero.

Yay(x) = 0. (6.6)
Conclui-se, entao, que a tnica componente de deformagao nao-nula é ., (x) de forma andloga ao caso
da barra.
O operador de deformagao D é dado por D = Yo Da mesma maneira, o espago W é o conjunto de
x

todas as fungoes escalares e, (z), denominadas deformagcoes longitudinais e obtidas ao se derivar as ac¢oes
de movimento u(x) € V. Observa-se que o operador de deformagao D : V — W relaciona a cinemadtica
com a deformacéo, ou seja,

D: V—W

u(z) — egz(x) = Du(z) = Y

6.2.3 Movimentos Rigidos

Como mencionado na Secao 3.3, a poténcia interna P; é nula para o caso de um movimento de corpo
rigido. Isto implica em dizer que a deformacao €., (z) é nula para toda secao x ao longo do comprimento
da viga, ou seja,

d*v(z)
dz?

A relacdo anterior pode ser reescrita como

cral) = v (22 <.

22 () = —y =0 xe(0,L)- (6.8)
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Figura 6.6: Movimento de corpo rigido na viga: rotacao em torno do eixo z.

Para que a condicao anterior seja satisfeita, a rotacao

deve ser constante para toda secao transver-

dv(x)
d

x
sal. Isto implica que a viga apresenta uma rotagao rigida constante em torno do eixo z como ilustrado
na Figura 6.6.

O conjunto de todas as acoes rigidas em V, ou seja, das acoes u € V tal que €,, = Du(z) =
2
e dv(; ) = 0, define o subconjunto N (D) das agdes rigida da viga. Estes subconjunto é definido
x
formalmente como
2
N (D) = {u(:c) eV | dz—f) = cte, Du(x) = —yddl;(f) = 0}, (6.9)

dv(z
dz

ou seja, N (D) é o subconjunto de todas as agdes de movimento u(x) de V, tais que ¢é constante,

implicando que a deformacao e,,(z) é nula.

6.2.4 Poténcia Interna

Como a tnica componente de deformacao nao-nula é ,,(x), deve existir, de forma andloga ao caso de
barra, uma fungado o,,(z) representando o estado das forgas internas nas se¢oes da viga na diregdo do
eixo . Esta funcao escalar é denominada tensdo normal atuante no plano x na direcao do eixo x e
estd relacionada a e, (x) através do conceito de poténcia interna. O produto o, (z)ez, () representa a
densidade de trabalho interno em cada ponto da viga, pois este termo possui unidades do tipo — —.

m?m
Para obter o trabalho interno total, deve-se somar os produtos o, (z)e.,(x) para cada ponto da viga.
Como a viga é continua, ou seja, possui infinitos pontos, emprega-se uma integral para representar esta
soma. Logo, a poténcia interna P; é dada pela seguinte integral ao longo do volume V da viga

P—— /V Ona(@)ge () dV. (6.10)

Substituindo a expressao (6.4) para ;. (x) vem que

d?*v(x
P, = —/Vam(a?) (-y dw(2 )> dv.
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Pode-se decompor a integral de volume anterior em duas integrais, sendo uma ao longo do comprimento
L e a outra na area A da secdo transversal da viga, ou seja,

P = —/OL <—/A yam(m)dA> di;;(f)dx. (6.11)

A integral sob a drea resulta num momento na dire¢do z do sistema de referéncia da viga. Este
fato esta ilustrado na Figura 6.7 para um elemento infinitesimal de drea dA. Observe o termo o4, (z)dA
representa uma forga na direcdo x que ao ser multiplicada pelo distancia y resulta num momento na
diregdo z. O efeito deste momento é provocar uma flexdo na viga, sendo por isto denominado momento
fletor em relagdo ao eizo z do sistema de referéncia adotado e denotado por M, (z). Logo

M,(z) = — /A Yo e (z) dA. (6.12)

dA

GxxdA —
oxxdA

v
Mz
y y
/ X / X

(a) ozz > 0. (b) 02z < 0.

Figura 6.7: Momento fletor na secao transversal da viga de Euler-Bernouilli.

Assim, no caso da viga de Euler-Bernouilli, o espago W dos esforcos internos é definido por fungoes
continuas M, (x) representando a resultante em termos de momento fletor nas segdes da viga.
Como na expressao anterior 0., (x) depende apenas de = e nao de y e z, pode-se reescrevé-la como

Mz(m) = _O'mm(m) /A ydA.

A integral anterior representa o momento estatico de drea ou momento de primeira ordem Mj, (x) da
secao transversal em relagdo ao eixo z do sistema de referéncia. Logo

M, (z) — /A ydA. (6.13)
Portanto
M, () = —0g2(x) M, (z). (6.14)

Substituindo (6.12) em (6.11) vem que

d*v(z)

L
P=- M,(z)——=dx. 1
== | M) S e (6.15)
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Verifica-se que o deslocamento transversal v(z) estd derivado duas vezes na expressao da poténcia
interna. Para obter uma relagdo contendo apenas v(x), deve-se derivar (6.15) duas vezes por parte, ou
seja,

B (@) , [T dM.(z)dv(z) dv(z) |“

P = / M ( dﬁ dz _/0 D = M) T (6.16)
B L @M, (z) do(z) ¥ dM,(z) , |*
= _/0 gz v(z) de — M,(z) i o +— v(z) .

Logo, apds a integracao por partes, obtém-se uma expressao com uma integral ao longo do com-

M, (z)

d
primento da viga e dois conjuntos de termos no contorno. Observe que a derivada e representa
x

uma forga, pois se o momento fletor estiver dado em Nm e emprega-se m para denotar comprimento,
a derivada resulta num termo em N. Como o momento estd na direcdo z e o comprimento da viga em
x, tem-se uma forca transversal na diregao y, ou seja, paralela a cada secao transversal da viga. Desta
forma, esta forca é denotada por V, (z) e denominada for¢a cortante. Logo, a seguinte relacao é valida
para o momento fletor e a forga cortante na viga

dM,(x)
L dv(x) o - )
Lembrando que a rotagdo é indicada como 6,(z) = 7 e substituindo a expressao anterior em
x
(6.16), obtém-se a forma final para a poténcia interna na viga
L d2M,(z)
P = _/0 = E50(@) do— M.(2)0:(@)|§ + Vy (@) v(a)]] (6.18)

a qual pode ainda ser expandida como
d?M,(x) R R X X
P, = / ( ) v(@) dz + |[~M.(L)0-(L) + M.(0)0.(0)| + [V, (L) 9(L) - V, (0) 6(0)] (6.19)

dzx?

d> M., (z)
2
seja, uma carga distribuida internamente ao longo do comprimento da viga. Para verificar este fato,

d* M, (z)
dx?

Finalmente, observe que o termo representa uma forga por unidade de comprimento, ou

basta checar as unidades de , Ou seja,

dx? 2

[fﬂ@@W::Nm N

Observe ainda, que de forma analoga a cortante, esta carga distribuida estd presente na direcao vertical,
isto é, do eixo y do sistema de referéncia.

Portanto, os esforcos internos compativeis com a cinemaética de viga em flexdo sdo forgas cortantes
e momentos fletores concentrados nas extremidades da viga, além de uma carga distribuida ao longo de
seu comprimento. Estes esforcos estdo ilustrados na Figura 6.8(a).

6.2.5 Aplicacao do PPV

Seja f o conjunto de esforgos externos compativeis com a cinematica definida para o modelo de viga de
Euler-Bernouilli. Para caracterizar f , aplica-se o PPV dado na Segao 3.4. Logo, a partir de (6.19) e do
PPV expresso em (3.21), tem-se que para qualquer agdo de movimento virtual @(x)eV

P+ P, = 0.
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Logo,

(f, )+ /oL (_ %22(37) ) () dx+[—Mz(L)éz(L) + Mz(O)éz(O)] +[V, (L) (L) — V, (0) 5(0)] .(6.20)

A equacao anterior representa o enunciado integral do equilibrio da viga livre de restrigoes, fornecendo
ainda uma representacao das forcas compativeis com o modelo de viga de Euler-Bernouilli.

y d* Mz(x ae)

e T e 4 A IR o P s ou VT
— ; Ty MM,

Mz(0) | vy(0) Mz(L) vy(L) L

Vo Vi

(a) Esforgos internos. (b) Esforcos externos. (¢) Convencao de sinais.

Figura 6.8: Esforcos internos e externos na viga de Euler-Bernouilli.

6.2.6 Caracterizacao dos Esforgos Externos

O PPV estabelece que se o corpo estd em equilibrio, as poténcias externa e interna sdo as mesmas para
qualquer agao virtual de movimento, a partir da configuragdo deformada do corpo. O termo relativo a
poténcia interna em (6.20) foi determinado através da integracdo por partes. Este termo é importante
pois possibilita caracterizar os esforgos internos que estdo presentes na viga (veja Figura 6.8(a)).

Logo, como o PPV estabelece a igualdade das poténcias externa e interna para qualquer deslocamento
virtual @i(x) a partir da posigao de equilibrio, pode-se caracterizar os esforgos externos compativeis com
a representacgdo (6.20). Desta maneira, tem-se forgas transversais concentradas V) e Vy,, respectivamente,
nas extremidades x = 0 e z = L da viga, de tal forma que os termos V.0(L) e V,0(0) da poténcia
externa associada equilibre, respectivamente, os termos V,, (L) 9(L) e V, (0)9(0) da poténcia interna.
Momentos puros My e My, concentrados na diregao z devem estar presentes de tal forma que os termos
da poténcia externa virtual M0, (L) e Myf,(0) se igualem, respectivamente, aos termos da poténcia

interna M, (L)6,(L) e M,(0)0,(0). Finalmente, para equilibrar a carga distribuida transversal interna
d>M
TZQ@), deve exisitir uma uma densidade de forca externa transversal distribuida, denotada por ¢(z),
w
L

cuja poténcia / q(x)v(x) dx associada a um deslocamento virtual arbitrdrio v(x), equilibre a poténcia

L d?M
interna / Tz(x)ﬁ(x)dx Estes esforgos externos estao mostrados na Figura 6.8(b). Portanto, os
0 x

esforcos externos compativeis com o modelo cinemético da viga sdo dados por

Vo, Vi : esforgos cortantes nos extremos da viga
My, My, : momentos fletores nos extremos da viga
carregamento transversal distribuido
por unidade de comprimento

(6.21)
q(z) :

A partir da expressdo anterior, a expressao da poténcia externa das forcas f para qualquer acao
virtual @i(z)€V é escrita como

P. = (f,0) = /0 " d(@)5(@) do + Mfu(L) + My (0) + Vi (L) + Voo (0). (6.22)
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Substituindo (6.22) no enunciado do PPV (6.20) e rearranjando os termos, vem que

/OL l_ww bdr + [=M. (L) + My)d: (L) + [M. (0) + Mo] - (0) +

dxz?

[Vy(L) + VL]0 (L) + [V, (0) + Vo] 9(0) = 0.

Para que esta equagao seja verdadeira para toda agao virtual @i(xz) € V, os 3 termos entre colchetes
devem ser simultaneamente nulos, ou seja,

M, (x
%—q(m)zo xz € (0,L)
Vy (0) =V T =
VL) = Vi v=L (6.23)
MZ(O):—MO Tr =
MZ(L):ML =1L

A expressao anterior define a forma local ou o problema de valor de contorno da viga livre de res-
tricoes cinematicas. Tem-se uma equacao diferencial em termos do momento fletor, duas condigoes de
contorno em termos da forga cortante e mais duas em termo do momento fletor. Resolvendo-se a equagao
diferencial, obtém-se uma funcao descrevendo o momento fletor M, (z) ao longo do eixo = da viga. Um
valor positivo indica que as fibras da parte de baixo da viga est@o tracionadas (sentido positivo do eixo
z), enquanto as fibras da parte de cima estdao comprimidas. Um valor negativo indica que as fibras de
baixo estdo comprimidas e as de cima tracionadas. A convencao de sinais estd ilustrada na Figura 6.8(c).
Observe que a forga cortante positiva em duas segoes de um elemento de viga, implica que este elemento
gire no sentido horério (z negativo), enquanto a cortante negativa indica um giro no sentido anti-horério
(z positivo). Pode-se tragar diagramas da forca cortante Vy(x) e do momento fletor M, (z), sendo estes
diagramas conhecidos como diagramas de esforgos solicitantes para o problema de viga.

A equagao diferencial em termos do momento fletor dada em (6.23) pode ser reescrita como

Substituindo a expressao para a forca cortante (6.17), chega-se na equacao diferencial de equilibrio em
termos da cortante, isto é,
dVy ()
———— —q(z)=0 6.24
I @) (6.24)
A partir da equagao (6.23), define-se o operador de equilibrio D*entre os esfocos externos e internos.
Este operador pode ser escrito como

d* M, (z)
dM,(x) R
D*M,(z) = dr (6.25)
2\T _dMZ(CC) B . .
dzx -
- M. (x)|,_, =0
M, (x)|,—1. =1L

O operador D* mapeia os espagos vetoriais dos esforcos internos W e externos )V'. Neste caso, o
espago vetorial dos esforgos externos V' é caracterizado por uma funcao escalar continua ¢(z) indicando
a carga transversal distribuida sobre a viga, forgas transversais concentradas Vy e V, e momentos puros
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concentrados My e M, nas extremidades da viga. Estes esforgos concentrados sao tratados como condicoes
de contorno do problema. Portanto, denota-se D* como

D*: W=V
d* M., (z)
— =7 L
) dzc(m) v=0 : (6.26)

M. (z) = D*Mx(2) =4 M, () ~L
 dr r=
- Mz(x)‘:r:O z=0
Mz(x)‘mZL z=1L

A forma esquemaética da formulagdo do problema de barra é mostrada na Figura 6.9.

Pe=<f,v>
410 o<x<L
dx?
i<')‘X*O
_ 40 L) dx T
B=yrs 40
dx "~
’(~)‘><:O
y Olx=t

W |

L 2
Pi="Jo Mz dx
dx > Mz:fA@X ydA

Figura 6.9: Formulagdo do modelo de viga de Euler-Bernouilli.

6.2.7 Aplicagcao da Equagao Constitutiva

Para um material eldstico linear isotrépico, a componente de tensao o, (x) estd relacionada & componente
de deformagao e, () através do médulo de elasticidade longitudinal E(z) do material, isto é,

Oza(x) = E(x)egz (). (6.27)

Substituindo (6.4) na expressao anterior vem que

2’U T
Oual) = —B() D, (6.28)

Por sua vez, substituindo a expressao anterior em (6.12), reescreve-se o momento fletor M, (x) como

2’U T 2’U T
M, (z) = —A—E(x)dd—;)ﬁ dA — E(w)dd( )/A W2 dA.

2
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Lembrando que I,(z) = [, y* dA é o momento de inércia de drea da segao tranversal z em relagao ao
eixo z, tem-se a expressdo final para o momento fletor

d*v(z)
M,(z) = E(z)I, . 2
() = B@)L () (6:29)
4
Para sec¢ao circular com diametro d, tem-se I, = R No caso de secao retangular de base b e altura h,
bh3
tem-se I, = TR Como a cortante é a derivada do momento fletor vem que
d3v(x)
Vy(z) = E(m)]z(x)w (6.30)
Substituindo M, (z) na equagao diferencial do momento fletor indicada em (6.23) vem que
d? d*v(z)
) (E(:c)[z(:c) ol q(z) =0. (6.31)

Para uma viga de um mesmo material e se¢do transversal constante tem-se F(z) = E e I,(z) = L,.
Logo, a expressao anterior se reduz a

d*v(z)
dzt
Estas duas udltimas expressoes representam a equacao diferencial de quarta ordem do deslocamento
transversal da viga. Como solucao, tem-se uma func¢ao fornecendo o deslocamento transversal ou flecha
v(z) ao longo da viga. Para isso, deve-se integrar a equacado diferencial quatro vezes, fornecendo, res-
d3v(z) d?v(x) d
dx? dz?

e do deslocamento transversal v(z). Observa-se que as condigoes de contorno podem ser

EI, —q(x) =0. (6.32)

pectivamente, a expressao da cortante Vy(xz) = E1, , do momento fletor M,(z) = EI,

rotacao
x
dadas tanto em termos de forcas e momentos concentrados como em funcao de deslocamentos e rotagoes.

Por sua vez, as restri¢coes cinematicas em termos do deslocamento e rotacao, ilustradas na Figura 6.10,
sao incluidas na definicao do espaco de agbes admissiveis Kin.,.

u(0)=0 u(L)=0
u(0)=0 | u(L)=0 ddix@:o %(L:o
du (0)=
$< )=0 du(L)=(0)
dx

(a) v(z=0)=0eb.(x=0)=0. (b)v(z=L)=0eb.(x=L)=0 (¢) v(z = 0) = 0,
0:(x=0)=0,v(z=
L)y = 0e 0.(x =
L)=0

Figura 6.10: Condigoes de contorno na viga.
A partir de (6.28), obtém-se
d2 xrxr
o) _ _osal®) (6.33)

dz? Ey
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a qual substituida em (6.29) resulta na seguinte expressao para o momento fletor na viga

Ozz(T) = — ]\Iiz(f)) Yy

(6.34)

Da mesma maneira, a partir de (6.27) e (6.34), tem-se que a componente de deformagao longitudinal
€zz associada a o, é dada por
Oz () M, (x)

Eza(T) = E) = _E(:c)IZ(x)y' (6.35)

Verifica-se entdo que a tensao e a deformacao normais variam linearmente com a coordenada y na
secao transversal da viga, atingindo o valor maximo no contorno da secao. Dependendo do sinal do
momento fletor, as fibras da parte de cima da viga estardo em tragdo ou compressao, como ilustrado na
Figura 6.11. Neste modelo de viga, consideram-se apenas secoes transversais simétricas, segundo o eixo
y, com flexao ao longo do plano de simetria definido pelo eixo z.

Tragdo Compressdo

= 5 o o

? tracao compressao

Y e X

; \ compressao — tracao

o o < v

Compressdo Tragdo

(a) M.(z) > 0. (b) M.(z) <O. (c) M.(x) > 0. (d) M.(x) > 0.

Figura 6.11: Tensoes de tracao e compressao na secao transversal da viga.

Como mencionado anteriormente, o sistema de referéncia da viga passa pelo centro de gravidade da
se¢do. Para confirmar este fato, basta determinar a origem do eixo y na segdo transversal da viga. Como
se considera apenas a flexao pura, a resultante das forcas na direcdo x em qualquer segao é nula, ou seja,

S F,=0: 402z dA=0 (6.36)

Substituindo-se (6.34) na expressao anterior e observando que M, e I, ndo variam com y e z ao longo
de uma mesma se¢ao x, vem que

M, (x) B
e /A y dA = 0. (6.37)

Para que a equagao anterior seja nula é necessdrio que o momento estatico M;_(z) = [,y dA seja nulo,
implicando que o eixo z, e portanto o sistema de referéncia indicado na Figura 6.1, passa pelo centro
de gravidade da segdo transversal da viga. O eixo z é denominado linha neutra da segéo transversal e a
unido destas linhas em cada secao define a superficie neutra, como indicado na Figura 6.12.
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Linha
Neutra

L Superficie
Neutra

Figura 6.12: Linha e superficie neutras na viga.

6.2.8 Dimensionamento e Verificagao

Dimensionar uma viga significa calcular as dimensées minimas da secao transversal de tal forma que a
viga permaneca na fase elastica. O dimensionamento considerado aqui serd baseado no valor maximo da
tensado normal na viga. De forma andloga aos casos de barra e eixo, consideram-se os seguintes passos no

dimensionamento a tensiao maximas:

1.

determinam-se as funcdes e os respectivos diagramas da forga cortante Vj(z) e do momento fletor
M, (z) através da integragdo da equacao diferencial (6.31).

Com base neste diagrama, determina-se a se¢cdo mais solicitada, ou seja, a secdo onde atua o maior
momento fletor em médulo, sendo este valor denotado M}"@X.

Aplicando-se a expressao (6.34), tem-se que a tensdo normal maxima oZ2* ocore no contorno da

secao mais solicitada, sendo a coordenada y = y™**. Logo,

max
max __ Mz

rxxr I
z

e (6.38)

Como nao se conhece as dimensdes da segao transversal ainda, agrupam-se os termos da expressao
anterior envolvendo estas dimensodes no mdédulo de resisténcia a flexao W, dado por

I
Wy = ——. (6.39)

max
)

Desta pode-se reescrever a expressao (6.38) como

max
max __ Mz

= 6.40
o = (6:40)

A condicado que o eixo permaneca na fase eldstica significa que a tensdo normal méxima deve ser
menor ou igual a tensdo normal admissivel & do material, ou seja,

oI < (6.41)

rx
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O moédulo de resisténcia a flexao minimo é obtido, tomando-se a igualdade na expressao anterior,
isto é,

max
M,

W, =

(6.42)

g

Conhecido W,, determinam-se as dimensoes da secao transveral. Por exemplo, para uma secao
circular de diametro d tem-se que

rd*/64  wd? 32W,\ /3
a2 32 ( - ) (6.43)
No caso de uma sec¢ao retangular de base b e altura h, vem que
bh*/12  bh?
_bh°12_bhT bh? = 6W,. (6.44)

* h/2 6

e conhecendo-se a relagao entre b e h, determinam-se os seus valores.

No caso de verificacao de uma viga, as dimensoes da secao transversal sdo conhecidas e deseja-se
verificar se a mesma permanece na fase elastica quando submetida a um certo carregamento. Para isto,
calcula-se a tensdo normal maxima op2* usando (6.38). Com esta tensdo méxima, basta verificar se a
mesma € menor ou igual que a tensao admissivel do material, ou seja,

o < 5. (6.45)

Neste caso, diz-se que a viga permanece na fase eldstica. Caso a condigao nao seja valida, deve-se
redimensionar a viga, aplicando o procedimento anterior.

Exemplo 6.1 Tracar os diagramas da forca cortante e momento fletor para a viga ilustrada na Figura
6.13, através da integracdo da equacdo diferencial.

y
T 500N /m

vy vy

1B —»
X

-
\

A

'
i

3m
Figura 6.13: Equagao diferencial: viga submetida a carga distribuida.

1. Equagdo do carregamento: q(z) = —500

2. Condigoes de contorno: x=0—>M,=0 xz=3—->M,=0

3. Integracdo da equacgdo diferencial: Cf;]‘f = —500

o 1% integragdo (cortante): V,; = Yz = —500z + C;
e 2% integracio (momento fletor): M, = —250z% + C1z + Cy
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4. Determinacao das constantes de integracao
M,(x =0)=-250(0) +C1(0) +C2=0—Cy =0
M,(z =3) = —250(3)> + C1(3) + 0 =0 — Cy = 750

5. Equacgées finais:

e forca cortante: V,, = —500x + 750
e momento fletor: M, = —2502% 4 750z

6. Diagramas

Vy(x =0) = 750N M,(x=0)=0
Vy(x=3) = -T50N  M.(z=3)=0
Vy(z=1,5)=0 M, (z =1,5) = 562,5 Nm
800 w w w w w 600 w \ ‘
VY()IN] Mz(x)[N.m] T
600 r 1 500 |
400
400
200 r
0 300 r
-200 | ] 200 |
-400 -
100 +
-600 -
0
-800 : ‘ : : : : ‘ : : :
0 0.5 1 ][.5 2 2.5 3 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X[m] x[m]

Exemplo 6.2 Tracar os diagramas da forca cortante e momento fletor para a viga ilustrada na Figura
6.14, através da integracdo da equacdo diferencial.

TY

qo=1000N/m

Figura 6.14: Equacao diferencial: carga distribuida linear.

1. Equagdo do carregamento: q(x) = —qo(1 — ) = —500(2 — x)
2. Condigoes de contorno: x =2 — V= —100N = =2 — M, = —200N
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3. Integracao da equacgao diferencial: ‘22;‘2/1 = —500(2 — )

e 1% integragdo (cortante): V, = % = —100z + 250z% + C;

e 2% integra¢do (momento fletor): M, = —5002% + 23@.”53 + Cix + Co

4. Determinacao das constantes de integracao
Vy(x = 2) = —1000(2) + 250(4) + C1 = —100 — C1 = 900

M, (z =2) = —500(4) + Z°(8) + 900(2) + C =0 — Cy = — 250

5. Equagées finais

e forca cortante: V, = —1000z + 25022 4 900

e momento fletor: M, = 50022 + 23923 + 900z — 250

6. Diagramas

V,(z = 0) = 900N M. (z=0)=—-220 Nm
Vy(x =2) = —100N  M,(z =2) = —200 Nm
V,(x =1) = 150N M, (x=1) = —183,33 Nm
VY(IN] M2()[N.r]
800 r
-100 +
600 - 1 -200 +
-300 +
400
-400
200 -
-500
0 w -600 |
-700

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
x[m]

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
x[m]

Observa-se que devido a carga distribuida linear, os grdficos da cortante e do momento fletor variam

de forma quadrdtica e cubica, respectivamente.

Exemplo 6.3 Tracar os diagramas da forca cortante e momento fletor para a viga ilustrada na Figura

6.15, através da integracdo da equacdo diferencial.

1. Equagdo do carregamento: q(x) = —1000

2. Condigoes de contorno: x =2 — M, = 500

restri¢do adicional (rétula): v =1— M, =0

3. Integracdo da equagdo diferencial: Cf;]‘f = —1000

e 1% integragdo (cortante): V, = @l = —1000z + C4



6.2. Modelo de Euler-Bernoulli 6-19

~<
-

1000N/m
SRS R
}4 Tm Tm ﬁ\SOON.m

Figura 6.15: Equacao diferencial: viga com rétula.

WY

e 2% integracio (momento fletor): M, = —500z% + C1z + Cy

4. Determinacdo das constantes de integracdo
M, (xz =2) = —500.4 + C1.2 + Cy = 500 — 2C; + Cy = 2500
M,(x=1)=-500+C1 4+ Cy =0 — C1 + Cy =500

Reolvendo o sistema definido pelas duas equacdes anteriores, determinam-se C1 = 2000 e Cy =
—1500.

5. FEquacgées finais:

e forca cortante: V,, = —1000x + 2000
e momento fletor: M, = —5002% + 2000z + —1500

6. Diagramas

M, (x =0) = 1500 Nm
Vy(z=1)=1000N M.(z=1)=0
Vylz = M,

(x=2)= (x =2) =500 Nm
Vy(x)[N ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Mz(x)[N.m ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
= | m
1500 f ] 0
1000 . -500
500 | 1 -1000 r
O L L L L L L L L L _1500 / L L L L L L L L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

x[m] x[m]



6.2. Modelo de Euler-Bernoulli 6-20

6.2.9 Exercicios resolvidos

Exercicio 6.1 A viga bi-engastada mostrada na Figura 6.16 deverd ser construida com wm material
cuja tensdo normal admissivel de trabalho é no mdzimo & = 200N/mm?. O material do qual a viga serd
construida possue um mddulo de elasticidade longitudinal (Young) E = 2,02106N/mm?. A wviga deve
suportar uma carga uniformemente distribuida q, = 10.000N/m ao longo de um vio L = 5m. Outro
dado de projeto é que a flecha mdzima nao deve ultrapassa vpmg, = L/1000. Por razdes construtivas
a secdo transversal de viga deverd ser um retangulo com dimensdes B x 3B, tal como mostrado. Para
esta viga solicita-se: a) as equagdes e os diagramas de esfor¢o cortante, momento fletor, deflexao angular
(rotagao) e deflexdo linear (flecha), b) as reagées de apoio, ¢) a dimensao minima B para que os requisitos
de tensdo e deslocamento mdzrimo sejam respeitados.

Figura 6.16: Viga bi-engastada.

1. Equagdo do carregamento: q(z) = —qo

2. Condigoes de contorno
v(x=0)=0 v(x=L)=0
0.(x=0)=0 O.(x=L)=0

3. Integracdo da equagdo diferencial: E1, g‘;u = —qo

e 1% integragdo: forca cortante
EI %y =Vy(z) = —qor + C4

Zd$3 -
o 20 mtegmg:do: momento fletor
2
EIZd:DQ = MZ(CC) = —qo% + C1$ + Cg
o 3% integracao: rotacao
0.(z) = —qo% + 1% + Cox + Cs
e 4% integragdo: deslocamento transversal
ELv(z) = —qo% + 1% + Cy% + Caz + Cy
4. Determinacao das constantes de integracao
EIZU(O) = —qo (231 +Cl( ) +C2( )’ +C3( )+C4 =0—-0C4y=0
92(0)2 (0) —1—01(0) +02()+03=0—>03=0
ELuv(L) = q024 +OE 4 L L+ 0 =0 —qoks + O E + L =0
GZ(L) = _QOT + 017 + CQL + C3 =0—- —QOT + 017 + CQL =0

. . . ~ . 2
Resolvendo o sistema constituido das duas equacoes anteriores, tem-se C; = qog e Cy = qo%.
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5. Equagées finais

o forca cortante: Vy(x) = —qox + qoé

e momento fletor: M,(x) = —qo‘%2 + qL% - QO%

e rotacio: EI,0,(x) = —qo%3 + qoL%2 — q0L21_x2

e deslocamento: Elv(x) = —qog—i + QOL% —QOL2§

6. Diagramas da forca cortante, momento fletor, rotacdo e deflexdo

. . . . . . . . . 30
Vy(x)[N]
100 i MZ(X)[N-ZVS] ]
10 +
50 + 1
0
0 -10 -
20 |
-50 - 30|
-40 -
-100 r
| | | | | | | | | -50 | | | | | | | | |
0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
x[m] x[m]
10 . . . . . . . . . 4
dv(x)/dx[rad] v(x)[m]
2 L
5 L
0
0
2t
5| .
-10 L L L L L L L L L -6 L L L L L L L L L
0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
x[m] x[m]

7. Reagodes nos apoios
Forgas: Ry = Vy(x = 0) = 25000V Rpy = Vy(x = L) = 25000V
Momentos: Ma, = M,(x =0) = —20833,4Nm Mp, = M,(x = L) = —20833,4Nm

8. Dimensionamento

e Dimensionamento a tensao

O médulo de resisténcia da se¢do € dado por W, = == Por sua vez, I, =

Ymax 12

BH® _ B(3B)3

%B4 € Ymax = %B. Logo, W, = %B?’. No dimensionamento da secdo, considera-se o modulo

do momento fletor mdximo. Logo,

M wax M,

=W, ~ 33 (3)(200)

3o—zzmaz

1 1
2M. 3 2)(2 4)(103) 3
Zmaz D ( zmaz>3 = <( )(20833, 4)(10 )> — B =41,1mm
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e Dimensionamento o flecha mdzima

Do diagrama, tem-se que a flexa mdxima ocorre em x = % O wvalor da deflexdo linear mdzima

€ dado por,
L (£)4 (L 3 (L)z LA 4
EI _ Ly 5 a2 28 b _
(T =5) =t +l=5- — el 5 Q03gq " Ymax = "o pr

Igualando o maodulo deste resultado com a expressao da flexa mdzima admissivel, tem-se,

L A L3
e IZ = ].
1000 3841, 00000 357

Substituindo a expressdo para I, em fung¢do de B, obtém-se,

9 L3
I,=-B*=1
S 000003575 —

B =29,16mm

Desta maneira, observa-se que, para este caso, deve-se tomar o valor da altura da secao dado pelo
dimensionamento a tensao, ou seja, B = 41, lmm.

Exercicio 6.2 Considere a viga hiperestdtica mostrada na Figura 6.17 constituida de duas se¢oes trans-
versais indicada por E11z, e Eolzy. Pede-se determinar as equagoes de cada trecho, bem como as equagoes
de equilibrio e compatibilidade cinemdtica possibilitando resolver o problema. Indique os numeros de
equagoes e de incognitas explicitamente.

TY

q
S S O S
\ 'B £,z A
NA L E Lz 22 e
|

1 L1 | L2

Figura 6.17: Viga constituida de dois trechos distintos

Para a solug¢do deste problema, considera-se a os trechos AB e BC da viga, assim como o equilibrio
da interface entre os dois trechos, como ilustrado respectivamente nas Figuras 6.18a), c) e b).

Viga 1: trecho AB Equilibrio Viga 2:trecho BC

Sh %

v v v vy I
M M, |

N 1 — N
h Eqalz, \Z Vi V2 V2 2 77

Ay =
a) b) c)

Figura 6.18: Viga da questao 2: a) trecho AB; b) equilibrio entre os dois trechos; ¢) trecho BC.
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Viga 1 (trecho AB) : neste caso tem-se como incdgnitas as constantes de integra¢ao C1,Co,Cs,Cy,
assim como o0s esforgos cortante Vi e momento fletor My na interface dos dois trechos.

e Condicées de contorno

vi(x=0)=0 01(z=0)=0
Vly(.’L‘:Ll):‘/l Mz(l':Ll):Ml

d*v

e Integragdo da equagdo diferencial: Erl,, 5 = q(z) = —qo
d3v
E‘ljzlﬁ‘g1 = Vly = —qoT + C1
d?v; x?
Ellew =M, = —qo5 + Ciz + Cy
dv z3 z?
By, — = —qo~= 4 C1.— + Cox + C3
z 6 2
4 3 2
x x x
Ellevl = —q()ﬂ + CLE + 02? + Csz + Cy

Substituindo as condicdes de contorno nas expressoes anteriores, determinam-se 4 equagoes.

Viga 2 (trecho BC) : neste caso tem-se como incégnitas as constantes de integra¢io Dy, Dy, D3, Dy,
assim como o0s esforgos cortante Vo e momento fletor My na interface dos dois trechos.

e Condigdes de contorno

‘/Qy(m:Ll):‘/Q MZ(CC:Ll):MQ
’UQ(IL‘:Ll—l-LQ):O MZ(IL':L1+L2):M1

e Integracao da equacdo diferencial: Fol,o 7‘24;’2 =—qo<x— L >°
d3v
Vay = E2Iz2—32 =—qo<z—Li >'+D;
dx
d2'U2 2
M, = EQIz2W =—qo<x—Li > +Dix+ Dy
d’UQ q0 3 ;CQ
FEolo—=——<x—1L1>°+D1— + Dyx + D3
dx 6 2
_® 2 L

— Ly >*+D
24<.’L‘ 1>+16

Substituindo as condicdes de contorno nas expressdes anteriores, determinam-se mais 4 equacades.

X
EQIZ2’U2 = —|—D27 + D3z + Dy

Equilibrio : considera-se o equilibrio dos esforgos presentes na interface dos dois trechos, como mostrado
na Figura 6.18b). As condigdes de equilibrio sdo as sequintes:

1. ZFy:0:V1+V2_qOAx:0—>Al;icIEOV1+V2:0—>V1:_V2

2. ZMZ4:0:—Ml—VleJrquTwz—kMg:0—>AlimO—M1+M2:0—>M1:M2
€T —>
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O equilibrio fornece duas equagdes adicionais relacionando os esforgos na interface dos dois trechos.

Compatibilidade cinematica : tem-se que os deslocamentos v1,vo e rotagdes 01,602, na interface dos
dois trechos devem ser iguais. Logo,

Ul(Ll) = V2 (Ll)
012 (L1) = 02, (L1)

chegando-se a mais duas equagoes.

Solucao : a partir do desenvolvimento anterior tem-se 12 incdgnitas, ou seja, as constantes do trecho
AB (C1,C5,C5,Cy), do trecho BC (Dy, D2, D3, Dy) e os esfor¢os na interface (Vi,Va, My, M3). Da
mesma maneira, tem-se 12 equagdes a partir da integragdo das expressdes dos trechos AB e BC,
assim como do equilibrio e das condi¢ées de compatibilidade da interface dos trechos AB e BC.

Exercicio 6.3 A Figura 6.19 ilustra duas vigas hiperestdticas engastadas nas extremidades submetida
a uma carga distribuida q,. Deseja-se comparar a rotag¢ao na metade da viga para os casos com e sem
rotula.

SN

EERRNNEE e NN

El % X E,l X

l L l ‘kL/Z%kL/Z%

a) b)

Figura 6.19: Vigas a) sem rétula; b) com rétula.

sem rétula : considera-se neste caso a viga da Figura 6.19a), tomando-se apenas o trecho 0 < x < L/2.

1. Equagdo do carregamento: q(x) = —qg <  — 0 >°

2. Condigoes de contorno
v(z=0)=0 Vy(z=%)=0

(e =0)=0 M(e=%)=0

3. Integra¢io da equacdo diferencial: EI,4 d$4 = —qp<z-0>'+C;

e 1% integragdo: forca cortante
EL%®y —v, = -
o 20 mtegmg:do: momento fletor
BLELY =M, = -2 <2-0>2+Ciz+ G
o 3% integracao: rotagao
IZZZ:—%O<CC—O>3 Cl 2+C2£C+C3
e 4% integracao: deslocamento tmnsversal
ElLv=-%4<2— 0>4+ Cl 3+ 02 z? + Csz + Cy



6.2.

Modelo de Euler-Bernoulli

6-25

4. Determinacao das constantes de integracao
ELv(0) = —2(0) + <(0) + 2(0) + C3+C1=0— Cy =0
EL2O) — _90(0) 4 CL0 4+ Cy(0) + C3 =0 — C3 =0
Vy(5)=—q(5)+C1=0—-C1 = q%
M.(5)= -5+ %5+ =0~ C =k

5. FEquacgées finais:

e forca cortante: V, = —qo < z — 0 >1 —i—qo% = —qo(z — %)
o momento fletor: M, = —q0§ —+ QO%I — qo%z

e rotagdo: E1,0,(x) = Elzgg = —(JO%B + qOLT””2 — qOLTQm

o deslocamento: Elv = —q074 + (JOLI —q Li62

~ _ L
6. Rotagao em r = 5

dv(z=L 2
BLO\(x) = L™ = —aog(5) + a0 (5)2 ~ 0’5 (5)
Logo,

L3
O1(z) = _4qSOEIZ

Tomando- se o trecho L/2 < x < L, a rotagao serd a mesma, mas com sinal trocado, ou seja

O2(x) = 48EI , de tal forma que a rotagao total em x = L/2 seja nula.

com rétula : considera-se neste caso a viga da Figura 6.19b). A rétula induz a uma descontinuidade
de rotagdo AO em x = L/2. FEsta descontinuidade deve ser incluida na equagdo do carregamento
através de um termo de singularidade com um expoente igual —3. Deve-se multiplicar este termo por
FEI, para ficar compativel com a equagdo da rotag¢do a ser obtida pela terceira integral da equagdo
viga. Observa-se que A0 constitui-se numa incégnita a ser obtida impondo-se a
condicdo de restricao que o momento fletor na rotula € nulo, pois nao hd transmissao de momento
entre os dois trechos separados pela rétula.

diferencial da

1. Equagdo do carregamento: q(z) = —qo <z — 0> +ELLAO < x — % >3

2. Condigoes de contorno

v(r =0)=

v(z =

L)=0

fa=0)=£=1)=0
3. Restrigdo adicional: M,(z=%)=0

4. Integracdo da equagdo diferencial:

e 1° integmgdo: forgca cortante
BLLy =V, = —q<a—-0>' +ELA) <z — L >2 10
e 2% integracdo: momento fletor

d2
EIZd—:Dg —

M,=-L <z-0>24FLA0<z—L>"14+C12+ Oy

o 3% integracao: rotagao

Idv_

Zdx

%0<:c—0>3+EIZA9<:C—%>0+%m2+02:c+03

e 4% integragdo: deslocamento transversal
ELv=-24<z-0>*+ELAO <z —L>1 1853 L C02 4 Oyz 40y

5. Determinagao das constantes de integragao
ELv(0) = —2(0) + <(0) + 2(0) + C3+C1=0— Cy =0
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BL5GP = —%(0) + G(0) + C2(0) + C3 =0 = C3 = 0
BL®L) — _wl® | prAg+ AL 4 L =0
EIzQ](L) — _q0L4 —|—EIzA9% + 6416[13 + 022L2 — 0

24
M5 = -2+ )+ =0

As 3 dltimas equagdes anteriores podem ser reescritas como um sistema de equagdes da sequinte

maneira,

L? gL

% L EI Ch 5

L_3 L_2 EIZ 02 prnt q0L4

6 2 2 24

% 1 0 EI,A0 q08L
A solugdo deste sistema fornece as constantes C1 e Cy, assim como a descontinuidade de
rotacdo AG.

_ gL _ _ql? _ qL®

C1 =" Gy = 8 A = 24FET,

Observa-se que A8 € igual a duas vezes a rotagdo obtida para a viga sem rdtula em x = L/2,
mostrando que a rotacdo € descontinua nesta secdo. A Figura 6.20 ilustra as rotagoes 01 e 0o,
assim como a descontinuidade AB.

Figura 6.20: RotagGes 67 e #2; descontinuidade A#.

Exercicio 6.4 As Figuras 6.21a) e b) ilustram uma passarela de pedestres construida por partes pré-
moldadas unidas através de apoios constituindo uma rétula (Figura 6.21c)). Na Figura 6.21d) mostra a
forma como a passarela estd apoiada na rampa através de uma coluna. Deseja-se comparar o compor-
tamento em termos da cortante, momento fletor, rotacdo e deflexdo para os modelos sem e com rétula
como mostrados na Figura 6.22.

sem rétula : considera-se neste caso a viga da Figura 6.22a),

1. Equagao de carregamento: q(x) = —qo + Rpy <x — L1 > ' +Rey <z — Ly >~
2. Condigoes de contorno
v(x=0)=v(x=L3)=0
M,(x=0)=M,(x=1L3)=0
3. Restri¢des adicionais
v(x=L1)=v(xr=L2) =0
4. Integracdo da equagao diferencial

EIZ% =—qo+Rpy<x—L > +Rey <x— Ly >
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Figura 6.21: Passarela de pedestres: a) e b) vista geral; c¢) detalhe da rétula; d) apoio na rampa.

TR TIEREEE
4 y 4
A — A O (@] —
B_A_ C_A_D X B A _AE X
- 7777 77 T - 777(?}7767' 7777?
L] N ¥
L2 -2
L3 - |3
L4
L5
a) b)

Figura 6.22: Modelos para a passarela: a) sem rétula; b) com rétula.
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o 1% integracdo: forga cortante
Vy(x) = —qox + Rpy < v — Ly >0 +Roy < — Lo >0 10
e 2% qntegragcdo: momento fletor
Mz(.’L‘) = —Qin + RBy <x—1I >1 —|—Rcy <x— Loy >1 +Chx + Cy
o 3% integracao: rotag:ao
EI A@( )——qOG + <zxz-—1 >2+RCy <x— Lo >2 —I—Cl%Q—I—Cgl'—i-Cg
e 4% integracao: deslocamento transversal
EIzQJ( ) q024 + gy <x—1ILq >3 —|—ng <x— Lo >3 +01m6—3 + 02902_2 + Csx + Cy

RBy

5. Determinagao das constantes de integragdo

e cxtremidades da viga (condigées em termos de deslocamentos):
ELv(0) = —o'Q + RBg( ) 4 Bes@ 1 (0 + Cy(0) + C5(0) + Cy = 0
3 2
ELuv(Lg) = —go % + 55 (1, Ll) B (L Lo+ Tl L 0, Bl 1 o (L) +Cy = 0
e crtremidades da viga ( condzgoes em termos de momentos):
M. (0) = —qoQ + Rp,(0) + Roy(0) + C1(0) + Cy = 0
2
M,(L3) = —qo (LS) + Rpy(Ls — L1)' + Roy(Ls — L)t + C1(L3) + C2 =0
e apois intermedidrios da viga (restrigoes adicionais):
_ (L) RBy RCy 7.3 (L1)? (L1)? _
EIZU(Ll) q0~57 (L Ll) (Ll L2) +C4 5 +Cy 5 +C3(L1)+C4 =0
3 2
ELu(Ly) = —q0 %+ RBy (Ly—L1)*+ Rcy (Ly—Lo)*+Cy 2l 4 Oy 2 4 Cy(Lg) +Cy = 0
Tomando q, = 1000N/m, 13 = 2m, ly = 3,0m, I3 = 5,0m e resolvendo o sistema formando
pelas equacdes anteriores, obtém-se as constantes C1 a Cy, assim como as reacdes de apoio
Rpy, e Rcy. A partir daf, tem-se as equagoes finais para a cortante, momento fletor, rotagao
e deflexdo, estando os grdficos ilustrados na Figura 6.23. Os valores das reagées de apoio sdo
Ruy = Rpy = 839,28N e Rpy = Rcy = 1660,71N. O ponto onde ocorre o mdzrimo momento
fletor é x = 0,8392m.

com rotula :

1. Equacgao de carregamento
qz) = —qo+ ELAIg <z —L; >3 +Rey <x— Ly > +Rp, <x— L3y > ! +ELLAOg <
x— Ly >3
2. Condigoes de contorno
vx=0)=v(x=1Ls)=0
M,(x =0)=M,(x=1Ls)=0
3. Restricoes adicionais
v(x = Ly) =v(xr =L3) =0
M,(x =L1)=M,(z =L4) =0
4. Integracdo da equagdo diferencial
EL Ty - q0+EIZAQB <zx—L1>*4+Roy <x—Ly>'4+Rpy <x—L3>'+ELAOg <
T — L4 >
o 1% integracdo: forga cortante
Vy(z) = —qoz+ELAOg < x—L; > 2 +Roy <x—Ly >* +Rp, < x—L3 > +ELLAOE <
T — Ly >72 +01
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Vy[X] Mz[x]
1500
400
1000

500 \ 200
7 5 ’ h
500 T i 2 3 g 5
-200
-1000

-1500 -400
Elthetaz[x] Elv[x]
300 50
200

/‘\ X
100 1 4
X -50
-100 ! 2 v °
-100
-200

-300 -150

Figura 6.23: Passarela sem rétula: graficos da cortante, momento fletor, rotagdo e deflexao.

o 2% integracdo: momento fletor
M, (z) = —qo%2 + ELLAOg < x — Ly > ' +Rey < © — Ly >' +Rp, < @ — L3 >!
+EI. A0 <x— Ly >—1 +Chx + Cy

o 3% integracao: rotacao
EL%(z) = —q0%3 + EILLAOg < v — Ly >° +% < x — Ly >2 +% < x — L3 >2
+EILAOg < x — Ly >0 +01%2 + Cox + C3

e 4% integragdo: deﬂewao
ElLv(x) = q024 + EI, AHB < x— L1 >1 —i—Rcy < x— Ly >3 472y
+EIL,AOg <x— Ly >1 +Cr1% 6 +C2 5 +03I+C4

5. Determinagao das constantes de integragdo

RDy < x — Ly >3

o cxtremidades da viga (condigées em termos de deslocamentos):
glzv(O) = —g0 D+ EI,AGR(0) + ZC.(0) + 22 (0) + ELAOK(0)+ C1 QL + QL + C3(0) +
1 =0
ELv(Ls) = —qo' 5l + ELAOB(Ls— 1)+ 264 (L5 — Ly)3+ 224 (L5 — L3)3 + EL A0k (L5 —
Lyt + ¢y &l 6) C’ (L5) +C3(L5) +Cy =0
o cxtremidades da viga ( condi¢oes em termos de momentos):
M.(0) = —qo% + EI1,A0p(0) + Rcy(0) + Rpy(0) +EILAOE(0) + C1(0) + C2 =0
2
M (Ls) = —qo' 582 + ELLAOR(0)™ + Roy(Ls — La)' + Rpy(Ls — Ls)' + ELAOR(0)~! +
Ci(Ls) +C2 =0
e rdtulas (restrigoes adicionais):
M.(Ly) = —qo'& ’ + ELAO(0) ™! + Rey (L1 — Lo)' + Rpy (L1 — Ls)' + ELLAG(0) ! +
Ci(L1) + Cy = 0
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MZ(L4) = —qp (Lé)z + EIZAQB(O)_I + Rcy(L4 — Lg)l + RDy(L4 — Lg)l + EIZAQE(O)_I +
Ci(Ly)+Cy=0
e apois intermedidrios da viga (restrigoes adicionais):
4 R, R
Efzv([3,2) — _q02<L224> + ELAOp(Ly — L)' + S (Ly — Ly)® + 722(0) + EL,AOR(0) +
o 2l 1 g2l Oy(Ly) + Cy =0
4
ELv(Ls) = _qoi%) +ELAOR(Ly— 1) + 598 (Ly — Lo)3 + B2u (Ly — L3) + ELAOR(0) +
O Bl 1 Bl 4 O5(Ls) + Cy =0
Tomando q, = 1000N/m, l; = 1,6m, ly = 2,0m, I3 = 3,0m, ly = 3,5m, l5 = 5,0m e
resolvendo o sistema formando pelas equagdes anteriores, obtém-se as constantes C1 a Cy, as
reagoes de apoio Rpy e Rcy, assim como as descontinuidades de rotagdo EI,Ap e EI,Ap.
A partir dai, tem-se as equagdes finais para a cortante, momento fletor, rotacdo e deflexdo,
estando os grdficos ilustrados na Figura 6.24. Os valores das reagoes de apoio sao Ray =
Rpy = 750,0N e Rp, = Rcy = 1750,0N, enquanto EI,Ap = EI,Ap = 277,78.

Vy[x] Mz[X]
1500
1000 400
500 200
| X /\ X
500 \\] T 4 5 00 1 2 3 4 5
-1000
-1500 400
Elthetaz([x] Elv[x]
300 50
200 /I\ /\ X
100 1 4
X -50
-100 2 3 4 5
-200 -100
-300 -150

Figura 6.24: Passarela com rétula: graficos da cortante, momento fletor, rotacdo e deflexao.

Comparando-se os grdficos das Figuras 6.23 e 6.24 verifica-se que as reagdes de apoio sdo semelhantes
para os dois modelos. Jd para o momento fletor, tem-se um crescimento dos valores no trecho entre as
rotulas. Deve-se observar, como esperado, a descontinuidade das rota¢ées nos pontos onde estdo as
rotulas. Finalmente, os deslocamentos transversais sao mais pronunciados no modelo considerando as
rotulas.

A partir do grdfico do momento fletor da Figura 6.23, conclui-se que as rdtulas deveriam estar colo-
cadas nos pontos de momento mdximo, ou seja, x = 0,8392m e x = 4,1608m. Refazendo o caso com a
rotula nestas posigoes, tem-se os diagramas ilustrados na Figura 6.25. Observa-se o decrescimento nos
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valores das reagdes nos apoios da viga. No entanto, o momento fletor e a deflexdo crescem sensivelmente

na regiao entre as rotulas e os apoios intermedidrios.

Vy[X] Mz[x]
1500 500
1000 250 |
500 5 5 — X
\ \ -250
X L
1 y K i) 5 -
500 \ N 500
-750
-1000
-1000
-1500
Elthetaz[x] Elvix]
200
1000 — X
1 4
500 -200 |
-400
< i
1 2 3 4 5 “600 |
-500 -800 |
1000 -1000
-1200

Figura 6.25: Passarela com rétula nos pontos de maximo momento: gréaficos da cortante, momento fletor,

rotacao e deflexao.
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6.3 Modelo de Timoshenko

O modelo de Euler-Bernoulli ndo considera o cisalhamento nas segoes transversais durante a flexdo da
viga. Para vigas curtas, o efeito de cisalhamento é importante e emprega-se a viga de Timoshenko, cuja
formulacao serd deduzida a seguir.

6.3.1 Definicao da Cinematica

De forma andloga ao mdédulo de Euller-Bernoulli, as agoes de movimento possiveis na viga de Timoshenko
devem ser tais que as segoOes transversais permanecam planas. No entanto, as se¢oes tém uma deformagao
angular e nao permanecem ortogonais ao eixo da viga. Estas hipdteses estao ilustradas na Figura 6.26
para a mesma viga da Figura 6.6.

y 5 y
B” "
A L) R ——
p . K B ase B yﬁiv(x)
7 RS R
0
A X - V()
0 A
/ x N x
Z
A
(a) Agao de movimento. (b) Segdo AB em detalhes.

Figura 6.26: Cinematica da viga de Timoshenko.

De forma anéloga ao modelo de Euler, a se¢ao transversal AB sofre um deslocamento transversal rigido
v(x) e uma rotagdo rigida a(x) em torno do eixo z, atingindo a posigao intermedidria A’B’ mostrada na
Figura 6.26(a). Mas como a viga de Timoshenko considera o cisalhamento, tem-se uma deformagao 3(x),
assumida constante na secao, fazendo com que a secado AB atinja a posicao final A”B”.

Na verdade a distor¢do B(x) nao é constante na segao, ocorrendo um empenamento como ilustrado
na Figura 6.27 para uma viga de secao retangular. Neste caso, a distor¢do méxima ocorre na linha
neutra, sendo nula nas partes superior e inferior da se¢do. Na Figura 6.28(a), isola-se a extremidade
da viga e toma-se um elemento infinitesimal, o qual apds a distorcdo apresenta a forma ilustrada na
Figura 6.28(a). Como a distorgao varia na segdo, os elementos da viga, como aqueles ilustrados na Figura
6.28(a), serao deformados de maneira distinta. Remontando estes elemetos resulta numa segdo que nao
¢ mais perpendicular a linha neutra, caracterizando o empenamento da secao como ilustrado na Figura
6.28(b)

O moédulo de Timoshenko aqui desenvolvido considera que as se¢bes permanecem ainda planas. Assim,
assume-se que toda a se¢ao transversal x sofre uma distorgao constante G(x). Posteriormente, incluem-se
um fator de cisalhamento, de tal forma a corrigir a distor¢do no centrdide da secao.

Assim, a cinemdtica deste modelo é analoga ao anterior, bastando incluir o efeito da distorgao ((x)
no centréide da se¢do no célculo do deslocamentoaxial u(x). Logo, a partir da Figura 6.26(b), verifica-se
que

—u

Siné’z = W
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nenhuma
distorc¢do

maxima
distorcdo

Figura 6.27: Empenamento de secao na viga de Timoshenko.

Observa-se que PB” = PB' = ois a secao nao apresenta variacao de seu tamanho, ocorrendo
3 3 )
apenas distorcao. Logo

u(zr) = —ysinb,(z).

Considerando pequenas deformagoes, 6,(x) é pequeno e sin6,(z) ~ 6,(z). Desta maneira, chega-se a
expressao para o deslocamento axial u(z), isto é,

u(z) = —yb(z) = —yla(z) + B(z)]; (6.46)

dv(z)

dx

sendo 0,(x) a rotacdo total da secdo, a(x) = a rotacao devido a flexdo da viga e a distorcao da

secao devido ao cisalhamento [3(z).
Logo, a cinematica da viga de Timoshenko é descrita por um campo vetorial u(xz) com as seguintes
componentes

ui(x) —y0.(x)
u(z) =4 wus(z) p = v(x) . (6.47)
us(z) 0

Assim, o conjunto das agOes cinematicamente possiveis V é descrito por

V ={{u] u1 = u(z) = —yb,(z), uz(x) =v(z), ug(z) =0}}. (6.48)

6.3.2 Deformacao

Ao contrario dos problemas anteriormente estudados, nos quais se tinham apenas componentes de de-
formacao longitudinal ou transversal, no modelo de viga de Timoshenko tem-se ambas componentes
longitudinal e,,(x) e angular vz, ().

. Au
Para determinar e,,(x), basta considerar novamente a Figura 6.6 e a variagao especifica s do
x

deslocamento axial u(x) da viga entre as se¢bes AB e C'D. Logo, de forma andloga a equacao (6.7), a
deformacao especifica ., (x) é obtida a partir de

. + Ax) —
gm(x):Alggo u(x Ax:z U(CC)
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(a) Elemento infinitesimal. (b) Empenamento na extremidade final.

Figura 6.28: Anélise do empenamento na extremidade da viga.

Substituindo (6.46) vem que

o Y (z+ Ax) — (—ybu(z))
Emc(CC) o Alégo Azx Az—0 Azx

Empregando a defini¢do de derivada, chega-se a expressao final para e,,(z), ou seja,

dh,(x)

- (6.49)

Exx (CC) =Y

Para determinar a distor¢ao ou deformacao angular na secao x, considere o elemento infinitesimal de

viga ilustrado na Figura 6.28(b) apresentado antes e depois da distor¢ao na Figura 6.29. Da Figura 6.29,
observa-se que

tan 61 = i—z,
Av
tan /82 = A—x

Fazendo Ax — 0 e Ay — 0, tem-se 31 e B2 pequenos e portanto tan 81 ~ (1 e tan Oy =~ (2. Logo, a
partir das expressoes anteriores

Ale) = Jim = (6.50)
fi(z) = lim Lo _ dilz) (6.51)
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Ax

Ax

AU

(a) Antes da distorgao. (b) Apés a distor¢ao.
Figura 6.29: Elemento de viga distorcido no plano zxy.

A distorgao total na secao = é dada pela soma de (1 (z) e f2(x). Esta distorcao é denotada por vz (z),
indicando a deformagao do plano = (ou segdo x) na diregao do eixo y. Logo

du(z)  dv(z)

- ol G2 A 7 52
Substituindo a cinemédtica dada em (6.47) vem que
dv(z)

Neste caso, o operador de deformacao D é indicado em forma matricial como

D: V->W
Z 0.(2) s (@) | (659
u(z) — Du(z) = d«’f d {_Z;x }: dxvx :{Emi } :
5 o (z) gz(w)_’_dd_i) %cy( )

6.3.3 Movimentos Rigidos

No caso de movimentos rigidos, as componentes de deformacao sao nulas. Portanto

59090(55) = _ydaéa(jv) =0,
Yey(x) = —0,(x)+ dv_(a:) =0.

dz

Da primeira equagao, tem-se que 0,(z) = 6, é constante para toda secdo z. Logo, um movimento
rigido corresponde a uma rotagao constante em torno do eixo z conforme ilustrado na Figura 6.6. Logo,
o subconjunto das acoes rigidas é dado por

N (D) ={u(z) e V| b.(z) =6, = cte}. (6.55)
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6.3.4 Poténcia Interna

Associadas as componentes de deformacdo especifica €,,(z) e angular v,y (z), tem-se as componentes
de tensao normal o,,(x) e de cisalhamento 7,,(x), as quais representam o estado das forgas internas,
respectivamente, nas direcoes x e y em cada ponto com coordenada x do modelo unidimensional de viga.
De forma andloga ao modelo de Euler-Bernouilli, a expressdo da poténcia interna é dada por

Pi= = [ [osa(@2su(w) + 7y @)y )] V. (6.56)

Substituindo as componentes de deformagcao e decompondo a integral de volume ao longo da drea A
da secao e do comprimento L da viga vem que

r=- ! /. —aw(w)ydA] T e~ /oL

Os termos entre colchetes representam, respectivamente, o momento fletor M, (z) na diregdo do eixo
z e a cortante V() na diregao de y, ou seja,

[ ~rte)ia] (0.0 - 42 g (6.57)

M,(z) = —/Aam(a?)ydA, (6.58)

Vy(z) = — /A Tay(2)dA. (6.59)

Desta maneira, a poténcia interna é expressa como

/M d0 /V

Integrando por partes as duas primeiras integrais na expressao anterior, tem-se que

/ v, (z (6.60)

P = /OL d]\fl;(x) 9z(w)dx—Mz($)9z($)|oL_/oL %ﬁv)v(x)dzm— V;J(x)v(:v)\oL—/OL Vy(x)0,(x)dz.(6.61)

Remanejando as expressoes anteriores, obtém-se

P, = /OL[CU\{;I(HT)_V( ] dx—l—/ { ]U(l‘)dl‘
+[=M.(L)0-(L) + M:(0)6(0)] + L)U(L) — V3 (0)v(0)] . (6.62)

Supondo que as forcas e os comprimentos estejam expressos, respectivamente, em Newtons (N) e
metro (m), os dois termos entre colchetes nas integrais da expressao anterior tem as seguintes unidades

EURE

Assim, o primeiro termo representa uma densidade de momento fletor M, (x), na diregdo z, ou seja,
tem-se um momento fletor M, (x) distribuido por unidade de comprimento da viga. Por sua vez, o segundo
termo representa uma densidade de forga transversal, ou seja, uma distribuigao de forca cortante V(z)
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na direcao de y por unidade de comprimento da viga. Estes sdo os esforgos internos presentes ao longo
do comprimento da viga. Além disso, tem-se os momentos fletores (M, (L) e M,(0)) e forcas cortantes
(Vy(L) e V,y(0)) concentradas nas extremidades da viga. Estes esforcos internos estao ilustrados na Figura
6.30(a).

Portanto, o espaco W dos esforgos internos é constituido por fungoes V,(z) e M,(z) representando,
respectivamente, a forca cortante e o momento fletor nas se¢oes transversais da viga.

Vy(0) dMz(x)—Vy(x) vy(L)

dx

(a) Esforgos internos.

q(x)

7 ‘VL
/ " ‘ M) Mc

(b) Esforcos externos.

Figura 6.30: Esforcos internos e externos no modelo de Timoshenko.

6.3.5 Aplicacao do PPV

O PPV estabelece que se a viga estd em equilibrio na sua configuragdo deformada, entdo a soma das
poténcias externa P, e interna P; para qualquer acdo virtual @(x) € V é nula. Logo

P.+ P, =0. (6.63)
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Substituindo a expressao (6.62) para a poténcia interna na equagao anterior e sendo f o conjunto de
esforcos externos compativeis com a cinematica definida para o modelo de viga de Timoshenko, pode-se
denotar o PPV como

(f,ﬁ>+/0L {dl\fl :(2) —V,(x )]é( )dac+/0L [—d‘%x)}@(m)dm
+[—MZ( )0.(L) + M.(0)6,(0 } V,(L)(L) — V,(0)5(0)] . (6.64)

6.3.6 Caracterizacao dos Esforcos Externos

Para determinar a expressao da poténcia externa P,, a qual permite caracterizar os esforcos externos
compativeis com o modelo de viga de Timoshenko, basta analisar a equacdo (6.64) estabelecendo o
PPV. Para cada termo correspondente a um esforgo interno em (6.62), deve existir um esforgo externo
correspondente.

M (z) +

x
Vy(z), deve existir uma densidade de momento fletor dirtribuido m(x), de tal forma que a respectiva con-

p [dMa(x )+V( )}H(m)d:c

dx
< A . N dVy(z)] .
para a rotagao virtual 6, (z). Analogamente, para equilibar a parcela da poténcia interna fo — T 0(x)dx
x

d
Logo, para equilibrar a parcela da poténcia interna relativa ao momento fletor distribuido

tribuicao de poténcia externa fOL m.(2)0,(x)dz equilibre o termo da poténcia interna Ik

deve existir uma carga distribuida transversal ¢(z), de tal forma que a poténcia externa fOL q(x)v(x)dx
equilibre o termo interno. Finalmente, momentos puros (My e M) e forcas transversais externas (Vp
e V1) devem estar presentes nas extremidades x = 0 e x = L, de tal forma a equilibrar os momentos
fletores e forgas cortantes nos extremos da viga. Os esforgos externos compativeis com a cinematica da
viga de Timoshenko estdo ilustrados na Figura 6.30(b).

A partir dai, a poténcia externa é escrita P, como

P, = / m ()0, (z)dz + / z)dx + M1, (L) + My, (0) + VLo(L) + Vod(0), (6.65)

sendo 0, (z) e 9(z), respectivamente, a rotacdo em z e o deslocamento transversal em y relativos & acdo
virtual a(z) € V.
Substituindo (??) no enunciado do PPV (6.64) e reagrupando os termos vem que

dVy ()
dzx

[P v, 0) )] e+ i - 4 )] @)

dx
+ [~ M(L) + M) 0.(L) + [M(0) + Mo) 6.(0)
+ [Vy(L) + VL] (L) + [Vy(0) 4 Vo] 5(0) = 0.

Para que a expressao anterior seja vélida para toda agao virtual arbitrdria G(z) € V, todos os termos
entre colchetes devem ser nulos, resultando na forma local ou no PVC da viga de Timoshenko, ou seja,

dM,(x)

(6.66)

¥ —Vy(z)+m,(z) =0 z€(0,L)
v (z)
gw q(r) =0 z € (0,L)
V,(0) =V, z=0 (6.67)
V,(L) = -V, z=1L
M. (0) = — M, z=0
M,(L) = My, z=1L
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Logo, na viga de Timoshenko tem-se duas equagoes diferenciais, as quais estao acopladas através da
forca cortante Vj(x). Pode-se obter uma tnica equacao diferencial de equilibrio. Para isto basta derivar
a primeira equagao e substituir o resultado na segunda, ou seja,

d*M,(z) dm,(x)

2 () - (6.68)

Supondo que o momento distribuido m, é nulo, obtém-se a mesma equacao diferencial de equilibrio
em termos do momento fletor do modelo de Euller-Bernoulli, isto é,

—d2]c\lizz2(x) = q(x). (6.69)

Além disso, recupera-se a definicdo da forca cortante dada em (6.17) a partir da primeira equagao, ou
dM,
seja, Vy(x) = (= )

A partir de (6.67), define-se o operador diferencial de equilibrio D* entre os esforgos internos e

externos, o qual pode ser denotado como

D : WV
Mz(x) — * MZ(CC)
{ V, () } D{ V, (@) }

d M, ()
< 1 VY (2)
d(f d dvdfx S (6.70)
{Mzu) }H . i {Mz@c) }: ()
i T G
—1,—0 0 z(»’U)|
I U (ff)\

Observa-se que os termos m,(x), q(x), Vo, Vi, My e My relativos aos esforcos externos definem o
espaco vetorial V'. A Figura 6.31 apresenta de forma esquemadtica a formulacao da viga de Timoshenko.

6.3.7 Aplicagcao da Equagao Constitutiva

A Lei de Hooke para um material eldstico linear isotrépico estabelece que a tensdo normal o, (z) estd
relacionada a deformagao especifica e, (z) através do médulo de elasticidade longitudinal E(x). Da
mesma forma, a tensao de cisalhamento 7., () na secdo x relaciona-se com a deformacao angular ., ()
através do médulo de elasticidade transversal G(z) da segdo. Logo

0za(x) = E(z)egz(x), (6.71)
Tay(2) = G(@)Vay(@). (6.72)

Substituindo as expressoes das componentes de deformacdo (6.49) e (6.53) nas relagdes anteriores,
tem-se que

ozz(x) = E(x)y (6.73)

rfe) = Go) [ —0.0)]. (6.74)
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W
ut(x)=—y0z(x)
u2(x)=v(x)

N(©)
O:=cte

+Mo92(0)+MLO2(0) +Vorv(0)+Virv(L)
»

L
P":*f Mz(x)dOz(x)dx +
© dx A
L
+JC\/)/(><)[dé/(><)—®z(><)]d><

ex(x)=—yd0:(x)
dx

Yay(x)=—yOz+dv(x
dy

Figura 6.31: Formulacao variacional da viga de Timoshenko.

Por sua vez, substituindo (6.73) na expressao (6.58) do momento fletor, tem-se que

do. () b, (x)

M.(2) = B(z) = 2 /A YdA = B(@)L () 52

(6.75)

sendo I,(z) = [, y?*dA o momento de inércia da segdo transversal em relagdo ao eixo z do sistema de
referéncia. A partir da equagdo anterior, obtém-se a seguinte relacdo para a derivada de 0, (z)
do,(x) M, (z)

dr  E(x)L(z)’ (6.76)

a qual substituida em (6.75) fornece a relacao (6.28) da tensdo normal o,,(z) em fungdo do momento
fletor M, (z) na secdo x, ou seja,
M (z) Y

L(z)

Logo, a tensao normal de flexao o, (z) varia linearmente na segao tranversal de uma viga para os modelos

de viga de Bernouilli e Timoshenko, como ilustrado na Figura 6.11.
Analogamente, substituindo (6.74) na expressao (6.59) da forca cortante

W@ = - [ 6@ |2 —0.(0)] a1 - 6@) [ —0.w)] [ aa=- [T —o.0)] cw)aw)

(6.77)

O'mc(m) = -

d
sendo A(x) a drea da segao transversal x. A partir de (6.46), observa-se que — { il(m) - Hz(x)] = f[(z) e
T

substituindo na expressao anterior vem que
Vy(z) = G(x)A(z)5(z). (6.78)
A partir desta relacio, tem-se que

B dv(z) B Vi, (z)
@ =[5 0] = iy
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a qual substituida em (6.74) fornece a expressao para a tensao de cisalhamento 7,,(z) em fungao da forca
cortante Vy(x) na segao, ou seja,
Vy(z)
Tay(T) = — jf(x) .

(6.80)

Logo, no modelo de Timoshenko a tensao de cisalhamento 7., () é constante em cada secdo e repre-
senta uma tensao média, pois dividiu-se a forga cortante Vj (x) pela area A(z). Este comportamento esta
ilustrado na Figura 6.32 e estd de acordo com a hipétese de que a distorgao [(x) é constante na segao
transversal. O sinal negativo indica que a forga cortante positiva estd orientada para baixo, contréaria ao
eixo y, conforme ilustrado na Figura 6.8(c). Além disso, a tensdo de cisalhamento tem a mesma diregao
da forga cortante.

Txy:\/y
A

(a) Vy(z) > 0. (b) Vy(x) > 0.

(c) Vy(z) < 0. (d) Vy(z) <.

Figura 6.32: Comportamento constante da tensao de cisalhamento na viga de Timoshenko.

Todos os problemas estudados até este ponto sdo tratados como modelos unidimensionais. Assim,
por exemplo, todos os esforgos internos e externos ilustrados na Figura 6.30 estao presentes ao longo do
eixo = da viga, o qual passa pelo centréide da secdo. Portanto, nas extremidades inferior e superior da
segao transversal nao ha forgas transversais externas presentes, implicando que a forca cortante V() é
nula nessas extremidades. Consequentemente, a tensao de cisalhamento 7., (z) também é zero.

Desta maneira, a distribui¢ao constante de tensao de cisalhamento dada no modelo de Timoshenko (ver
equacao (6.80)) nao é exata. Para isso, introduz-se um fator adimensional de corre¢ao ou de cisalhamento
K.. De acordo com a definicdo mais comumente aceita, K. é dado pela razao entre a deformacao de
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cisalhamento média % dividida pela deformacao real v,y (). Portanto [?, 7, Timoshenko]
Vy(x) 1
K.=—"Y : (6.81
T AW 70y ) )

Logo, empregando esta relacao em (6.78) e (6.79), tem-se que a forga cortante e a tensao de cisalha-
mento passam a ser dadas, respectivamente, por

Vy(@) = K.G(z)A(z)B(z), (6.82)
Toy(z) = — I?f(l?a)?) (6.83)

Existem vdrias maneiras de se calcular K., podendo-se consultar as referéncias [?, 7, ?|. Este fator
serd calculado para secoes retangulares e circulares na préxima secao.

Pode-se agora substituir as expressoes (6.75) e (6.82) para o momento fletor e a for¢a cortante nas
equagoes diferenciais indicadas em (6.67), obtendo as seguintes equagoes em termos da rotacdo 0,(z) e
do deslocamento transversal v(z)

% <E(m)Iz(m)d9;ix)> 4 K. A(2)G(z) (dzg”) - 92(37)> +ma(z) = 0, (6.84)
< {KCG(a?)A(q;) <d2(f) _ 6’2(:6))} p— (6.85)

As expressoes anteriores constituem um sistema de equactes diferenciais e estdo acopladas pois o

termo K .G(z)A(x) (dil(;)

m,(x) seja nulo e os parametros relativos as propriedades do material e da secao transversal sdo constantes
(E(z) = E, L(x) = I, A(z) = A, G(z) = G), tem-se que

-0, (x)) aparece em ambas equagoes. Supondo que o momento distribuido

2 xr V(T
Elzd 3;2 ) + K. AG <dd—(m) - Hz(:c)> =0, (6.86)
d?v(z do.(z
K.GA ( dat(2 ) _ da(t )> —q(z)=0. (6.87)

O sistema de equagbes diferenciais anterior pode ser reescrito como duas equagoes independentes,
respectivamente, nas variaveis v(z) e 0,(x). Para isso, deriva-se (6.86)

EL 30, (z) L KAG (dQU(:L') B dGZ(x)> 00 KAG (dQU(x) B d@z(x)> L 430, (z)

dx3 dx? dx dx? dx dad

e substitui-se em (6.87), obtendo-se

d®0,(x)
EI, e +q(z) =0. (6.88)
O efeito deste procedimento é retirar o segundo termo da equagao (6.86), o qual se refere ao cisalha-
d
mento na viga. Observa-se que se o cisalhamento for nulo, ou seja, f(x) = 0, tem-se 0,(z) = a(x) = lc)l(x) ,
x

a qual substituida na expressdo anterior resulta na equacdo diferencial de quarta ordem em termos de
v(x) dada para o modelo de flexdo pura em (6.32).
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A equagao em termos de v(z) é obtida diferenciando (6.87) duas vezes

d*v( d30
K.GA 0,
( dx* dx? )
3
e introduzindo d 3 g 2) _ = (a:) obtido a partir de (6.88), vem que
x
d*v(z) K.GA d%q(x)
K.GA — = 0.
aat T e 10T T
o ~ . EIL, : -
Multiplicando a equagao anterior pelo fator KA’ determina-se a equacao final
d*v(z) EI, d?q(x)
EI, — =0. .
dx* K,GA dx? +alz) =0 (6-89)

Exemplo 6.4 Considere a viga bi-apoiada com carregamento distribuido constante ilustrada na Figu-
ra 6.33(a). Determinar as equagdes da rotacio 8,(x) e do deslocamento transversal v(x) através da
integragdo das equagoes diferenciais (6.88) e (6.89).

YA
q Y x=L/2

~ O:(x=L/2)=0
(a) Sistema de coordenadas xy. (b) Viga deformada.

Figura 6.33: Viga com carregemento distribuido do Exemplo 1.

Inicialmente, determina-se a rotagdo 0,(x) integrando-se a equagao diferencial (6.88). Para isso,
aplica-se 0 mesmo procedimento de solucdo da Secdo 6.2.5.

1. Equagdo de carregamento: q(x) = —q.

2. Condigoes de contorno

Como a viga estd bi-apoiada, os deslocamentos nas extremidades sdo nulos, ou seja,
vz =0)=v(x=L)=0. (6.90)

Além disso, como ndo hd momentos puros nas extremidades, o momento fletor deve ser nulo nestas
se¢oes. Logo,

M,(z =0) = M,(z = L) = 0. (6.91)
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3. Equagdo diferencial
d®0,(x)
EIT, ek’ (6.92)
4. Condicao auxiliar
A equagdo diferencial (6.92) é de terceira ordem em termos da rotagao 0,(x). As condigdes de con-
torno (6.90) em termos de deslocamento nao sao uteis neste caso. Apenas as condigées (6.91) sao
de
empregadas pois sequndo (6.75) M,(z) = EI, =(2) . Sendo (6.92) de terceira ordem, necessitam-se
7
de trés equagoes para determinar as constantes de integracdao provenientes do processo de integragao.
Como a viga estd bi-apoiada e o carregemento distribuido € constante ao longo de seu comprimento,
tem-se que a rota¢ao na metade da viga € nula, conforme ilustrado na Figura 6.8(b). Isto fornece
a condi¢cao auziliar
0,(x=1L/2) =0, (6.93)
a qual serd empregada a sequir.
5. Integracdo da equacdo diferencial

d*6
e Primeira integracio: EI, dz gx) =qx+ C
T
de 2
e Segunda integracdo: M,(x) = EI, S(x) = q% + Crx + Co
x
3 2

e Terceira Integragao: EI,0,(x) = q% + Cl% + Cox + Cy

6. Determinacao das constantes de integragao

Aplicando-se as condigées de contorno (6.91) e auziliar (6.93), obtém-se as constantes C1, Co e
Cs. Portanto

(0)?
Mz(a? = 0):q—+01(0)—|—C2:0—>C2:0,

2
L)? L
Mz(x = L)Zq%—l—C’l(L)+C’2:0—>C’1:—%,
L\3 L\?2
L 1 (5) (5) L 5qL3
0o = 3) =g |+ a2+ ) (5) + 65| 0 - o= 2

7. Equagoes finais

Substituindo as constantes C1, Co e C3 nas expressées do momento fletor e de rotagao, tem-se as
sequintes expressoes finais

M) = g% —gbe=Tw- Dy
3 2 3
q |=x T 5qL
0,(x) — N
(@) EL l6 4 48 ]
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Agora, determina-se o deslocamento transversal v(x) através da equagdo (6.89). Aplica-se o mesmo
procedimento anterior.

1. Equagdo de carregamento: q(x) = —q.

2. Condigoes de contorno

As condigoes de contorno sio as mesmas indicadas em (6.90) e (6.44). No entanto, a partir de
(6.75) e (6.91) vem que

M.z — 0)= EL d92(§x: 0 _ 0 — W =0, (6.94)
0. (z = L 0. (z = L
M.z = L)=EL (zm ) o (Zx )y (6.95)

De (6.87), tem-se a sequinte relagdo

Po(z) 1 dh,(x)
dz?  K,GA (_q(wH dz )

Tomando a expressao anterior para * =0 e x = L e empregando (6.94) e (6.95) vem que

dv(z = 0) q

di2 ~  KGA (6.96)
dv(x=1L) q
—aZ ~ TKGA (6.97)

Portanto, as expressoes dadas em (6.90), (6.96) e (6.97) constituem as 4 condigbes de contorno
em termos de v(x) necessdrias para a solugdo do problema.

3. Equagdo diferencial
Como o carregamento é constante na viga, tem-se que

d?q(x)

e 0.

Logo, a equagao diferencial (6.89) simplifica-se para

d*v(z)

EI
* dxt

— () = - (6.98)

4. Integragdo da equacdo diferencial

d3
e Primeira integracao: EI, dv(f ) = —qx+ D
. N d?0.(z) x?
e Sequnda integracdo: EI, = 1y + D1z + Dy
) m3 2
o Terceira Integracao: EI d = — F + Dl? + Dox + D3
T

4 3 2

e Quarta integracio: Elv(z) = —q§—4 + Dlg + Dg— + D3x + Dy
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5. Determinagao das constantes de integragao

Aplicando as condigées de contorno dadas em (6.90), (6.96) e (6.97), determinam-se as constantes
Dl, Dg, D3 € D4.

d?v(z = 0) (0)2 q q
ElL.—gm— = —05 T+ D=7z = D= 275
d*v(z = L) (L)? q q qL
gréoe=4 _ L7 5o _ p _
S Tt e T ac P T
(0)* (0)?
EIz’U({L‘ = 0):—QW+D1(O)+DQT+D3(O)+D1:0—>D4:0,

B ¢ 2 S L g L _ _
ElLv(x = L)= 5t 2(6)+KCAG2 +Ds(L)+0=0— D3 =0.

6. Equacgao final

Substituindo D1a D4 na equagdo de deslocamento v(x), tem-se que

(@) q x? n La3 + z? + L3 L

v(z) = —_—t —+— ————— |z
El, 24 12 2K .AG 24 2K AG ’

Simplificando a expressdo anterior vem que

4 3 3
q [« Lx L°x q 9
v(@) (24 12 " ) Y SELK.AG T (m m) (6.99)

Exemplo 6.5 Resolver o exemplo anterior utilizando o sistema de coordenadas xy! ilustrado na Figura
6.34(a) para a especifica¢ao das condi¢oes de contorno.

Basicamente, transladou-se o eizo y da extremidade para a metade da viga. Para determinar a
rotagdo 0,(x), emprega-se o mesmo procedimento anterior. Neste caso, as condi¢ées de contorno (6.91),
em termos do momento fletor M,(x), sdo expressas da sequinte maneira no sistema de referéncia xy!

Mz(x:_%):E[zwzo_)wzoj

dx_ d_x (6.100)
Mz(x—%) —EIzdaZ(;—x_%):OHW:O

A Figura 6.34(b) ilustra a rotagdo 0,(z) para a viga considerada. Observa-se que 0,(x) é uma fungdo
antisimétrica em relagcdo ao eixo yl. Isto implica que

0.(x) =—0,(—x) (6.101)

Utilizando esta relagdo na expessio para a rotagio 0,(x) obtida no exemplo anterior, ou seja

z3 z2
EIL.0.(x) = —QE + 017 + Cox + (3,
vem que
1 x3 x? 1 x3 x?
0 = —q—+C1— +C3| = -0 = — — +C1—+C3].
2() EL q6+ 12-1-3 2 () EL q6+ 12-1-3
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y. y
q
—0:(—x)
[TTOT] i e - x
| | ——x M X e v(=x) v(x) v
L/2 L/2 ‘
(a) Sistema de coordenadas xy’. (b) Rotagao. (c) Viga deformada.
Figura 6.34: Viga com carregamento distribuido do Exemplo 2.
Logo
C1$2 + 2C3 =0.

Como C4 e Cs sdo constantes, a unica condi¢ao para que expressao anterior seja vdlida para qualquer
z € que C1 = Cs = 0.
Tomando agora a expresséo do momento fletor

dl,(x z?
MZ(CC) = EIZ Czla(T ) = —q? + C’lm + CQ,
lembrando que C1 =0 e aplicando a sequnda condi¢ao de contorno dada em (6.100) vem que
L L\2 L2
M (z = 5) = —q—( 22) +Cy — Cy = q?

Substituindo as constantes Cq, Co e C3 nas expressoes do momento fletor e da rotagdo, tem-se as
sequintes expressoes finais

M,(z) = —g <x2 - L;) , (6.102)
1173 2:13
0.(z) = 2512 <? + %) (6.103)

No que se refere ao deslocamento transversal v(zx), procede-se de forma andloga ao exemplo anterior
e integra-se a equg¢do diferencial (6.98), obtendo-se

4 3 2

X X X

A partir da Figura 6.34(a), observa-se que o deslocamento v(z) € simétrico em relagao ao eizo y, ou
seja,

v(x) = v(—x). (6.105)

Substituindo (6.104) em (6.105), obtém-se, de forma andloga ao caso da rotagao, que D1 = D3 = 0.
Para determinar Do, emprega-se a condigdo (6.96) na expressao

d*v(z) 2

x
EIZ dz2 :—Q7+D1$+D2.



6.3. Modelo de Timoshenko 6-48

Lembrando que D1 =0 e de (6.96) vem que

d*v(z = —L/2) (L/2)?
EL.——0n =y D= e o

q qL? q
Dy = .
2= 351 T K.AG

Da condigao de contorno v(x = L/2) =0, obtém-se Dy, isto é,

qL? qL*

Dy = .
4= SK.AG T 384EL

Substituindo as constantes D1 e Dy na expressiao de v(x) vem que

4 2 4 2 2
qL x x qL x
= 1-24(— 16 | — 1—4(= . 6.106
v(*) = 354ET l <L> * <L> *SEL l <L> ] (6.106)
O primeiro termo da expressao anterior representa a flexdo da viga, enquanto o efeito do cisalhamen-
to estd dado pelo seqgundo termo. Como a constante que multiplica o primeiro termo € proporcional a

L* e o sequndo a L?, verifica-se que quanto maior o comprimento da wviga, menor o efeito do cisalha-
mento. Assim , quanto menor o comprimento da viga, mais importante o efeito do cisalhamento, como

mencionado anteriormente. O

6.3.8 Distribuicao da Tensao de Cisalhamento

Conforme ilustrado na Figura 6.32, as hipdteses cinematicas assumidas para a viga de Timoshenko
induzem uma distribuicao constante da tensao de cisalhamento nas segbes transversais da viga. No
entanto, esta distribuicdo constante nao esta de acordo com o empenamento observado nas segoes, como
ilustrado na Figura 6.27.

Procurando minimizar este problema, introduziu-se o fator de cisalhamento K. (ver equagao (6.81)).
No entanto, o cdlculo do K. como aqui definido depende da deformagao de cisalhamento real na secao,
a qual por sua vez depende do empenamento. A solucdo exata deste problema estd descrita em [?,
Timoshenko|. Nesta se¢do, pretende-se assumir uma certa forma de variacao da tensdo de cisalhamento
na secao, de tal maneira a se ter uma distribuicao de tensdo mais proxima do real, quando comparada
com a tensao constante dada pelo modelo de Timoshenko. Consideram-se a seguir os casos de segoes
transversais retangular, circular e perfis I.

Secao retangular

A Figura 6.35(a) ilustra a distribuigao constante da tensao de cisalhamento numa de segao retangular de
base b e altura a. Como a distribuicao constante nao é exata, assume-se que a tensao de cisalhamento
varia de forma linear com a coordenada ¥, ou seja,

Tay(y) = 1y + ca. (6.107)

Os coeficientes ¢; e co sao determinados sabendo-se que a tensdo de cisalhamento é nula nas extre-
midades da secao. Logo

a

Toy(y = —a/2) = —a1 <§> +c2=0

a

Tay(y = a/2) = c1 <§> b =0 (6.108)

Resolvendo-se o sistema de equagGes anterior, obtém-se ¢; = ca = 0 e portanto 7,,(y) = 0, o que é
impossivel, pois a tensao de cisalhamento nao é necessariamente nula na secao.
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Assume-se, entdo, uma variagdo quadratica, isto é,
Toy(y) = —c19® + coy + cs. (6.109)

Toma-se o coeficiente c¢; negativo, pois a pardabola tem uma concavidade para baixo como ilustrado
na Figura 6.35(b). Para determinar as costantes c1, c2 e c3, necessitam-se 3 condigbes. As duas primeiras
sao as mesmas anteriores, ou seja, a tensao de cisalhamento é nula nas extremidades da secao. Portanto,

Tay(y = —a/2) = —a1 @22 s <%> T =t . (6.110)

Toy(y = a/2) = —a1 (g) +oo (%) fes=0

Somando as duas expressoes anteriores vem que

2
—2¢, (%) 423 =0,

a partir da qual se tira uma relagao entre c; e c3

03 = c1 (%)2 (6.111)

A terceira condigdo necessdria para determinar os coeficientes é obtida da simetria da secdo em
relagdo ao eixo z do sistema de referéncia. Como a tensao é nula nas duas extremidades e varia como
uma parabola, tem-se um ponto de maximo ou minimo no centro da segdo, neste caso em y = 0. Esta
condicao implica que a derivada primeira de 7,,(y), ou seja,

dry
—T y(y) = —201y + Co
dy
é nula para y = 0. Logo
A7y (0
—Tdyy( ) = —201(0) + Cy = 0— Cy = 0. (6]‘]‘2)

Substituindo (6.111) e (6.112) em (6.109) tem-se que

Tey(y) = 1 l(g)Q — y2] : (6.113)

A constante ¢; é indeterminada, pois o valor da tensao de cisalhamento méxima é ainda desconhecida.
Para resolver esta indeterminagao, sabe-se que a forga cortante V() é obtida através da solugao do PVC
(6.67). Assim em (6.59), V,(z) é conhecida e substituindo em (6.113) tem-se que

Vy(x) = —/Arw(y)dA: —01/A [(%)2 —921 dA
= —q [(g)Q/AdA_/Aysz].

A primeira integral da expressao anterior representa a area A(x) da secdo z, enquanto a segunda é o
momento de inércia I,(x) em relagdo ao eixo z do sistema de referéncia. Portanto, ¢; é dada por

o= — Vy(2) . (6.114)
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Substituindo (6.114) em (6.113), obtém-se a tensdo de cisalhamento 7,,(x,y) na secdo x variando de
forma quadrética com a coordenada y, ou seja,

rate) =z [(8Y" ] o

" Tw(y)=—C1y? +C2y+C3

SEEE N
| - |

N

™
7x

(a) distribuigdo constante. (b) distribui¢do parabdlica.

Figura 6.35: Distribuicao da tensao de cisalhamento na segao retangular.
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Figura 6.36: Tensao parabdlica na se¢do retangular.

A Figura 6.36 ilustra a variacao parabdlica da tensdo de cisalhamento na segao. Nas extremidades
a tensao é nula e no centro assume um valor maximo. Observa-se ainda que a tensao de cisalhamento
Tey(,y) tem a mesma diregao da forca cortante Vy(x).

Para determinar este valor méximo, considere o denominador na equagao (6.115). Lembrando que
para uma sec¢do retangular A(x) = ab e I,(x) = ba®/12, obtém-se

<2>2A(x) CL(z) = <2)2ab_ % - % _ % — 21, (x). (6.116)

Logo, usando a relagdo anterior em (6.115), vem que

X a 2
rate) =315 |(5) 7] .
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max

A tensdo de cisalhamento méxima T, na secao x € obtida para y = 0. Logo

ry
Tmax(w’y) —_ _ Vy(ff) a_2 — _Vy(f) CL_2 — _E V;J(x)’
Y 2I,(z) 4 gbe’ 4 8 A(x)
ou seja
max (. _ 9 Vy(@)

Toy o (T,Y) = 2 A() (6.118)

Portanto, a tensao de cisalhamento méxima numa secao retangular é 50% maior que a tensdo média
Vy(x)
A(z)

Considere agora a drea hachurada na sec¢do retangular mostrada na Figura 6.37(a). Deseja-se calcular
o momento estdtico M,(z) da drea hachurada em relacdo ao eixo z do sistema de referéncia. Pela
definicao, tem-se que

obtida pelo modelo de Timoshenko.

M, () /A ydA. (6.119)

Tomando-se dA = bdy, como ilustrado na Figura 6.37(a), o momento estatico passa a ser dado por

: = g [(g)Q — y2] : (6.120)
Y

Uma outra forma de se calcular M, (x) é obtida a partir da Figura 6.37(b), ou seja,

2
Moo(@) = [ *bydy b [* ydy = v
) Yy

M. (z) = Ay, (6.121)

1[h 1Th
sendo A = b(% —1y) a érea considerada e § = y + B [5 — y} =5 [5 + y] a distancia do centréide da area

hachurada ao centréide da secao retangular. Portanto,

e =s(b )3 () -2 8 ]

Como era esperado as expressoes (6.120) e (6.122) s@o iguais e representam o momento estatico de
uma drea que dista y do centréide da segao retangular, a qual por sua vez estd a uma distancia x da
origem do sistema de referéncia adotado. Assim, a partir de (6.120) ou (6.122) vem que

(-2

Substituindo a expressdo anterior em (6.117) tem-se que

Tay(T,y) = ——%(mgj\jégx’y). (6.123)

Esta é a expressao comumente obtida de forma indireta a partir da flexdo da viga nos textos de
resisténcia dos materiais [?, ?].

O fluxo de cisalhamento g.(z,y) na se¢do = de uma area distando y do centréide da secao é dado por
Vy(@) M;(z, y)

qc(w,y) = T L) (6.124)
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Supondo que as forcas sao dadas em N e os comprimentos em m, o fluxo de cisalhamento possui as
seguintes unidades
Nm? N

(2, y)] = — == .

Logo, g.(z,y) representa a quantidade de forca na dire¢do y por unidade de comprimento que a secdo
pode transmitir.
Substituindo (6.124) em (6.123), reescreve-se a tensdo de cisalhamento como

qc\T,
r,y) = 229, (6.125)
O coeficiente de cisalhamento foi definido na expressao (6.81) como a relacdo entre a deformacao
média vy (r) = Tay(x)/G(x) = —Vy(2)/A(x)G(x) e a deformacao real no centréide. No caso da secao

retangular, a tensao no centréide é maxima. A partir de (6.118) e da Lei de Hooke, tem-se a deformacao

correspondente
_ (@) 3 V(@)
") = Gy T T2 A@GE) (6.126)

Para obter K. basta efetuar a divisdo

_ Vy(x)
__A@)GE) _2
K. = _§ V, () =3 (6.127)
2 A(x)G(x)

dA y

| < / —

dy | 5 f ‘y
] L)
z |z
T S
(a) Elemento de drea dA = bdy. (b) Distancia §.

Figura 6.37: Momento estatico na secao retangular.

Secgao circular

Observa-se que em (6.105), ao assumir uma variagdo quadrética com y para a tensdo de cisalhamento
numa secao retangular, implicitamente assumiu-se que a tensao estd distribuida verticalmente na segao
transversal e é paralela a forca cortante. Esta hipdtese nao é valida para a secao circular. Neste caso,
de forma andloga ao problema de torcao, a tensdo de cisalhamento em cada ponto do contorno possui a
diregao tangente, como ilustrado na Figura 6.38(a) para os ponto A e A/.

Devido a simetria da se¢@o, a tensdo no ponto médio P da corda AA/ tem a mesma direcao vertical
da forga cortante. Logo, as diregoes das tensdes de cisalhamento nos pontos A e P interceptam-se num
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//}\\ Y Y Tean
/7
/ GRS
// IBYARN ‘ dA 4
A N R
T ey 17 Tx / dyf y[ < \ y
" Q P : g
z z
(a) Tensao tangente. (b) Momento estético. (c¢) Elemento de 4rea.

Figura 6.38: Tensao de cisalhamento numa segao circular.

ponto P’ ao longo do eixo y como ilustrado na Figura 6.38(a). Assume-se, entdo, que a direcdo da tensao
de cisalhamento em qualquer outro ponto @ da linha AA/ também seja dirigida para o ponto P’. Desta
maneira, é possivel determinar a direcdo da tensdo de cisalhamento em qualquer ponto na corda AA/ e
por consequéncia em qualquer ponto da secao.

A outra hipétese é admitir que as componentes verticais das tensoes de cisalnamento sejam iguais em
todos os pontos da linha AA/. Esta foi a mesma hipétese utilizada para segdes retangulares quando se
assumiu uma variacdo quadratica de 7,,(y) em (6.109). Isto permite empregar a equacdo (6.123) para
calcular a componente vertical 7., da tensao de cisalhamento. Neste caso, a base b em (6.123) é tomada
como o comprimento da corda AA/ dada segundo a Figura 6.38(b) como

b= AAI=2\/R2 — 2, (6.128)

sendo R o raio da secao circular.
Deve-se calcular o momento estatico em relagdo ao eixo z da drea acima da linha AA/, ilustrada na
Figura 6.38(b), a qual dista y do eixo z. Para isso, considere o elemento de area dA dado por

dA = 2y/ R? — y2dy.

Logo, empregando a definicado do momento estatico vem que

R
M. (z,y) = /AydA = 2/ y\/ R? — y2dy.
Yy

Efetuando a integracao anterior, determina-se

2 3
Mis(z,y) = 3 (R2 - y2) 2, (6.129)

Substituindo (6.128) e (6.129) em (6.123) vem que

Txy(x7y) = _IZ(.’L') 2\/m ’

ou seja,

Txy(x7y) = - ;Iz(l') . (6130)
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Para determinar a tensdo de cisalhamento tangencial 7+ nos pontos A e A/, considere o elemento de
area dA no contorno da secdo. As forcas resultantes nas direcoes y e tangente no elemento de drea dA
sdo, respectivamente, 7,,dA e 7zdA. A partir da Figura 6.38(c), observa-se que

(1¢dA) cos B = T,y dA,

VP

. Portanto
R

sendo cos § =

Tyl

Substituindo (6.130)na expressao anterior, vem que

Te(z,y) = — ‘IE/((;)R\/ﬂ (6.132)

A partir desta expressdo, observa-se que a tensdo de cisalhamento méxima na secdo x ocorre nos
pontos da secao situados ao longo do eixo z, o qual passa pelo centro de gravidade da secao. Logo

Vy(@)
—WR? (6.133)

Tt =

(6.131)

T (@) = T2,y =0) =

4
T
Substituindo o momento de inércia I,(z) = = tem-se que

- R AV, (z
(@) = ~Vyla)gieg = —5 ), (6.134
4

Lembrando que a 4rea da secdo circular é A(z) = 7R?, obtém-se a seguinte expressio final para o/

4V, (z)
max Yy
- - ) 6.135
Desta maneira, a tensao de cisalhamento maxima na sec¢ao circular é cerca de 33% maior que a tensao
V.
média j{ ((37)) determinada na formulacao da viga de Timoshenko.
x

Observa-se que a maxima tensao de cisalhamento exata, obtida considerando-se o empenamento real
da se¢ao, é dada por [?, Timoshenko]

Vy(z)

o (x) = —1,38 Aw)

(6.136)

Assim, o erro na expressao (6.135) é cerca de 4%, o que pode ser considerado bastante rezodvel sob
o ponto de vista de engenharia.
De forma aniloga ao efetuado para secdo retangular, o coeficiente de cisalhamento & obtido a partir
de (6.135) sendo igual a
3

K.=°. 1
c=7 (6.137)



6.3. Modelo de Timoshenko

6-55

Figura 6.39: Perfil 1.

Perfil 1

O perfil I ilustrado na Figura 6.39 faz parte de um conjunto de se¢bes transversais padronizadas utilizados
frequentemente em estruturas em geral. O dimensionamento de vigas construidas com perfis laminados
serd discutido na Secao 6.4. Nesta secdo, apresenta-se como determinar a distribuicao da tensao de
cisalhamento em perfis I. Estes perfis podem ser considerados como 3 retangulos, desprezando-se os raios
internos. Os dois retangulos horizontais sao denominados mesas enquanto o retangulo vertical é a alma.
Para determinar a distribuigdo da tensdo de cisalhamento em perfis I, considera-se que as tensoes sao
paralelas a forga cortante e uniformemente distribuidas na espessura da alma, de forma andloga a secao
retangular. Como se tem duas transigoes de espessura entre as mesas e a alma, consideram-se os 3 cortes
na secao, ilustrados na Figura 6.40, para o calculo do momento estatico.

=

<y<

—
o
Nas2
S5y
IN

<
IN
NI

(b) —%

]
>

Figura 6.40: Cortes no perfil 1.

Tomando-se a area indicada na Figura 6.40(a), o momento estatico é dado de forma andloga a (6.120),

ou seja,

IS

2
Msz(x,y):fyhydA:g[(@ _y2} Mooy <

Substituindo a expressao anterior em (6.123) vem que

Tay(,y) = —2‘2((2)) [(gf - yQ] :

(6.138)

(6.139)
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h h
Calculando a tensao para y = 71 ey =3, obtém-se

smax (o :ﬁ _ V(@) o 1o
=y (y 2) 8L.Gy ) , (6.140)

; h
T;”r;/m (wvy = 5) =0

O momento estatico da drea indicada na Figura 6.40(b) é dado por

h hy h
2ydA:b1/2 ydy+bﬁfydy “M<y<h,
Y 3

M. (z,y) = /

Y

(S

onde se separou a expressao anterior em duas integrais devido a mudanca de espessura em b; na alma
para b na mesa. Efetuando as integragoes indicadas, obtém-se

M. (z,y) = %1 [(%)2 _ (gf _ <%>2] . (6.141)

Logo, a tensao de cisalhamento é dada por
Vy(z) h\? o h\? (b
wy(T,Y) = =——=——<b -] - - - = . 142
Tay(®3) 2blfz(w>{ ! [( 2) Y <2> <2> (6.142)

hy ~
Paray=0ey = j:?, tem-se, respectivemente, as tensdes maxima e minima na alma, ou seja,

N
2

+b

S o = B0~ br)

min hl Vi (l‘)
T:Dy = T:ry (.’L’,y = :l:;) = 8]7':(51;) [bh2 — bh%]

Toy = Toy (2,9 =0) =

(6.143)

Observe a diferenga da tensao de cisalhamento para y = % calculada em (6.140) e (6.143). Isto indica
uma descontinuidade da tensao na interface da mesa e da alma.

A dltima drea é obtida com um corte na mesa inferior do perfil como mostrado na Figura 6.40(c). O
momento estatico é dado neste campo por

h
Msz(xyy) = /2 ydA
)

Ao invés de se calcular o momento estatico da drea acima do corte, pode-se considerar a drea abaixo
devido a seguinte relacdao entre os momentos estaticos

h
2

h _
M. (z,y) = / T ydA = / ydA.
Y Yy

Logo
_h b h 2
2 1
M. (z,y) = / ydA = K?) _ y2] Choy< b (6.144)
Yy
(o h h L
Calculando-se os momentos estaticos para y = —3 ey = 5 tem-se as mesmas expressoes indicadas

em (6.140).
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Figura 6.41: Distribuicao de tensao no perfil 1.

A Figura 6.41 ilustra a distribuicdo da tensdo de cisalhamento num perfil I. Observa-se a desconti-
nuidade da tensdo nos pontos com mudanca de espessura entre a alma e as mesas. De forma andloga as
secoes circular e rertangular, a tensao de cisalhamento méxima em perfis I ocorre no centréide da segao
e estd dada na equagao (6.143).

No entanto, obtém-se uma boa aproximacao para a tensao de cisalhamento maxima dividindo-se a
forca cortante pela area da alma apenas. Isto se deve ao fato que as tensoes de cisalhamento na alma
integradas nas suas areas fornecem uma forca V,(x) que é praticamente igual a cortante Vy(x). Para
mostrar isto, considere as expressoes (6.59) e (6.142) na rea da alma, ou seja,

h/2
Vaolz) = —/Aﬁcy(ﬂf)dA =—b /—h/2 Ty (T)dy

Vy(z) (/2 hi)? 2
B e [ [y
2Iz(x) —h/2 2
Integrando a expressao anterior obtém-se

_ V(@) [b(h—hn (h = h1) by +blhi’]
61,(z) 2 2 2 12 |-

+b

Va(r) = (6.145)

O momento de inércia I, (z) da segdo é dado pela soma dos momentos de inércia da alma [I,(x)], e
das mesas [I(z)],, em relagdo ao centréide da segao, isto é,

L(z) = [L(2)]. + 2[L(z)],, - (6.146)

Por sua vez,

L), = 4
— 3 _ 2
L), = b(h 12h1) n b(h . hi) (h —|—4h1) .

Observa-se que se utilizou o teorema dos eixos paralelos para o célculo de [I,(z)],,. Logo

bih b(h—h1)®  b(h— k1) (h+ hy)?
L(z) = 21 49
(@) ="+ 2 T 2 A

(6.147)

Quando a espessura das mesas é pequena, ou seja, hy se aproxima de h, a expressao anterior simplifica-
3

. 1
se para o momento de inércia I,(z) = 1—21 da alma. O mesmo acontece para o termo entre colchetes na

expressao (6.145). Assim, para espessuras de mesa pequenas, a alma absorve toda forga cortante, pois a
forca V,(x) dada em (6.145) se aproxima da cortante V,(z).
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6.4 Perfis Padronizados

Visando a reducao de custos na construcao de estruturas mecénicas constituidas de vigas, definiram-se
alguns tipos padronizados de se¢bes transversais. A Figura 6.42 ilustra alguns perfis padronizados tais
como I e U. As propriedades destes perfis (tais como dimensoes, drea, momentos de inércia, médulo
de resisténcia, etc) encontram-se tabeladas e sao utilizadas para a selegdo de um perfil apropriado apds
o dimensionamento da viga. Estes perfis podem ser colocados na posicao vertical (Figuras 6.42(a) e
6.42(b)) e horizontal (Figuras 6.42(c) e 6.42(d)). Além disso, pode-se soldar ou rebitar vérios perfis para
construir a se¢do da viga, tal como ilustrado na Figura 6.42(e) para um perfil duplo U.

(a) Perfil I na ver- (b) Perfil U (c) Perfil I na hori- (d) Perfil U na horizon- (e) Perfil duplo U na
tical. na vertical. zontal. tal. vertical.

Figura 6.42: Perfis laminados.

O procedimento para o dimensionamento de vigas a flexdo pura empregando perfis é andlogo aquele
apresentado na Secao 6.2.8 e esta dado a seguir.

1. Determinar a se¢ao mais solicitada da viga através da solugdo do PVC (6.67). Esta se¢ao é aquela
onde o momento fletor absoluto é maximo. Caso se tenha mais de uma se¢do com 0 mesmo momento
fletor maximo, utiliza-se como critério de desempate a se¢ao com a maior forca cortante. O momento
fletor maximo é denotado como MJ"®*.

2. Calcula-se 0 médulo de resisténcia a flexao W, através da expressdo para a maxima tensao normal

max 3
O, ou seja,

Mma.x
Jar;cax — .[42/ (6. 148)
z

No dimensionamento a flexao pura, impoe-se que oo™ seja igual a tensao normal admissivel & do

material. A partir desta condi¢do e da relacdo anterior, chega-se a seguinte expressao para W,

z

Mmax
W, =—%=
o
3. Sendo n, o nimero de perfis, tem-se que o médulo de resisténcia a flexao W? de cada perfil ¢ dado
por

WP =

z

W,
p

Por exemplo, para as Figuras 6.42(a) e 6.42(e), tem-se n, = 1 e n, = 2, respectivamente.



6.4. Perfis Padronizados 6-59

4. Sabendo-se o moédulo de resisténcia minimo de cada perfil para que a viga permaneca na fase
elastica, seleciona-se na tabela aquele perfil cujo médulo de resisténcia é maior ou igual a WP.
Observa-se que se o perfil estiver na vertical, deve-se utilizar a coluna da tabela correspondente
x — z. Caso o perfil esteja na horizontal, emprega-se a coluna referente ao eixo y — y (ver Figura
6.42).

5. Indica-se o perfil selecionado fornecendo o nimero de perfis, o tipo, a altura e o peso especifico.
Por exemplo, 2U6”, 35,7Kgf/m, indica que foram selecionados 2 perfis U de 6” de altura e peso
especifico de 35,7Kgf/m.

6. Deve-se verificar se a viga permanece na fase elastica considerando-se o seu peso proprio dado pelo
seu peso especifico como uma carga distribuida constante. A Figura 6.43(a) ilustra uma viga bi-
apoiada a qual foi dimensionada com o procedimento aqui explicado. Apéds selecionado o perfil,
recalcula-se a viga incluindo o peso préprio como carregamento distribuido conforme ilustrado na
Figura 6.43(b).

(a) . (b) .

Figura 6.43: Efeito do peso préprio devido ao peso da viga.

Calcula-se a nova tensdo maxima através de (6.148), lembrando-se que M>*** é obtido agora incluin-
do o peso préprio no carregamento original da viga (ver Figura 6.43(b)). Se o5®* assim calculado
for inferior a &, a viga permanece na fase eldstica. Caso contrario, deve-se redimensionar a viga,
aplicando o procedimento anterior. Em geral, este processo é iterativo até selecionar um perfil

adequado.

6.4.1 Exercicios resolvidos

Exercicio 6.5 Uma viga foi construida a partir de duas chapas de dimensdo H X t e de dois perfis U,
como mostrado na Figura 6.44a). A jungdo das pegas € feita com rebites de diametro d = 10,0mm. Os
rebites estao colocados exatamente na linha que cruza o centro geométrico y1 do perfil U. Esta secao €
utilizada na viga mostrada na Figura 6.44b), a qual estd engastada numa extremidade e sujeita a uma
forca concentrada F = 120kN na outra extremidade. Sabe-se que o material dos rebites suporta uma
tensdo mdrima de cisalhamento Tmae = 35N/mm?. Sob estas condigdes, pede-se qual o espacamento
homogéneo Ly entre os rebites, como mostrado na Figura 6.44b). Dados: H = 400mm; t = 15mm.
Dados geométricos do perfil U: distancia da base até o centro geométrico da se¢do y1 = 14,5mm; drea da
secdo transversal do perfil A = 35,4cm?; momento de inércia em relagdo ao eiro que passa pelo furo dos
rebites I1,, = 83,24cm*. Desprezar a retirada de material causada pelo furo do rebite.

Forca de cisalhamento que o rebite pode suportar (Fy) :

2
Ad:ﬂ:

T _ 2
1 1 (1,0cm) = 0,7854cm
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Figura 6.44: Questao 2: a) segdo transversal; b) viga.

N (10 2
Fi = Tomax-Ad = 35— < mm) 0, 7854cm? = 3500 x 0, 7854 = 2748, 9N
mm lem

Cdlculo do momento de inércia total (I,,) da segdo

— |-t t—= Ew

f f
H=y1 | P

il

Nz

Figura 6.45: a) secao transversal; b) momento estatico.

A Figura 6.45a) ilustra a se¢do transversal da viga com as dimensées necessarias para o cdlculo do

momento de inércia da se¢cdo. Observa-se que,

H 2
Izz:2><Izzc+ Loy + Ay <E_y1) ‘| X 2

onde I,,, = tH3/12 € o momento de inércia das chapas; I,,, e A, representam, respectivamente, o
momento de inércia e a drea da secao obtidos de uma tabela de perfis U. Logo,

(1,5¢m) (40em)® 4 2 2
L., =2z 5 122 [83, 2dem? + (35, dem ) (20em — 1,45¢m) ]
L. = 208000cm + 22 [83, 24em* + (35,4) (18, 55)°|

I, = 16000cm®* + 22 [83, 24 + 12181, 23] em* = 40528, 94cem?

Fluzo de cisalhamento (for¢a por unidade de comprimento) atuando em um perfil U:

V.
dc = —I—sz(y)

onde Vyy = F' = 120K N = 120000N .
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Cdlculo do momento estdtico de drea
Aqui testa-se o desbalanceamento de for¢a normal atuando em uma sec¢dodo perfil U, como ilustrado
na Figura 6.45b). Portanto,

Q.= [ eda©) = [ edan=(5 -n)a,

H
Q, = (5 - yl) A, = (20 — 1,45) (35,4cm2) — Q, = 656,67cm3
Fluzo de cizalhamento, em todo o perfil U

120000N N
656, 67cm® = 1944, 3—

F
Ge=—7.Q:-(0) = T 40528, 94cmA cm

Metade deste fluro deve ser suportado pelos rebites fixos em cada lado. Fazendo o balanco de forgas:
2Fp 2 x2748,9N

e
Fy=%r, > Lp=2"2— — Lp = 2,828cm
TR P T g o3 N b

O

Exercicio 6.6 A Figura 6.46a) ilustra uma ponte rolante com um vao central L = 25m, a qual deve
suportar uma for¢a concentrada mdxima P = 300kN. Deseja-se dimensionar a viga cobrindo este vdo
sequndo as mdximas tensdes normal e de cisalhamento. A se¢do transversal da viga estd ilustrada na
Figura 6.46b), sendo constituida de chapas de ago de espessuras t1 = 25mm e ty = 8mm, sendo a altura
H, < 80cm. Adota-se um coeficiente de sequranca igual a 2,0. Deseja-se ainda dimensionar a solda das
chapas de ago da secdo. Dados do material: médulo de elasticidade E = 210kN/mm?; peso especifico
v = T8kN/mm3; tensdo de escoamento o, = 200N/mm?; tensdo de cisalhamento T = 150N/mm?.

rBO cm
| o<
%Mﬁ rﬂ
C——
lBOOKNI f T
t2 —{|=— H1
|—|7l
-—L=25 m—
a) b)

Figura 6.46: a) ponte rolante; b) segao transversal da viga central.

Dimensionamento a flexao pura (tensao normal) : inicialmente, deve-se verificar em que ponto
da viga, a carga P causa o maior momento fletor. A Figura 6.47 ilustra alguns pontos de aplicacdo
de P e os respectivos diagramas da forca cortante e momento fletor. A partir dai, tem-se que o
maior momento fletor ocorre quando a forca estiver aplicada no centro do vdo, sendo dado por,

PO R



6.4. Perfis Padronizados 6-62

7. 77777 7.
e 7 7 s

Vy A Vy Vy

7 =
e &

7P/8
0/ 3P/4

x x X

-P/2

Mz Mz Mz
PL/4
3PL/6
I / 7PL/64

X x X

Figura 6.47: Aplicagdo do carregamento em vérios pontos e respectivos esforgos.

A partir dai, a mdzima tensao de flexdo na viga é calculada como,

o MZmax o Mzmax = W _ MZmaX
Oztmax — I max W Zmin
zz Zmin o-mmmax

onde W,_. representa o mddulo de resisténcia a flexao minimo para que a viga permanec¢a na fase
eldstica. Tomando-se os valores da tensao de escoamento e do coeficiente de sequranca dados, a

mdzima tensao normal na viga € dada por,

Oe

Omax = 5 100N /mm?

Logo, o mddulo de resisténcia minimo W, . serd,

min

1875kNm

= = 18750 x 103mm?
Fmin 100N /mm? o mm

=W,

Zmin

Na secdo transversal da viga, tem-se como incognita o valor de by, o qual pode ser calculado a
partir de W,_. . Para isso, deve-se calcular o momento de inércia da secdo. Como estimativa
inicial, despreza-se as almas da secdo e calcula-se o momento de inércia em funcao apenas das
mesas, como ilustrado na Figura 6.48a). Tal procedimento € justificavel pois em geral para este tipo
de perfil, os momentos de inércia das mesas correspondem a cerca de 80% a 90% do wvalor total.
Portanto,

I, =2 {I;Z 4 gZA}

onde, a drea da secio é A = bit1—2,5biem? e §? = 38,75% = 1502cm?. Assim,

bit3
I,,=2 (% + b1t1g2> — I, = 7500b;cm*

O mddulo de resisténcia a flexdo em func¢do de by € dado por,

L. 75000

W.. =

= 187, 5byem?
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Figura 6.48: SecOes transversais: a) estimativa inicial; b) perfil completo; c) perfil reforgado.

Mas,

w.

Zmin

— 18750cm?® = 187, 5b; = b; = 100cm

Caso se adote este valor de by, a largura da viga serd maior que a sua altura. Para evitar este
incoveniente, considera-se duas vigas como solugdo construtiva e portanto by = 50cm. Uma vez
fizado o valor de by, pode-se calcular o momento de inércia real I,,, da se¢io completa, incluindo
as almas, conforme mostrado na Figura 6.48b). Logo,

_ biHP (by — 2tp) (Hy — 2tp)°

3. 4
I, = D 12 =431,77 x 10°cm

Por sua vez, o modulo de resisténcia a flexdo real W, € o sequinte,

L., 431,77 x 103

= = 10794cm?
ymax 40

w.

ZR

Deve-se entdo verificar se este modulo de resisténcia para as duas vigas € superior ao valor minimo
determinado anteriormente,

W, (2vigas) = (10794)(2) = 21588cm® > W, . = 18750cm?

min
concluindo-se que a se¢do dimensionada permanece na fase eldstica. Deve-se no entanto verificar
0 peso proprio.

Dimensionamento incluindo o peso préprio : considera-se o peso préprio como uma carga unifor-
mente distribuida de intensidade gy, aplicada sobre cada viga como mostrado na Figura 6.49. Como
cada viga estd bi-apoiada, o momento fletor mdzimo devido ao peso proéprio ocorre em x = L/2
com valor igual a qppL2/8. Como o problema € linear e para os dois carregamentos (carga P e peso
Proprio qpp) 0s momentos mdximos estdo na mesma se¢do, basta somar os respectivos valores para
se obter o momento mdzximo. Logo,

1PL q,,L?
MPP — pp
max 54 T g
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Figura 6.49: Carregamento original e efeito do peso préprio da viga.

Dado o peso especifico v do material, para calcular o peso préprio P, basta multiplicar v pelo
volume V da viga. Neste caso, o volume € igual a drea da se¢cio A = 370cm? vezes o comprimento
L. Dividindo-se por L, tem-se a intensidade da carga distribuida devido ao peso prdprio,

P, _ W _ ~YAL

O peso de uma viga serd qp,L = T2150N e o momento fletor mdzimo igual a qppL2/8 = 255,45 X
103Nm. Por sua vez, o momento fletor mdzimo em cada viga é calculado como,
_1PL  qplL?

MPP = ——— = 11630N.
Zmax T 5 4 + 3 630N.cm

sendo a respectiva tensdo normal mdzrima para uma viga igual a,

MPP 11630
obP = _Zmax _ = 107, 75N/mm? > 0max = 100N/mm?
max W, 10794

Assim, ao se incluir o peso prdprio, verifica-se que a tensao excede o valor mdximo admissivel
e a viga nao permanece mais na fase eldstica. Para contornar este problema, refor¢a-se a sec¢do
transversal como ilustrado na Figura 6.48c). Neste caso, o momento de inércia I, e o mddulo
de resiténcia a flexao W, , no perfil reforcado para uma viga serdo dados, respectivamente, por

CbHP (b — 2b) (H — 4t)°

_ 3 4
Lz, = D 1o =1749,9 x 10°cm
I 749,9 x 103
W, = —oet = EB2 X0 18750em?

5 40
Analogamente, tem-se 0s sequintes valores para a intensidade da carga distribuida devido ao peso
Proprio Gpp,., € ao proprio peso B, . de uma viga,

qppref = 7A’r‘ef == 4774N/m P

s = oppes L = 119300N =~ 120kN

Da mesma maneira, obtém-se o momento fletor M!¢/ e a tensdo o7/  de flexio mdrimos em
max max

cada viga. Logo,

2
ref _ lﬂ + qpprefL

e = 577 g =181 x 10°N.cm
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Mref
orel = Emex = GOSTN/em? < Omax = 100N/mm?
Zref

verificando-se meste caso que a temsdo mdzxima na viga € inferior ao valor admissivel fornecido.

Portanto, adota-se a se¢ao transversal ilustrada na Figura 6.48c). Deve-se, entretanto, verificar o
dimensionamento ao cisalhamento.

Dimensionamento ao cisalhamento : a partir do valor da tensdo de cisalhamento do material T =

150N/mm? e do coeficiente de sequranga, tem-se que a tensdo de cisalhamento mdrima admissivel
Tmax Serd,

Tmax = % = 75]\7/mm2

Figura 6.50: Forca cortante maxima na viga.

Deve-se determinar a mdzima forca cortante na viga. Como a solu¢do construtiva € constituida de
duas vigas, tem-se que a forca na ponte P = 300kN € igualmente suportada por cada uma delas.
Em relagdo ao peso proprio, aproximadamente igual a 120kN, a Figura 6.50 mostra que o caso
mais critico em termos da cortante, ocorre quando este peso estiver concentrado nas extremidades
da viga. Assim, a for¢a cortante mdxima V, . em cada uma das vigas serd

1
Vi = V() + Vy () = 5 (300 + 120) = 210kN

De forma geral, o fluzo de cisalhamento numa altura y da sec¢do transversal € calculado como,

Vy (z)

QC(y) = _Izz (.’L‘)

Q2,(v)

Como ilustrado na Figura 6.51a), deve-se calcular o fluxo para as 3 alturas yi,ys,ys indicadas. Os
respectivos momentos estdticos estdo dados por,

2
’25) Ay = 4844em?

Qs (y = 1) = 1Ay = (40 _

Q-,(y =1y2) = Q.,(y = y1) + oAz = 937T5cm?

H — 2t

Rz (Y =13) = Qs (y = y2) + A3Y3 = Q,(y = y2) + 2 < 5

) (H — 2t1) ty = 10360cm?
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Figura 6.51: a) cdlculo dos momentos estaticos; b) distribuicdo das tensdes de cisalhamento.

A partir dai, os respectivos fluzos sao calculados como q.(y) = Vyz(x Q:,(y). Logo,

ge; = 1356N/em qe, = 2625N/em qe, = 2900N/cm

As respetivas tensdes de cisalhamento sao obtidas como,

Txy (yl) = qcl = 0 27N/cm2 Try (yg) — qc2 _ ].6 40N/mm
Ty (?5 ) = b_2 0,52N/mm? 7y (y3) = "c3 = 18,12N/mm?

estando ilustradas na Figura 6.51b). Como os valores de tensdo de cisalhamento sdo inferiores ao
valor admissivel Tmax, verifica-se que a viga dimensionada ndo falhard por cisalhamento.

Dimensionamento de solda : a Figura 6.52 mostra o esquema de solda adotado na se¢do transversal
de cada viga. Deseja-se determinar os valores de Ry e Rs. Os respectivos fluros de cisalhamento
sao dados por,

ey = TRy (2R1) dcy = TRy (2R1)

RT—

R2

Figura 6.52: Esquema da solda.

Igualando as tensoes Tr, € T, com a tensdo de cisalhamento admissivel Tmax, vem que,

Rl =52 =0,09¢cm =0,9mm Ry = 22— =0,175¢m = 1, 75mm

2Tmax 2Tmax



