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NOTA AO LEITOR

Estas notas de aula foram baseadas nas seguintes referéncias :

e J. C. Geromel e R. H. Korogui, “Controle Linear de Sistemas
Dindmicos : Teoria, Ensaios Praticos e Exercicios', Edgard
Blucher Ltda (segunda edi¢do), 2019.

o J. C. Geromel e A. G. B. Palhares, “Andlise Linear de Sistemas
Dindmicos : Teoria, Ensaios Praticos e Exercicios’, Edgard
Blucher Ltda (terceira edi¢do), 2019.

@ G. F. Franklin, J. D. Powell, A. Emami-Naeini, “Feedback Con-
trol of Dynamic Systems’, Prentice Hall, 2006.

o K. Ogata, "Modern Control Engineering”, Prentice Hall, 2002.
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Capitulo I: Andlise de Sistemas LIT
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Introdugdo

Introducao

O objetivo deste curso é estudar conceitos fundamentais relaciona-
dos a andlise e ao projeto de controle de sistemas lineares e in-
variantes no tempo (LIT), considerando-se o dominio do tempo
continuo. Ele é basicamente dividido em trés partes:

@ Anadlise de sistemas LIT: S3o estudadas algumas propriedades
bésicas de sistemas LIT. Apds uma revisdo de Transformada de
Laplace (TL), a solugdo de equagdes diferenciais utilizando a TL
é obtida. A representacdo do sistema em termos de equacdes
em espaco de estados e funcdo de transferéncia é apresentada.
A resposta em frequéncia é abordada e os diagramas de Bode
e Polar s3o fornecidos. O estudo de estabilidade é realizado
utilizando os critérios de Routh e de Nyquist. A modelagem
de sistemas dindmicos e sua linearizacdo também sio pontos a
serem tratados nesta parte.
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Introdugdo

Introducao

@ Controle classico: Técnicas de projeto de controle baseadas
na representac3do do sistema em termos de sua func3o de trans-
feréncia sdo estudadas. Algumas classes de controladores, com
énfase no controlador PID, sdo apresentadas e o projeto via lu-
gar das raizes e resposta em frequéncia sao vistos em detalhes.

@ Controle moderno: Técnicas de projeto de controle baseadas
na representacdo em espaco de estados do sistema sdo estu-
dadas. S3o apresentados conceitos como controlabilidade e
observabilidade. E realizado o projeto de reguladores, obser-
vadores de estado e servomecanismos com énfase no regulador
linear quadratico.

Profa. Grace S. Deaecto EM707 DMC / FEM - Unicamp 5/92



Capitulo I: Andlise de Sistemas LIT
0000000000000 00000000000000000000

Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas lineares e invariantes no tempo

Um sistema dindmico a tempo continuo definido para todo t € R é
um dispositivo que converte um sinal de entrada g(t) (definido para
todo t € R) em um sinal de saida y(t) (definido para todo t € R),
através da relacao

y = Slel
em que S[] representa o ente matemdtico que associa sinais de
entrada e saida.

g y
S —
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas lineares e invariantes no tempo

Considere, o circuito RC em série:
R

que € descrito pela seguinte equac¢ao diferencial de primeira ordem:

PAL) | (1) = ms(t), ¥(0) =0,

Esta equacdo descreve a relacdo entre a entrada g(t) (tensdo na
fonte) e a saida y(t) (tensdo no capacitor).
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas lineares e invariantes no tempo

Considere, o circuito massa-amortecedor sujeito a uma forga
externa g. Neste diagrama, x indica a posicdo da massa M.

O sistema é descrito pela seguinte equagao diferencial:

() + oyt = 8(t), ¥(0) =0

que representa a relagdo entre a entrada g(t) (forca externa) e a
saida y(t) (velocidade x).
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas lineares e invariantes no tempo

Neste curso, estamos particularmente interessados em sistemas dinamicos
que apresentam as seguintes propriedades:
@ Linearidade: Um sistema linear é aquele que obedece ao
principio da superposicdo, ou seja, quando y(t) = > a;yi(t)
for a resposta do sistema a uma entrada g(t) = ) ; c;gi(t) em
que y; = S[gi] para todo escalar a; € R. Exemplos:

o Sistema linear: y(t) = tg(t),
o Sistema n3o-linear: y(t) = 2g(t) + 3.

o Causalidade:  Um sistema é causal se a sua saida depender
apenas da entrada ocorrida no passado e no presente, ou seja,
y(t) depende apenas de g(7) para 7 < t.

@ Invariancia no tempo: Um sistema é invariante no tempo se um
deslocamento no sinal de entrada causa o0 mesmo deslocamento
no sinal de saida, ou seja, se y(t — 7) for a saida para uma
entrada g(t — 7).

Profa. Grace S. Deaecto EM707 DMC / FEM - Unicamp 9/92



Capitulo I: Andlise de Sistemas LIT
0000@0000000000000000000000000000

Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas LIT s3o totalmente definidos pela sua resposta ao impulso:

h(t) = S[o(z)].
@ O impulso unitdrio permite decompor sinais continuos no tempo
utilizando a integral de convolucao:

[e.o]

an—/‘ngu—ﬂw

—00
@ Aplicando esta entrada no sistema LIT, temos

ﬂn:s{/mguwu—TwT

—00

:/wghWWU—ﬂMT

—00

:/mguwufwf

—00
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas lineares e invariantes no tempo

A segunda igualdade vem da propriedade de linearidade e a terceira
decorre da invariancia no tempo.

A resposta y(t) é dada pela convolugdo do sinal de entrada g(t)
com a resposta ao impulso h(t), ou seja:

y(t) = g(t) * h(t)
/ g(r)h(t — 7)dr

—0o0
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas lineares e invariantes no tempo

A causalidade de um sistema se reflete na sua resposta ao impulso.

Causalidade

Um sistema LIT é causal quando a sua reposta ao impulso for tal
que h(t) =0 para t < 0.

Da integral de convolugdo apresentada anteriormente é facil verificar
que se o sistema for causal entdo h(t — 7) = 0 para 7 > t fazendo
com que sua resposta seja dada por

y(t) = / g(7)h(t — 7)d,

o que torna evidente que, apenas sob esta condi¢do, a saida y(t)
depende da entrada g(7) para todo 7 < t.
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas lineares e invariantes no tempo

@ Resposta ao degrau unitdrio g(t) = v(t) de um sistema LIT:

(1) = /oo o(F)h(t — 7)dr

—00

= /Oooh(t—’i')d’r
- / h(€)de

—0oQ0

Para sistemas LIT causais

o= | h(r)dr

é a integral da resposta ao impulso unitdrio.
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas lineares e invariantes no tempo

@ Resposta a funcdo exponencial g(t) = e* de um sistema LIT:

() = /Oo e h(t — 7)dr

—00

= / e)‘(t*T)h(T)dT

= ( / Z e”h(r)dT) M

Para sistemas LIT causais

y(t) = ( /0 h e)‘Th(T)dT> et

é proporcional a entrada, por um fator que depende de \.
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas LIT causais de grande interesse sdo descritos por equacdes
diferenciais do tipo

; ai v (t) = ; eio78(t), tER

onde a; e e; sdo escalares e n > m. Note que especificar a funcdo de
entrada g(t) ndo é condigdo suficiente para que a resposta y(t) cor-
respondente seja tnica. Dentre muitas, uma solu¢do especifica pode
ser individualizada impondo-se algumas condi¢coes suplementares so-
bre y(t). Por exemplo, o seu valor e de suas derivadas em alguns
instantes de tempo previamente selecionados.

Em varios momentos, vamos adotar a notagao mais compacta

DIyl = > a Sy (o)
i=0
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas lineares e invariantes no tempo

@ Sendo t = 0 adotado como instante inicial a funcdo de saida
é definida para t > 0. Para selecionar uma solucido especifica
pode-se impor os valores de

d dn—l
0), —y(0), -+ ,——=y(0
y(0), Z¥(0), -+, o5 y(0)
que caracterizam as condi¢des iniciais do sistema.

e Uma resposta especifica y(t) correspondente a uma entrada
g(t) dada, pode ser determinada observando que se y(t) sat-
isfaz a equacg3o diferencial entdo ho(t) + y(t) onde

Za’ dt’ =0

também a satisfaz.
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Sistemas lineares e invariantes no tempo

@ O seguinte resultado é fundamental no presente contexto:

Solugdo geral

Qualquer solucdo da equacdo diferencial em estudo, definida para
todo t > 0, pode ser unicamente individualizada pela escolha
adequada de ho(t) e é dada por

7)) = ho(t) + | B = )l

v

As fungBes ho(t) e h(t), definidas para todo t > 0, precisam
ser determinadas com o devido cuidado.
A seguir vamos revisar Transformada de Laplace e mostrar como

podemos usa-la para obter a solucdo da equacdo diferencial em es-
tudo.
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

A transformada de Laplace £(-) é um operador matematico que
permite converter um problema dificil de resolver no dominio do
tempo t € R, em outro mais simples definido em s € C.
e Utilizando £(-), uma equagdo diferencial linear definida para
todo t € R é convertida em um conjuto de equacgdes algébricas
na variavel complexa s € C.
@ O problema é resolvido em s € C e a transformagdo inversa
L71(-) fornece a solugdo do problema original em t € R.
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

A transformada de Laplace de uma fun¢3o f(t) definida para todo
t € R, denotada por 7(s) ou L(f(t)), é uma funcio de varidvel
complexa

f(s) : D(f)y = C

onde D(f) é o seu dominio e

f@y:/mfapswt

D(f):={s e C : f(s) existe}

E importante ressaltar que f(s) existe indica que a integral acima

S

converge e ¢ finita. Geralmente D(f) ndo coincide com C, o que
torna essencial determinar o dominio da transformada.
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

Para ilustrar este fato, considere a funcdo
f(t)y=e ™ : R—=C
sua transformada de Laplace é dada por

0 0
)= [ e ritdey [~ etraar

—00 0

que apresenta dominio vazio D(f) = 0) .

@ De fato, note que a primeira integral:

0
/ elstagy — 1 [um e _ Jim e-(sta)t
o s+a |t—0 t——00
_ 1
o s+ a

s6 é valida para Re(s) < —Re(a).
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

@ Por outro lado, a segunda integral

/OO e (statgr — : [Iim e (5Tt _ |im g (sta)t
0

s+ a Lt—0 t—00
1

s+ a

s6 é vélida para Re(s) > —Re(a).
O dominio de védlidade de ambas as integrais possui interseccdo nula,

indicando que a funcio exponencial e~2f quando definida em t € R
n3o admite transformada de Laplace.

Em geral, funcdes definidas em t € R possui dominio da transfor-
mada muito restrito.
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

Transformada de Laplace

Para fungBes f(t) definidas para todo t > 0, temos:

f(s) = / f(t)e stdt
0
sendo seu dominio dado por
D(f) :={s € C | Re(s) > a}

para algum « € R a ser adequadamente determinado.

Determinacio do dominio: O dominio de f(s) é o menor valor de
a € R tal que a direita de uma linha vertical passando por «, a
fung¢do f(s) é analitica e, portanto, finita em todo s € D(f).
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

Uma funcdo racional é da forma

_N@s) _ Xlgers

TD(s) T Syas

onde m < n, e € R para todo i € {1,---,m} e a; € R para todo

i€{l,---,n}. Se n=mela é chamada prépria, caso contrério ela
é dita estritamente prépria.

Esta func¢do deixa de ser analitica nos seus polos p;, i € {1,---, n},
raizes de D(s) = 0. Assim sendo

a = max Re(p;)

i=1,---,n

O impulso unitério (Dirac) :

5(s)=1, D)=C
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

Varios calculos envolvendo a transformada de Laplace dependem
da determinacdo correta do seu dominio :

@ Integral: A integral de uma fun¢do em todo o seu dominio é
dada por

/ " f(t)de = £(0)
0

desde que 0 € D(f).

Teorema do valor final:

O limite de uma funcdo definida em t > 0 satisfaz
Jim 710 = 579

N

desde que 0 € D(sf).
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

No estudo de equacgdes diferenciais via transformada de Laplace, as
seguintes propriedades s3o importantes para fun¢des definidas em
t > 0 e escalares 01,0,, - - -

@ Combinacdo linear:

@ Convolugao a tempo continuo:
L(F(t) (1)) = F(s)&(s)

@ Escalamento no tempo:
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

@ Deslocamento em frequéncia:
L(e7?f(t)) =f(s+a), acC

@ Deslocamento no tempo: Considere a funcdo:

_Jo , te[0,7)
q(t)_{f(t—T) L tefnoo) 770

entao
L(q(t)) = e 1 (s)
@ Integracdo no tempo:

entao
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

Como as fungdes que estamos considerando sio definidas apenas
para t > 0, a sua derivada em t = 0 deve ser melhor qualificada
(note que f(t) pode ndo existir para t < 0).

@ Derivada em relagcdo ao tempo :
. f(t) , t>0
q(t) := { valor finito , t=0

geralmente adota-se g(0) = lim,_o+ f(t) = f(0") < oo.

Derivada temporal

A transformada de Laplace de g(t) definida acima é dada por:

4(s) = sf(s) — £(0) , D(§) = D(sf)
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

Infelizmente, a definicdo anterior ndo permite levar em conta a pos-
sibilidade de f(t), ¥t > 0 variar arbitrariamente rapido em t = 0.
Ou seja, considerar f(t) descontinua em t = 0, o que ocorre quando
(0) # 0. Nestes casos, g(t) ndo possui valor finito em t = 0:

@ Derivada generalizada :

o(t) = { f(t) , t>0

valor infinito , t=20

Derivada generalizada

A transformada de Laplace de g(t) definida acima é dada por:
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

Para ilustrar este fato, vamos estudar a derivada da funcdo
f(t) = ef, t >0, cujo gréfico é apresentado a seguir.

f@®), q(t)

05

DMC / FEM - Unicamp
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Transformada de Laplace

@ A transformada de Laplace da derivada temporal fornece:

s 1
:7—1:
q(s) s—1 s—1

que no dominio do tempo resulta em g(t) = e*, Vt > 0.

@ A transformada de Laplace da derivada generalizada fornece:

s 1
= = ]_
q(s) s—1 5—1+

que no dominio do tempo resulta em q(t) = e* +4(t), Vt > 0,
que esta ilustrado em vermelho na figura anterior.
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Decomposicao em fracoes parciais

Para fungdes racionais, a inversa da transformada de Laplace pode
ser obtida via Decomposicdo em Fracdes Parciais com a qual deter-
minamos os escalares «; tais que

moeis' M o
i=0 €i i
=" - - Qo+t T\
g ais’ ; (s — pi)"
em que p; sdo seus polos e Z,’\il n; = n. QObserve que estamos
considerando que cada polo p; tenha multiplicidade n; para todo
i=1,---, M. Ainversa é determinada com a relacao
1 1d t’
LM —F === —e" V>0
(s — p)rtt r! dp" 7 -

valida para todo r > 0.

Profa. Grace S. Deaecto DMC / FEM - Unicamp 31/92



Capitulo I: Andlise de Sistemas LIT
0000000000000 0000000000000e000000

Sistemas lineares e invariantes no tempo

Decomposicao em fracoes parciais

Exemplo: A decomposicdo em fracOes parciais a seguir

~ s+1 a1 [6%)) a3 (a7}

M) = 2P +3) 513 (s+27 (s+2p 542

pode ser obtida realizando-se o seguinte procedimento:

@ Para polos com multiplicidade 1, como é o caso de s = —3,
multiplica-se ambos os lados por s+ 3 e substitui-se o resultado
por s = —3, obtendo-se a; = 2.

@ O polo s = —2 possui multiplicidade 3. Neste caso, para a
fracdo com a maior poténcia, repete-se o procedimento anterior,
obtendo-se

s+1  ai(s+2)3
s+3  s+3
N——

r(s)

Han + az(s + 2) + as(s +2)°

que ao substituir por s = —2 fornece ap = —1.
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Decomposicao em fracoes parciais

@ Para a obtencdo de a3 deriva-se o resultado do passo anterior

obtendo-se
2 dr

——— = —(5) + a3 + 2aa(s + 2

(s +3)? ds()+ 3+ 204(s +2)
que ao substituir por s = —2 fornece oz = 2.

@ Para a obtencdo de a4 deriva-se o resultado do passo anterior
obtendo-se )
4 d“r
——m=—(5) 4+ 2«
(s+3)3 ds (s) + 204
que ao substituir por s = —2 fornece ay = —2.
Note que s = —2 € raiz de r(s) e de suas derivadas até a segunda

ordem. Apds obter a decomposicdo em fracBes parciais, temos

f(t) =2e 3 + (—t?/2+2t —2)e %, t > 0.
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Decomposicao em fracoes parciais

Exemplo: Utilizando o procedimento anterior, obtemos as seguintes
decomposicGes em fracdes parciais:

) Aes) s+1 13, 1 23
(s +2)(s+3)(s+5) s+2 s+3 s+5
~ s+1 1 2 2
2 B = o3 T sr2r Tsr2 si3
PN st1 C@+)/10 (2-))/10  2/5
) f(s) = = -

(s2+2s+2)(s+3) s+1+j s+1—j s+3

cujas fungdes associadas no dominio do tempo s3o dadas por:
1) fA(t)=—(1/3)e 2t +e3t —(2/3)e7 5t

2) f(t) = (—t+2)e 2t —2e 3t

4) fi(t) = e*t((2/5)cos(t) + (1/5)sen(t)) — (2/5)e 3
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Solucdo via transformada de Laplace

Considere a equacg3o diferencial j& apresentada anteriormente

-zj; ! Z ' g8t =0

com condi¢Ges iniciais Wy(O), para todo i = 0,---,n— 1. Apli-
cando a transformada de Laplace em ambos os membros e levando
em conta o efeito de impulsos na entrada (derivada generalizada),
obtemos
y(s) = Ho(s) + H(s)&(s)
——

cond. iniciais
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Solucdo via transformada de Laplace

@ Os aspectos mais importantes sdo :

o ho(t) := L7Y(Ho(s)) é a parte da solugdo que depende exclusi-
vamente das condi¢des iniciais.

o h(t) := L71(H(s)) é a resposta ao impulso (obtida a partir de
condi¢Bes iniciais nulas). A funggo h(t)*g(t) obtida pela trans-
formada de Laplace inversa, é a parte da solucdo que depende
exclusivamente da funcdo de entrada.

4

Y (£) = ho(t) + /Ot h(t — )g(r)dr , ¥ t>0
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Solucdo via transformada de Laplace

Exemplo: Considere a equagdo diferencial y + y = g com
condi¢do inicial y(0) = yp. Vamos analisar dois casos particulares:

o Para g(t) = d(t) e yo = 0, temos :

. 1
y(&) =1
que fornece a resposta no tempo y(t) = e~ %, t > 0. Note
que y(0%) =1 +# y(0) = 0.
e Para g(t) =0e yp =1, temos
. 1
y(s) = s+1

que fornece a mesma resposta no tempo y(t) =e~*, t > 0.
Note que y(07) =1 = y(0).

O impulso faz com que a solucdo seja descontinua em t = 0.
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Sistemas lineares e invariantes no tempo

Solucdo via transformada de Laplace

Exemplo: Aplicando a transformada de Laplace na equacio
diferencial y + 3y + 2y = g — 3g com condig¢des iniciais y(0) =1 e
y(0) = 0 determinamos

s+3 s—3

o) = e e+ T T e

Sendo g(t) o degrau unitario temos :

3(s) = ss+4s-3 6 7/2 3)2
M= 5+2)(s+1) s+1 s+2 s

ou seja
y(t) =6et —(7/2)e ™2 —3/2, Vt>0

Note que y(07) =1e y(0") =1 # y(0) = 0. A derivada de y(t)
sofreu uma variagdo brusca em t = 0.
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Representacio de sistemas LIT

Representacao de estado

Qualquer equacio diferencial linear de ordem n pode ser convertida
em um sistema de n equacles diferenciais de primeira ordem. Este
sistema de equagdes diferenciais, geralmente acopladas, denominado
representacdo em espaco de estado da equacgdo original é expresso
na forma matricial:

-
—~

~
N—r

I

Ax(t) + Bg(t) , x(0) = xo
y(t) = Cx(t) + Dg(t)

7

em que x é o estado do sistema, A € R"*" é a matriz dindmica,
B € R"™1 ¢ a matrix de entrada C € RX" é a matriz de saida e
D € R**! é o termo de transmissio direta. As matrizes (A, B, C, D)
e a condigdo inicial xg € R" s3o tais que a fun¢do produzida pela
representacdo de estado y(t) coincida com a solugdo da equagdo
diferencial em estudo para todo t > 0.
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Representacio de sistemas LIT

Representacao de estado

Para qualquer matriz quadrada A € R"*" define-se a func3o expo-

nencial de matriz: - )
At _ (At)
=D

k=0

sendo que a soma indicada converge para todo t > 0.

Transformada de Laplace

A transformada de Laplace da funcdo F(t) = e definida para
todo t > 0 é dada por

F(s)=(sl —A)™!, D={seC : Re(s) > maxRe()\;)}

onde \;, i=1,---,n sdo os autovalores de A.
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Representacio de sistemas LIT

Representacao de estado

Aplicando a transformada de Laplace nas equacbes de estado temos
y(s) = Ho(s) + H(s)&(s)
em que
Ho(s) = C(sl — A)"1xo , H(s) = C(sl — A"!B+D.
Com o resultado anterior, obtemos as funcbes no tempo

ho(t) = Ce’txo , h(t) = Ce™ B + Di(t)

Solugdo da equacgdo de estado

A solucao da equagao de estado é dada por

t

x(t) = eMx +/ eAt=7) Bg(7)dr
0

y(t) = Cx(t)+ Dg(t), Vt>0
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Representacio de sistemas LIT

Representacao de estado

Finalmente, deve ser notado que a representacdo de estado ndo é
tnica. Unica é a fungdo H(s) e, dada as condigdes iniciais, tnica
também é a fungdo Hp(s). Com uma representagdo de estado
(A, B, C, D) e uma matriz ndo singular T € R™", a chamada Trans-
formacdo de Similaridade permite obter uma nova representacdo de
estado (T AT, T~1B, CT, D) mas ambas representando a mesma
fungdo H(s). De fato, simples célculos levam a

H(s) = C(sl—A)'B+D
= CT(sl - TAT)'T1B+D
Ademais, observe que

det(sl — T7YAT) = det(T (sl — A)T)
= det(T1)det(s/ — A)det(T) = det(s/ — A)

DMC / FEM - Unicamp 42 /92
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Representacio de sistemas LIT

Funcao de transferéncia

De maneira genérica, um sistema dindmico LIT é caracterizado por
ter seu comportamento, no decorrer do tempo, descrito por uma
equacdo diferencial linear com coeficientes constantes. A partir das
condicdes iniciais definidas em t = 0 e de uma func¢3o de entrada
g(t) definida para todo t > 0, a sua saida é dada por

9(s) = Ho(s) + H(s)&(s)

em que

Funcdo de transferéncia

A funcdo H(s) é denominada fungdo de transferéncia do sistema e
h(t) = L~(H(s)) definida para todo t > 0 é a sua resposta ao
impulso.

A fungdo de transferéncia de um sistema torna explicito como a
entrada influencia a saida.
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Representacio de sistemas LIT

Funcao de transferéncia

Para condig¢@es iniciais nulas Hp(s) = 0 temos:

9(s) = H(s)&(s)«<=y(t) = h(t)  g(t)

Estabilidade

A fungdo de transferéncia H(s) é denominada assintoticamente
estdvel se todos os seus polos estiverem localizados na regido
Re(s) < 0.

Note que reescrevendo a func3o de transferéncia como

 CAdj(sl — A)B
H(S) = =3 = A)

+D

temos que os polos de H(s) sdo os autovalores da matriz dindmica
A e, portanto, o sistema é assintoticamente estavel se todos os seus
autovalores estiverem localizados na regido Re(s) < 0.
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Capitulo I: Andlise de Sistemas LIT

Representacio de sistemas LIT

Forma canodnica controlavel

Considere um sistema SISO LIT de ordem n com a seguinte fungdo

de transferéncia

y(s) 1
H(s) = = = .
(s) g(s) Xioas
coma; €ERparai=1,---,nea,=1. A equacgdo diferencial
correspondente é dada por

i—(t) = g(t), Vt >0
> 2 (0) = (o)

que na forma compacta pode ser escrita como

Diyl=¢

em que D[y] é o operador diferencial.
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Representacio de sistemas LIT

Forma canodnica controlavel

Para D[y] = g com a, = 1, podemos definir as seguintes varidveis
de estado:

Xl(t)
x()=1 : |, x(t) =y (), i=1,---,n
Xn(t)

que implicam nas matrizes

0 1 0 0 8
0o o0 1 0
A= ,B=|:
—d —a —da —d 0
0 1 2 n—1 _1_
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Representacio de sistemas LIT

Forma canodnica controlavel

Para o caso mais geral em que

() > bis'
His) = g(s)  Xioas

com m < n— 1, temos que o sistema correspondente D[y] = N|g],
com N[g] = 37, bigl))(t), pode ser reescrito como

D§]l =g, y = N[¢]
Assim, definimos as varidveis de estado como sendo

Xl(l')
x()=| : |, x(t)=¢"V), i=1,---,n
xn(t)
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Representacio de sistemas LIT

Forma canodnica controlavel

As matrizes A e B s3o idénticas as anteriores, mas

y = N[f]—zb§ bel-i-l

i=0

0 que nos permite determinar as matrizes de saida como sendo
C=[b by by --- 0], D=10].
Para fungdes de transferéncia préprias (m = n), podemos escrever
V(s ™ (bi — bpa;)s’
H(s) = /) _ 2izo(b . ),
&(s) >i—0ais

com a, = 1 e, neste caso, a representacao de estado é obtida de
maneira andloga, mas com D = b,,.

A representacdo que acabamos de apresentar estd na forma candnica
controldvel, que é conveniente para realizar projetos de controle.

Profa. Grace S. Deaecto EM707 DMC / FEM - Unicamp 48 / 92



Capitulo I: Andlise de Sistemas LIT
0000000000 e

Representacio de sistemas LIT

Forma canodnica controlavel

Exemplo: A fung3o de transferéncia do deslocamento angular do
elo rotacional de uma junta robédtica é

24012
 s240.12s+9.4

H(s)

A representacdo de estado aqui considerada é

x = 0 ! X+ 0
= | —94 —0.12 118
~——
A B
y = [-94 0]x+ [1] g
Y
C

Note que os autovalores de A s3o iguais aos polos de H(s). Isto é
sempre verdade!
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Resposta em freqiiéncia

Resposta em frequéncia

A resposta em freqiié€ncia de um sistema com funcio de transferéncia
H(s) é simplesmente dada por H(jw) para todo w € R. Isto exige
que todos os pontos do eixo das ordenadas do plano complexo es-
tejam no dominio de H(s), isto é

s=jweDH), VweR

Desta forma, devemos nos restringir ao calculo da resposta em
freqiiéncia apenas para sistemas assintoticamente estaveis.

Para esta classe de sistemas, o efeito das condi¢Ges iniciais desa-
parece no decorrer do tempo pois Hp(s) e H(s) tém os mesmos
polos e, portanto, lim;_, 1o ho(t) = 0. A sua saida tende a uma
funcdo que depende exclusivamente da entrada, denominada solugdo
de regime permanente.
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Resposta em freqiiéncia

Resposta em frequéncia

Considerando a entrada g(t) = e/“°! para t > 0 temos
1

(s — Jjwo)

cuja decomposicao em fragdes parciais resulta em

H(jwo)
(s — jwo)
onde R(s) denota os demais termos da decomposicdo. Como os
polos de R(s) sdo aqueles de H(s) tem-se lim;_ ;1 r(t) = 0 de tal
forma que para t suficientemente grande

Yperm(t) = H(jwo)e/*?! = |H(juw,)|e/(weT4Hliwe))

7(s) = Hols) + H(s)

(s) = Ho(s) + R(s) +

indicando que a resposta em regime permanente é idéntica a en-
trada, com alteracdo apenas do médulo e da fase, calculadas a partir
da resposta em frequéncia do sistema LIT na frequéncia w,.
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Resposta em freqiiéncia

Resposta em frequéncia

e Exemplo: A figura abaixo mostra yperm(t) € a resposta y(t),
a partir de condigdes iniciais nulas, de uma suspensdo

6s + 100
H(s) = 5—F—= t)=(1/4 10t

95 Ys Yperm

-0.8

Note que y(t) e yperm(t) coincidem apds um certo tempo.
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Resposta em freqiiéncia

Diagramas de Bode

A resposta em frequiéncia de um sistema pode ser representada grafi-
camente através de diagramas. Os mais utilizados e disponiveis em
varios pacotes computacionais s3o:

@ Diagramas de Bode de Mddulo e de Fase: Definidos respecti-
vamente por
A(w)gs % log(w) , Vw >0

d(w) x log(w) , Vw>0

onde A(w)qyg é 0 médulo de H(jw) expresso em decibéis e ¢(w)
é a fase de H(jw) expressa em graus ou radianos.

Decibel

O médulo de H(jw) expresso em decibéis é dado por A(w)ag =
20log(|H(jw)|) onde log denota o logaritmo na base dez.
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Resposta em freqiiéncia

Diagramas de Bode

A grande vantagem dos diagramas de Bode é que devido a fungdo
logaritmica, a multiplicacdo de amplitudes é convertida em soma
de amplitudes e, assim, é possivel analisar separadamente a con-
tribuicdo de cada polo e zero na resposta em frequéncia do sistema.
Embora estes diagramas possam ser determinados numericamente,
sem qualquer dificuldade, informacdes importantes s3o obtidas ana-
lisando os seus diagramas assintéticos de Bode. Considere a funcdo
de transferéncia racional escrita na forma

H(s) = >ino bis' _ KH?:l Ni(s)

ioais' a f?:l Di(s)

em que N;(s) e Dj(s) sdo sempre polindmios de grau 1 ou 2, podendo
assumir as formas s, s?, 7js+1, 7is°+ Bis+1, com 7;, 3; € R. Note
que estes Ultimos estdo normalizados para garantir ganho unitério

em baixas frequéncias.
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Resposta em freqiiéncia

Diagramas de Bode

Utilizando H(s) na estrutura mencionada, temos

q p
A(w)ds = tas + Y INi(jw)las — Y _ |Di(jw)|ds
i=1 i=1

em que ¥; = ZN;(jw) e ¢; = £D;j(jw). Note que, como men-
cionado, a contribuicdo de cada polo e zero pode ser analisada sep-
aradamente. A seguir, vamos mostrar através de alguns exemplos,
como desenhar os diagramas assintéticos.
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Resposta em freqiiéncia

Diagramas de Bode

Exemplo: Esboce os diagramas de Bode das funcdes:
e Para Hi(s) = s, temos

Ar(w)ds = 20 log(w), ¢1(w) =907,
e Para Hy(s) =1/s , temos
Az(w)ds = —20 log(w), ¢2(w) = —90°.

Bode Diagram

n
S

=5

Magnitude (dB)
o

>

5 © R
8 &3

Phase (deg)
& o &

5
10 Frequency (rads)
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Resposta em freqiiéncia

Diagramas de Bode

Exemplo: Esboce os diagramas de Bode da fungdo:
1

Ts+1

O seu médulo em decidel é dado por

A(w)as = —20 log (W) .

Para os diagramas assintéticos, fazemos a seguinte aproximacao:
e Para w << 1/7,temos

Aw)gg =0, ¢(w)=~0°
e Para w >> 1/7,temos
A(w)gs ~=—20 log(w) + 20log(1/7), ¢(w)~ —90°

A frequéncia w. = 1/7 onde ocorre a interseccdo de ambas as
assintotas é chamada de frequéncia de corte.

H(s) =
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Resposta em freqiiéncia

Diagramas de Bode

A figura apresenta os diagramas de Bode de H(s) para 7 = 0.1.

Bode Diagram

=)

o

=)

—20 dB/dec |

Magnitude (dB)
]

&
S

-40
45

o

Phase (deg)
&

o
3

135 . 5 o > 3
10 10 Prequency (adld 10 0

Note que a aproximacdo n3o é boa para frequéncias préximas de
we = 10.
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Resposta em freqiiéncia

Diagramas de Bode

Exemplo: Esboce os diagramas de Bode da fungdo:

2

wn
- L celo,1
s2 + 2fwps + w2 ¢elo1)

H(s)

O seu médulo em decidel é dado por

w2 2 w2
A =-201 1- = 4¢2 [ 2
(0)as = 20 log ¢( 7Y e ()

e a sua fase é dada por

262

— -1 w
¢(w) = —tan 1 052
-5
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Resposta em freqiiéncia

Para os diagramas assintéticos, fazemos a seguinte aproximacgao:

e Para w << w,, temos

@ Para w >> w,, temos
A(w)as ~—40 log(w) + 40log(wn), ¢(w) =~ —180°
Neste caso, w. = w, é a frequéncia de corte.

Note que o fator de amortecimento £ n3o é levado em conta no
diagrama assintdtico e, portanto, a sua influéncia ndo é evidenciada
nestes diagramas.

Profa. Grace S. Deaecto EM707 DMC / FEM - Unicamp 60 / 92



Capitulo I: Andlise de Sistemas LIT
00000000000 e000000

Resposta em freqiiéncia

Diagramas de Bode

A figura a seguir apresenta os diagramas de Bode de H(s) para
wp=10e & = 0.3,

Bode Diagram
20 :
o 0
)
g 20 —40 dB/dec
Ea0f
S
<
= 60
-80
45
. 0
D sl
g 4
@ -90 [
8
&35t
o
-180
-225 5 . B 5
-1 1
10 10 Freque%gy (rad/s) 10 10

A aproximac3o n3o é precisa para frequéncias préximas de w. = 10
rad/s e a influéncia de £ n3o aparece no diagrama assintético.
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Resposta em freqiiéncia

Diagramas de Bode

Exemplo: Para esbogar os diagramas de Bode da func¢3o:

s+ 10 0.1s+1
=10
(s+1)? (s+1)?
0 primeiro passo é reescrevé-la na forma de ganhos unitarios para
baixas frequéncias. Assim, podemos desenhar os diagramas de cada

um dos fatores levando em conta que

H(s) =

A(w)ds =20 +[0.1wj + 1|gs — |(wj + 1)*|as

e que
P(w) = £(0.1wj + 1) — L(wj + 1)%

Veja as curvas em magenta no grafico a seguir. Note que a influéncia

do ganho 10 aparece sempre. Entretanto, a do polo duplo s = —1

aparece ap6s w = 1 rad/s e a do zero s = —10 apenas apds a

frequéncia w = 10 rad/s.

Profa. Grace S. Deaecto EM707 DMC / FEM - Unicamp 62 / 92



Capitulo I: Andlise de Sistemas LIT

0000000000000 e0000

Resposta em freqiiéncia

Diagramas de Bode

Na figura a seguir em verde temos os diagramas de Bode de H(s)
e em azul os diagramas assintéticos.

Bode Diagram

50

o

-50 -

Magnitude (dB)

-2 -1 0 1
10 10 1 prequency (rad]sg
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Resposta em freqiiéncia

Diagramas de Bode

Exemplo: Na figura a seguir é apresentado o diagrama assintético
de Bode de médulo da fungdo de transferéncia H(s) de fase minima
com todos os polos e zeros reais. Determine H(s).

—40 dB/dec

1 rad/s

]
! —40 dB/d
2 rad/s : /dec
1
1
i
i
r

4 rad/s
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Resposta em freqiiéncia

Diagramas de Bode

Como o sistema € de fase minima, ou seja possui todos os seus polos
e zeros no semi-plano esquerdo do plano complexo, podemos deter-
minar H(s) utilizando apenas o diagrama assintético de médulo.
@ O primeiro passo é escrever a fungdo H(s) levando em conta
apenas as suas dindmicas (polos e zeros):

(s
(s+1)%(s/2+1)
e Para a determinagdo do ganho &, temos que |H(2j)| ~ 1/2 (-6

dB). Note que em w = 2, a contribui¢do do zero em s = —4
nao aparece no diagrama assintético e, portanto

H(s) =

1 &k
H(2j)| ~ - =—
HE) ~ 5 =
indicando que Kk = 2.
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Resposta em freqiiéncia

Diagrama Polar

Vamos agora estudar outra forma muito comum de representar H(jw),
conhecida como diagrama polar. Neste diagrama, a trajetéria da

resposta em frequéncia é desenhada no plano complexo, onde cada

ponto tem médulo |H(jw)| e fase ZH(jw), a medida que w varia de

zero a infinito.

0.2

-021

04

-06
-08r1

Imag(H)

-1 —(;.5 0 0.‘5 1‘
Re(H)
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Resposta em freqiiéncia

Diagrama Polar

No gréfico anterior, em azul temos o diagrama polar de Hi(s) e
em verde de H(s) e em vermelho de Hs3(s) dados por

1 100
= H e
01 P 26100

100
(s2 + 65+ 100)(s + 1)

Hl(S)

H3(S) =

Note que:
e A distancia a partir da origem representa a magnitude |H;(jw)|.
@ O angulo com relagdo ao eixo real positivo representa a fase
ZH;(jw).
@ A fase varia positivamente no sentido anti-horario.

o E possivel realizar um esbogo do diagrama polar do sistema a
partir dos diagramas de Bode de médulo e de fase.
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Modelagem de sistemas dindmicos

Modelagem de sistemas dinamicos

Modelar um sistema dindmico consiste em obter equacdes matema-
ticas que representem adequadamente o seu comportamento real.
Estas equacoes baseiam-se em quatro atributos: leis basicas, simpli-
cidade, precisdo e validagdo. Um bom modelo deve ser caracterizado
por maxima simplicidade e méxima precisao, que sdo caracteristicas
muitas vezes dificeis de serem obtidas ao mesmo tempo.

Geralmente ao modelarmos um sistema dinamico real, obtemos um
modelo n3o linear. Entretanto, na maioria das vezes, nosso interesse
estd voltado somente para uma regido do espago de estado que
contém um ponto de interesse, chamado de ponto de operacdo. Isto
ocorre porque na pratica nosso objetivo é fazer com que a operagdo
do sistema fique restrita a esta regido. Por este motivo, é de grande
interesse obter um modelo linearizado mais simples que descreve,
com precisdo, a dindmica real do sistema préximo deste ponto.
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Modelagem de sistemas dindmicos

Modelagem de sistemas dinamicos

Considere, por exemplo, um péndulo simples de massa m, com sua
extremidade fixa no ponto P por uma haste rigida de massa des-
prezivel e comprimento ¢ e imerso em um meio com atrito viscoso
b, como ilustrado a seguir:

LLL [/

Profa. Grace S. Deaecto DMC / FEM - Unicamp



Capitulo I: Andlise de Sistemas LIT
0000000000000 00000000000

Modelagem de sistemas dindmicos

Modelagem de sistemas dinamicos

Utilizando a segunda lei de Newton obtemos o seguinte modelo
matematico do sistema:

ml?0 + b0?0 + mgsen(0)¢ = 0

Trata-se de um modelo nao-linear de segunda ordem, cuja solugcao
pode ser obtida somente por simulagao numérica. Definindo &1 = 60
eé = 6 como sendo as suas varidveis de estado, obtemos a seguinte
representacdo em espaco de estado do sistema

L =6

. _ & _b

&= Esen(fl) mfz
Os pontos de equilibrio podem ser obtidos fazendo &; = & = 0:

fle:"£7r 5 £2e:0

com k € Z.
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Modelagem de sistemas dindmicos

Modelagem de sistemas dinamicos

Os gréficos com as trajetdrias de (&1, &2) sdo chamados de plano de
fase e apresentados a seguir para varias condigdes iniciais:

10

8

6

&

-10 é') l; \;) 10

&
Os seguintes valores foram adotados ¢ =1 [m], m =1 [kg], g = 9.8
[m/s?] e b=1[Ns/m]. Note que as trajetérias podem se comportar
de maneira diferente no entorno de cada ponto de equilibrio.
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Modelagem de sistemas dinamicos

Em geral, uma equag3o diferencial pode ser descrita por

§(t) = f(£(1)), £(0) = &

em que £(t) € R" é o vetor de estado e f(§) : R” — R” define a
funcdo de interesse que descreve sistema. Os pontos de equilibrio
de um sistema dindmico s3o definidos como segue:

Ponto de equilibrio

O ponto & € R” é dito ponto de equilibrio do sistema & = (&) se
escolhida a condi¢do inicial £(0) = & entdo &(t) = &, Vt > 0.

Da definicdo, temos que o ponto de equilibrio pode ser obtido de

f(&e) =0

que, obviamente, pode ter miltiplas solucdes.
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Modelagem de sistemas dindmicos

Linearizacao

Considerando novamente o sistema £ = f(£) na vizinhanca do ponto

de equilibrio {¢ € R", cada componente f;(§¢), i = 1,---,n, pode
ser aproximada por série Taylor considerada até a primeira ordem:
ofi(&
f(§ é.e +Z 8(6 gej) = 7"'7”
&

que pode ser escrita de forma mais compacta como

f(g) ~ f(fe) + A(f - fe)

em que A € R™" é uma matriz quadrada com elementos

of; ..
7£eal7./:17"'7n'
&Sj( )

também chamada de matriz Jacobiana de ().

ajj =
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Modelagem de sistemas dindmicos

Linearizacao

Definindo a variavel auxiliar x = £ — £, e lembrando que (&) =0,
obtemos a aproximacgdo linear

x=¢
=f(¢)

0
~ g+ A — &)
~ Ax
cujo unico ponto de equilibrio é a origem x. = 0, ou seja, & = &e.
Neste caso, o sistema apresenta solucdo fechada dada por

£(t) =&+ eM(& — &), V>0

Comentdrios:
@ Esta aproximacgdo é vélida em uma regido préxima do ponto
de equilibrio &..

Profa. Grace S. Deaecto EM707 DMC / FEM - Unicamp 74 / 92



Capitulo I: Andlise de Sistemas LIT
0000000 @0000000000000000

Modelagem de sistemas dindmicos

Linearizacao

Para fins de ilustragdo, vamos linearizar o péndulo para dois pontos
de equilibrio distintos. Note que neste caso

A(61,62) = &2, h(61,&2) = —(g/)sen(&1) — b/mé>

Assim, temos

_ 0 1
X = 10RE) 9K X
851 852 (£1e7§2e)

No caso do péndulo, temos:

Para ({16, £2¢) = (0,0): Para ({16, 82¢) = (7,0):

= [—g/z —(bl/m>] * = [g(}e —bl/m} 8
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Modelagem de sistemas dindmicos

Linearizacao

Considerando ¢ = 1 [m], m = 1 [kg], g = 9.8 [m/s’] e b = 1
[N s/mj], as figuras a seguir apresentam o plano de fase de ambos os
sistemas aproximados para (£1e,&2¢) = (0,0) e (16, &2e) = (7, 0).

Comparando com o plano de fase do sistema n3o-linear podemos
observar que o sistema aproximado é adequado nas proximidades do
ponto de equilibrio.
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Linearizacao

Considere agora, um sistema mais geral com entrada de controle
uy € R™, ou seja, € = (&, un) onde o objetivo é estabililiza-lo em
torno de um ponto genérico .. Neste caso, precisamos calcular o
valor de up. da forma

f(€e> UNe) - 0

que sera responsdvel por manter o sistema em equilibrio na posicao
desejada. A linearizacdo segue o mesmo procedimento anterior, mas
considerando também a entrada de controle

f;(fv U) ~ ﬁ(§87 uNe)+

u 8fl ey € S af; & c
> (%QUN)(@' AP o o o)

j=1

paratodoi=1,---,n.
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Linearizacao

Definindo u = uy — upe a expressdo anterior pode ser escrita de
forma mais compacta como

x = Ax + Bu

em que

of; _of;
aj = 8751-(56’ Une) , bik = m(fev Une)

para i,j:1,~-,nek:17-..7m_

Para o péndulo estudado, acrescentando um torque de controle uy
aplicado no sentido anti-horario, temos

&1 =6

. b u
{2 = —%Sen(fl) -Gt mlez
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Modelagem de sistemas dindmicos

Linearizacao

Se desejarmos equilibrar o péndulo na posigdo (£1e,&2¢) = (7/4,0)
o valor de upe necessario é

V2gml

Une =

2
e o sistema linearizado fica
X = 0 ! ]x+ { 0 } u
—V2g/(2) —b/m 1/(me?)] ™
A B
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Modelagem de sistemas dindmicos

Modelagem de sistemas mecanicos

A elaborag¢do de um modelo torna-se mais simples se :

@ O sistema for decomposto em partes, identificando as intera¢des
entre elas (forcas e momentos).

@ As forcas externas forem identificadas e modeladas.

@ As forgas produzidas pelos dispositivos basicos (molas e amorte-
cedores) forem consideradas dissipativas segundo os referenciais
inerciais adotados.

@ O Principio de D'Alembert for adotado :

Principio de D'Alembert

Em cada instante de tempo, incluida a for¢a (torque) de inércia
como dissipativa, a resultante das for¢as que agem no centro de
massa é nula.
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Modelagem de sistemas dindmicos

Modelagem de sistemas mecanicos

No sistema a seguir uma forga externa com intensidade F é aplicada
no sistema. Deseja-se obter o deslocamento da massa m a partir do

repouso.
X1 X2

Com o procedimento anterior obtemos :
m : mXy+ bxy + kix1 + ko(x1 —x2) =0

M M)I€2+H2(X2—X1):F
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Modelagem de sistemas mecanicos

Aplicando a Transformada de Laplace para condicdes iniciais nulas,
obtemos a seguinte fungao de transferéncia

)?1(5) K2

F(s)  (Ms?+ ko)(ms? + bs + k1 + K2) — K3

Utilizando os valores numéricos m =1 [kg], M = 2 [kg], k1 = 0,25
[N/m], k1 = 0,5 [N/m] e b =1,5[Ns/m], e considerando F igual
ao impulso unitario, obtemos a seguinte resposta do sistema.

0.8

0.6

—~ 04

0 5 10 15 20 25 30
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Modelagem de sistemas dindmicos

Modelagem de sistemas mecanicos

O sistema abaixo mostra um péndulo invertido montado sobre um
carro e imerso em um meio isento de atrito. Deseja-se equilibrar o
péndulo na posicdo vertical ¢ = 90° através da aplicacdo da forca
F. O carro deve retornar a sua posi¢do original x, = 0.

14 mg

A
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
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Modelagem de sistemas dindmicos

Modelagem de sistemas mecanicos

Aplicando o principio de D'Alembert, determinamos:
@ Carro na posicao horizontal:
d?
Mﬁxp = T cos(¢) + F
@ Péndulo na posicao horizontal:
d2
M2
@ Péndulo na posicdo vertical:

(xp + £ cos(¢)) + T cos(¢) =0

d2
d d12
Eliminando T temos as equacdes diferenciais que descrevem o deslo-

camento do carro x, e o deslocamento angular do péndulo ¢ para
todo t > 0.

(¢sen(¢)) + Tsen(¢) + mg =0
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Modelagem de sistemas dindmicos

Considerando que

d? . . .
5 cos(6) = — cos(6)d? —sen(9), - sen(@) = —sen(¢)d*+cos(6)
Das duas primeiras equacbes obtemos o

@ deslocamento horizontal do carro:
(M 4 m)i, — mésin(¢)p — mé cos(¢)p* = F

Multiplicando a segunda equagdo por —sen(¢), a terceira por cos(¢)
e somando o resultado obtemos o

@ deslocamento angular do péndulo:
(6 — sen(@)%, + g cos(¢) = 0

Estas duas equagdes diferenciais ndo-lineares acopladas representam
o modelo n3o-linear do sistema.
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Modelagem de sistemas dindmicos

Definindo as varidveis de estado do sistema como sendo &1 = xp,
& = Xp, &3 = ¢, &4 = ¢ podemos escrever

gy o] er ]

V(&) Q(8)

Fazendo & = W(£)~1Q(€) obtemos a seguinte representacio em
espaco de estado do sistema ndo-linear

i & :

: me cos(£3)¢3—mgsen(£3) cos(£3) 1

§2 _ (M+m)—msen?(&3) + (M+m)—msen?(&3) F
3 2 ©)

Gl | ey L msare
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Modelagem de sistemas dindmicos

Linearizando o péndulo em torno de x,. = 0 e ¢ = /2 e definindo
X1 = Xp — Xpe, X2 = X1, X3 = ¢ — (e € X4 = X3, obtemos o modelo
linearizado

(M + m)x2 —mlxy = F

E).(4—).(2—gX3:0

o que nos fornece a seguinte representacdo em espaco de estado

01 o0 0

oo m o 1
=loo o 1|*T|ol|f

M-+m 1

0 0 CHPE 0 7

Utilizando os dados numéricos M = 10 [kg], m = 2[kg], ¢ =
1[m] e g = 9.8[m/s?] podemos verificar através dos autovalores
{0,0,3.42, —3.42} da matriz A que o sistema é instavel.
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Entretanto, aplicando a seguinte lei controle em malha fechada
F(t) = 10x1(t) + 50x2(t) — 300x3(t) — 100x4(t)

o sistema torna-se estavel como pode ser verificado a seguir.

130 3
120

25
110

100 2
%0

= =15
= 80

70 1
60

05
50

40 0

0 5 10 15 0 5 10 15
t t

Um dos nossos objetivos neste curso é projetar de forma adequada
a for¢a de controle F(t).
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Modelagem de sistemas dindmicos

Motor de corrente continua

Considere o motor de corrente continua apresentado na figura:

¢

o ¥
FO F

7
Je

Este motor com momento de inércia J,, movimenta uma carga com
momento de inércia J. e coeficiente de atrito viscoso torcional b.
A transmissdo de forca entre o motor e a carga é feita através de

engrenagens com raios rny, € r.
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Modelagem de sistemas dindmicos

O modelo matemdtico deste sistema é dado por:

o Parte Elétrica:

d d
1Lt Ri=v_KZ
g T prll

@ Parte Mecanica: O motor gera um torque Ty = Ki que é
transferido a carga através do rotor. Portanto,

d2
dt2¢ Frm - Ttot
d? d
Jo—0+b—0+ Fro. =0
dt? + dt o

A partir da relagdo ry¢ = r.6 e definindo ¢ = r./rm, obtemos

(Je + Imc®)0 + b0 = cKi
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Definindo v = 6, a funcio de transferéncia entre a velocidade an-
gular da carga v e a tensdo de alimentacao V é dada por
(s) = o(s) cK
~V(s)  ((Je+ Imc?)s + b)(Ls + R) + c?K?

Sobre este sistema, podemos chegar as seguintes conclusdes:

@ Para quaisquer valores de parametros o sistema é sempre
assintoticamente estdvel.

e Para a entrada degrau V(s) = Vp/s, o teorema do valor final,
fornece a seguinte velocidade angular em regime permanente

B cK
Vperm = R a2 V0

que depende de varios parametros do motor.

@ Para se ter uma velocidade desejada em regime permanente,
devemos calcular a tensdo Vg correspondente.
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Considerando os dados numéricos ¢ = 2, K = 0.5 [volts.s]|, J. =
10 [kg.m?], J,, = 1 [kg.m?], b = 1.0 [N.m.s], L = 1 [H] e aplicando
um degrau de 100 [volts] obtemos a curva em linha continua da
figura a seguir.

70
60

50
= 40

R 30

As linhas tracejadas referem-se a resposta do sistema para b =
{0,5,1,5}. No préximo capitulo vamos realizar o controle deste
sistema de forma que a resposta em regime permanente n3o se altere
com a variacao dos parametros do sistema.
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