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NOTA AO LEITOR

@ Este material foi preparado como suporte as aulas e é
inteiramente baseado no livro texto, em fase de redac3o :

o José C. Geromel e Rubens H. Korogui, Controle Linear de
Sistemas Dindmicos : Teoria, Ensaios Prdticos e Exercicios,
2007.

onde o leitor deverd encontrar maiores informacoes e detalhes
a respeito dos tépicos aqui abordados. Sugestdes, de qualquer
natureza, que permitam o aprimoramento deste texto serao
muito apreciadas e desde ja agradecidas.
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Introducdo

Introducao

@ No capitulo anterior, realizamos o projeto de controladores no
dominio da transformada de Laplace, traduzindo as
especificacdes de projeto nas posicoes em que os pélos
dominantes do sistema em malha fechada deveriam ser
alocados.

@ Inicialmente, fixamos a estrutura do controlador e calculamos
a melhor alocacdo para seus pdlos e zeros, a fim de respeitar o
desempenho durante o transitério. Por fim, o ajuste do ganho
estatico permitiu definir o comportamento em regime.

@ Entretanto, com esta técnica ndo temos atuacdo eficaz sobre
a posicao dos pdlos ndo dominantes em malha fechada, o que
leva a comportamentos da saida controlada que n3o sido
exatamente os especificados.
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Introducdo

Introducao

@ Esta dificuldade na alocacdo de todos os pdlos de um sistema
de controle em malha fechada, pode ser contornada
aumentando-se o nimero de pardmetros do controlador.

@ Para um sistema de ordem n, se dispusermos de, no minimo,
n pardmetros de projeto poderiamos alocar os n pélos em
malha fechada em posi¢cGes pré-especificadas.

@ Porém, o aumento do nimero de graus de liberdade no
projeto do controlador é acompanhado pelo aumento de sua
complexidade e, portanto, de seu custo.

@ Neste capitulo abordaremos o projeto de controladores no
contexto de espaco de estado e estudaremos como alocar
convenientemente os pdlos de um sistema em malha fechada,
como uma alternativa a resolucdo de equagdes Diofantinas.
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Realimentacdo de estado

Realimentacdo de estado

@ Nosso enfoque serd restrito a sistemas dindmicos que possuam
apenas uma entrada e uma saida com func3o de transferéncia
expressa na forma

CmS™ + Cm_1s™ L+ -+ s+

d
s"+ap_ 15" 1+ +a1s+ag +

G(s) =

com m < n.
@ Denotando a entrada do sistema por u(t) e sua saida por

y(t), podemos representa-lo, alternativamente, através das
equacgdes de estado

x(t) = Ax(t)+ Bu(t)

y(t) = Cx(t)+ Du(t)

onde x(t) € R", u(t) e Re y(t) e R.
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Realimentacdo de estado

@ A correspondéncia entre os pardmetros da funcdo de
transferéncia G(s) com as matrizes da sua representagéo de
estado é dada pela forma canénica

0 1 0 0 0

0 1 0 0

A= : : : " : , B= :
0 0 0o - 1 0

_—ao —day —az - —a,,_l_ _1_
C=[c a & -+ em 0 --- 0] ,D=d

o Condicdes iniciais podem ser impostas através da
especificagdo do estado inicial x(0) = xg € R".
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Realimentacdo de estado

Realimentacdo de estado

@ Portanto, concluimos que as dimensdes das matrizes
envolvidas sio A € R™", Be R™! CeR>™"eDeR. A
maneira como elas definem a fun¢do de transferéncia do
sistema é

G(s)=C(sl —A)B+D

@ Um procedimento bastante simples para se projetar um
controlador com n parametros livres é calcular um vetor
K € R™™" de modo que cada um de seus componentes
multiplique uma varidvel de estado, a fim de sintetizar o sinal
de controle u(t). Esta estratégia de controle é denominada
realimentacdo de estado.
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Realimentacdo de estado

Realimentacdo de estado

@ Esta estrutura de controle é representada no diagrama

>
+

P
<>

o Esta estratégia de projeto requer que todos os estados sejam
mensuraveis, o que nos obriga a medir as n varidveis de
estado, ou caso n3o seja possivel fazé-lo, devemos estimi-las.
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Realimentacdo de estado

@ A partir do diagrama de blocos anterior temos
u(t) = K(Mr(t) — x(t))

onde K € R1*" e M € R"™ 1. Observe que r é a referéncia
para a saida y enquanto que Mr é a referéncia para o estado.
Os ganhos K e M s3o variaveis a serem projetadas. Assim, o
sistema em malha fechada fica definido pelas equacdes de
estado

x = (A—=BK)x+BKMr , x(0)=xp
y = (C—DK)x+ DKMr

cuja fungdo de transferéncia é dada por
-1
F(s) = (C — DK)(sl —(A- BK)) BKM + DKM
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Realimentacdo de estado

@ A partir desta descricao, as seguintes consideracoes sao
pertinentes:

@ Podemos determinar o vetor de ganho K de tal forma a alocar
os pdlos do sistema em malha fechada em posicdes adequadas
no plano complexo, de acordo com os critérios de desempenho
especificados para o projeto.

o Com S(s) = (C — DK)(sl — (A— BK)) !B + D escalar, apés
a determinacdo de K podemos calcular M de tal forma que
F(0) = S(0)KM = 1. Por exemplo

M = S(0)'K'(KK')™*
faz com que o erro em regime permanente para a entrada
degrau seja sempre nulo.
@ Calculamos K para posicionar os pdlos do sistema em malha
fechada e, em seguida, determinamos o ganho de referéncia
M para assegurar o desempenho em regime permanente.
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Projeto do regulador

@ Dado um sistema linear assintoticamente estdvel com entrada
constante, a sua saida em regime permanente serd constante.
Se ele for submetido a um distlrbio externo ou algum de seus
pardmetros se alterar, deseja-se que a sua saida retorne ao
valor original apdés um determinado tempo - transitério. Esta
propriedade é denominada comportamento regulador do
sistema.

@ Ao tratarmos sistemas lineares, podemos encarar o problema
de regulacao de maneira mais simples, impondo que

r(t) =0 = lim x(t) =0, ¥x(0) € R"

t—00

Ou, em outras palavras, o sistema em malha fechada deve ser
assintoticamente estdvel.
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Projeto do regulador

@ No contexto de realimentacdo de estado o problema de
regulacdo da saida deve ser formulado da seguinte maneira:
Calcular um vetor de constantes

K=lk ko - ky eRX"

de tal forma que o sinal de controle u = —Kx garanta a
estabilidade assintdtica do sistema em malha fechada. Dada a
sua representacdo de estado, fixando r = 0 obtemos

x(t) = (A-BK)x(t) , x(0)=x
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Projeto do regulador

@ Com as matrizes A e B da representacdo de estado
anteriormente consideradas, determinamos a equacao
caracteristica do sistema em malha fechada

n—1
det (s/ — (A= BK)) ="+ (ai + kiy1)s’
i=0

@ Se os pdlos do sistema em malha fechada s3o especificados,
entdo conhecemos os coeficientes pg, - -+ , pp—1 do polindmio

n—1
P(s)=s"+) pis'
i=0
cujas raizes sdo os referidos pélos. Igualando estes polinémios

obtemos

K=[ppo—a p1—ar -+ Pp1—an1|€R>"
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Projeto do regulador

@ Os seguintes aspectos s3o importantes :

o O ganho de realimentacdo K que acabamos de determinar sé é
vélido quando as matrizes A e B estiverem na forma candnica
apresentada anteriormente.

@ A técnica de projeto via realimentagao de estado é escolher as
raizes do polindmio P(s) de modo que os pdlos dominantes do
sistema em malha fechada apresentem as caracteristicas
desejadas da resposta transitéria.

o Com relacdo aos demais pdlos, eles devem estar
suficientemente afastados, a esquerda, dos pdélos dominantes.

@ O exemplo a seguir dd uma idéia do que ocorre quando
tentamos alocar os pélos muito distantes do eixo imaginario.
Deve-se esperar que o ganho aumente quando desejamos fazer
com que o sistema responda com um tempo de estabilizacdo
menor.

15 /62



Capitulo IV - Projeto via Representacdo de Estado
0000000000e0000000

Realimentacdo de estado

Exemplo

@ A representacao des estado do motor de corrente continua ja
considerado é

X = 0 1 x + 0
~ | —0.1429 —1.0714 1Y
[0.0714 0 |x

y

onde y é a velocidade angular da carga e u a tensdo de
alimentacdo. O objetivo é determinar os ganhos K € R1*? e
M € R?>*! de tal forma que o sistema em malha fechada:
@ seja estdvel e acompanhe um degrau unitdrio com erro nulo
em regime permanente.
@ nao apresente sobre-elevacdo no sinal de saida, em relacdo ao
degrau de entrada, no dominio do tempo.
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Realimentacdo de estado

Exemplo

@ Trés casos distintos foram considerados :
o Pdlos em malha fechada definidos por P(s) = (s + 0.25).

K=[-00804 —05714] , M= [ o }

o Pélos em malha fechada definidos por P(s) = (s + 0.50)2.

K=1[01071 —00714] , M= [ 226335 }

—15.0890

o Pdlos em malha fechada definidos por P(s) = (s + 1.00).

K=1[08571 09286 | , M= [ ;fﬂé ]
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Realimentacdo de estado

Exemplo

@ Como ilustracdo, na figura abaixo, mostramos a evolugdo da
saida y(t) e do sinal de controle u(t) para o primeiro,
segundo e terceiro casos definidos anteriormente. O sinal de

referéncia adotado foi 7(s) = 50/s [rad/s].
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Realimentacdo de estado

Exemplo

s

@ E importante observar que :

o Quanto mais distante os pélos do sistema em malha fechada
estiverem dos pélos em malha aberta, maiores devem ser os
médulos dos elementos do ganho de realimentacao K.

o No exemplo anterior este efeito fica bastante claro. As duas
figuras anteriores mostram que ao alocarmos os pélos em
malha fechada mais a esquerda, o sistema responde com um
tempo de estabilizagdo menor. Porém, em contra-partida, a
intensidade do controle u(t) aumenta de forma expressiva.

@ A lei de realimentacdo obtida é dada por
u=K(Mr—x)

a qual pode, naturalmente, ser re-escrita na forma
u=hr — Kx com h= KM € R.
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Realimentacdo de estado

Controlabilidade

@ Ao realizarmos um projeto via realimentacdo de estado ndo
basta que tenhamos acesso a todas as varidveis de estado.
Devemos nos certificar de que o ganho de realimentacgao é
capaz de alocar arbitrariamente os pdlos do sistema em malha
fechada.

@ Em outras palavras, é necessario que exista uma entrada u(t)
que seja capaz de transferir o sistema de um estado inicial
x(0) = 0 para um estado final qualquer x(T), em um
intervalo de tempo finito.

o Esta propriedade é chamada controlabilidade e pode ser
verificada através do teste

det(C)#0, C=[B AB --- A"™!B] e R™"
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Controlabilidade

@ Se o sistema X = Ax + Bu for controlavel, com x(0) =0 e
T > 0 dado temos

-

x(T) = / eAT=7)Bu(r)dr

0

Podemos verificar que uma possivel solu¢do para esta equacgio
é expressa na forma

u(t) = BN T=OW=1x(T)
onde

T /
W= / e""BB'e"Tdr € R™"
0

Notando que
det(C) #0 <= W >0

a existéncia da inversa de W € R"*" estad assegurada.
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Realimentacdo de estado

Exemplo

@ No circuito abaixo o amp-op é considerado ideal. A tensdo u é
a entrada e a tens3o y é a saida. Considerando como varidveis
de estado as tensGes v; e v» nos capacitores, obtemos

. [1/R1C1 o]H[ 1/RiG }u

1/RiG O -1/Ri G
y = [R/R 1]x+[ -R/R Ju
R G
— W]
v RG
—— y
Ve
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Realimentacdo de estado

Exemplo

@ Com u = —KXx a equacio caracteristica do sistema em malha

fechada é Lok B
s(s+itfl_ ) _,
RiG RiG

Uma das raizes ndo depende do ganho de realimentacao
K € R*2. Este sistema n3o é controlavel.

@ A matriz de controlabilidade C é singular

oo L [ 1 —1/R1C1}
T RG | -G/G 1/RG

@ A matriz W é singular para todo T >0
W 1—e2T/RG [ 1 -G/G ]
- 2R G -G/G GG
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Regulador linear quadratico

@ Nao é facil decidir onde alocar os pdlos de um determinado
sistema dindmico que se deseja controlar. Pdlos estaveis muito
distantes do eixo imagindrio geram as seguintes implicagoes:

o O sistema em malha fechada responde mais rapidamente.

o A largura de faixa aumenta e, conseqlientemente, o sistema
pode n3o atenuar de forma adequada ruidos de alta freqiiéncia.

o Os ganhos de realimentag3o tornam-se elevados.

o O controlador deve gerar um sinal de grande amplitude para
controlar o sistema.

@ Para conciliar um comportamento transitério adequado para o
sistema em malha fechada com a energia do sinal de controle
dentro de limites aceitdveis, define-se um critério de
desempenho que nos permite calcular o ganho de
realimentacdo de estado.
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Regulador linear quadratico

@ O critério mais conhecido consiste em encontrar uma lei de
controle de modo a minimizar

J= / x(t) + pu(t)?) dt
onde x(t) e u(t) satisfazem as equa¢des de estado
x(t) = Ax(t) + Bu(t) , u(t) = —Kx(t)

a partir da condi¢go inicial x(0) = xo.
@ O controlador que resolve este problema é chamado de
regulador linear quadratico.

@ Na situacdo que estamos estudando, consideramos apenas
uma entrada no sistema e, por isso, p > 0 é um escalar. Por
suavez, @ = V'V >0eR™",
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Regulador linear quadratico

@ O papel da matriz Q e do escalar p é definir o peso relativo
que o estado e o sinal de controle tém no calculo do critério J.
@ Se @>pl,>0
O peso do sinal de controle no célculo do critério é reduzido.
O sinal de controle pode atingir valores elevados.
O sistema responde com maior velocidade.
Ha a possibilidade de saturacdo de atuadores.
@ Em contrapartida, se 0 < Q < pl,
@ A energia do sinal de controle tem maior peso no célculo do
critério.
@ As componentes do ganho de realimentagdo de estado serdo de
pequeno valor absoluto.
o O sistema n3o apresentard uma resposta rapida.

¢ ¢ e @
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Regulador linear quadratico

@ A solucao do problema anterior, que permite calcular o
regulador linear quadratico, é dada através do seguinte
teorema :

Teorema (RLQ)

O critério quadratico J é minimizado pela lei de controle linear
u = —Kx e, sdo verdadeiras as seguintes afirmagdes:

@ O ganho étimo é dado por K = p~'B'P onde P = P’ > 0 é solugdo
da equagdo de Riccati

AP+PA—p 'PBB'P+Q=0

o O sistema em malha fechada é assintoticamente estadvel.

o O critério € dado por Jmin = X6PX0-
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Regulador linear quadratico

@ A prova (simplificada) do teorema anterior decorre do sistema
% =Ax+ Bu , x(0) = xo

e da funcdo de Lyapunov v(x) = x’Px, com P > 0 calculada
a partir da equagdo de Riccati. Derivando em relacdo ao
tempo, obtemos

v(x) = X(AP+ PA)x + u'B'Px+ x'PBu
= X'(p71PBB'P — Q)x + u'B'Px + x'PBu
—X'Qx — pu'u+ p(u+ p 'B'Px)(u+ p 'B'Px)

cuja integral de 0 a o0 fornece
J= v(x(O))—v(x(oo))+p/ (u+ p tB'Px)(u+ p tB'Px) dt
0
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Regulador linear quadratico

@ Como v(x) =0 se e apenas se x = 0 e queremos que a lei de
controle garanta a estabilidade do sistema em malha fechada,
devemos impor v(x(o0)) = 0. Portanto, com a equag¢do
anterior obtemos

J = v(x)+ p/ (u+ p 1B Px) (u+ ptB'Px) dt
0
> v(x)

que € valida para todo controle que estabiliza o sistema em
malha fechada. Em conclus3o, fazendo u = —Kx com

K = p~'B'P o critério quadratico é minimizado e seu valor é
dado por Jmin = xPxo.

29 /62



Capitulo IV - Projeto via Representacdo de Estado
000000®0000

Regulador linear quadratico

Regulador linear quadratico

@ A partir de
x=(A—-BK)x , x(0) = xo

como ja sabemos, para todo K € R'*" que estabiliza o
sistema em malha fechada, podemos expressar o critério
quadratico como

J = x)Pxo

onde P = P’ > 0 resolve a equacio de Lyapunov
(A—BK)P+P(A—BK)+ Q+pK'K=0

O Teorema anterior coloca em evidéncia que o ganho de
realimentacdo de estado que minimiza J é obtido através da
relacio K = p~'B’P com a qual, substituida na equacdo
acima, obtemos a equacdo de Riccati.

30/62



Capitulo IV - Projeto via Representacdo de Estado
0000000e000

Regulador linear quadratico

Regulador linear quadratico

@ Ao ponderarmos no critério quadratico uma combinac3o linear
dos estados, definida por Q = V'V com V € R", temos:

Fato (Lugar das raizes simétrico)

Seja p(s) = V(sl — A)"'B e p > 0. Os pdlos do sistema em
malha fechada sdo todas as raizes de

1+ p " p(=s)p(s) = 0

situadas no semi-plano esquerdo complexo.

@ Como ¢(s) é conhecida, o lugar das raizes em relagdo a
p~1 > 0 pode ser obtido. Uma localizacio desejada dos pélos
é imposta através da escolha de p > 0.

o E preciso ter cuidado pois a equacdo caracteristica acima
pode n3o estar na forma padrdo.
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Exemplo

@ Considere novamente o modelo do motor de corrente
continua. Resolvemos o problema linear quadratico para

o=l 3

el < p <25. Afigura abaixo mostra a posicao dos pélos do
sistema em malha fechada em fungdo de p.
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Exemplo

@ Para p = 25 a solu¢do da equacdo de Riccati é dada por

[ 34271 25726

P= 2.5726 2.7289

>0

a qual permite determinar o ganho de realimentacao
K =[0.1029 0.1092 |

que posiciona os pdlos em {—0.2699, —0.9106}. Como
anteriormente, podemos determinar a matriz

[ 15.7423
~ | 16.6982

para assegurar erro nulo em regime permanente para a
entrada degrau.
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Exemplo

@ Considerando V = [1 0] obtemos imediatamente

1
s2 +1.0714s + 0.1429
A figura abaixo mostra o lugar das raizes simétrico. O valor
de p ~ 6 permite obter, através do regular linear quadratico,
um sistema em malha fechada com excelente desempenho e
com um baixo esforco de controle. Verifique !

e(s) =
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Observador de estado

@ A grande vantagem do projeto de controladores via
realimentacdo de estado reside na possibilidade de alocarmos
todos os pdlos do sistema em malha fechada, em posicoes
convenientes no plano complexo.

@ Entretanto, nem sempre temos condicoes de medir todos os

estados de um sistema, seja por motivos de custo de sensores
ou por impossibilidade fisica de alocarmos os medidores.

@ Uma forma de contornar esta dificuldade é estimar os estados
de um sistema dindmico através das suas saidas mensurdveis
e, de posse da estimativa do estado, utilizd-la como se fosse o
estado verdadeiro.
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Observador de estado

@ O observador de estado € a estrutura que nos permite estimar
o estado de um sistema dindmico tendo como entrada o sinal
que atua no sistema fisico e a sua saida mensuravel.

@ Para sintetizad-lo é necessario conhecermos com boa precisdo o
modelo do sistema que desejamos controlar, a fim de que as
estimativas dos estados sejam mais fiéis possiveis aos valores
reais.

@ Como o estado n3o € conhecido, as condicdes iniciais do
sistema fisico e as do estimador de estado sdo, em geral,
diferentes. Portanto, devemos assegurar que o estado
estimado convirja para o estado verdadeiro o mais rapido
possivel.
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Observador de estado

@ Em termos de diagramas de blocos a sua estrutura, baseada
no modelo interno da planta, é dada abaixo:
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Observador de estado

@ Lembrando que o modelo da planta é

= Ax+ Bu
= Cx+ Du

da figura anterior, as equag¢des de estado do observador s3o

X = Axo+ Bu+L(y —yo)
Yo Cxo + Du

@ Devemos notar que a comparagdo entre a saida estimada y,(t)
e a saida real y(t) é fundamental para assegurarmos que o
estado estimado x,(t) se aproxime do estado verdadeiro x(t).

@ O ganho L € R"*! deve ser determinado de maneira a
garantir que x,(t) se aproxime de x(t) de forma adequada.
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Observador de estado

@ Definindo o erro entre o estado verdadeiro e o estado
estimado como sendo e,(t) = x(t) — x,(t), temos:

& = X—Xo
Ax + Bu — (Axo + Bu+ LCx — LCx,)
= (A-LC)e

@ Portanto, devemos calcular L de modo que o erro e,(t) entre
a estimativa e o estado verdadeiro tenda para zero com uma
velocidade aceitavel para qualquer condigdo inicial e,(0).

@ Devemos alocar os pdlos de A — LC de forma que eles sejam
estdveis e mais rdpidos que a dindmica do sistema original!
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Observador de estado

@ Analogamente ao que ocorre na realimentacdo de estado, se
as componentes do vetor L possuirem mddulos grandes, o erro
de estimag¢do tende a zero com uma velocidade muito alta,
pois o observador de estado apresentard pdélos com parte real
muito negativa.

@ Por outro lado, a largura de faixa do observador também sera
grande e, conseqlientemente, o ruido de medi¢do da saida
y(t) afetard o desempenho do processo de estimag3o.

@ Uma das maneiras de se conseguir um compromisso adequado
é determinar L através da solucdo de uma equagdo de Riccati.
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@ De fato, considerando a existéncia de ruidos no sistema, a sua
representacdo de estado torna-se

x = Ax+Bu+w
y = +Du+v

e o erro de observacdo obedece a equacio
& =(A-—LC)e; +w—Lv

com a qual concluimos que o aumento do ganho do
observador faz com que a dindmica do erro torne-se mais
rdpida mas, em contra partida, a intensidade do ruido aditivo
que interfere no erro de observacdo aumenta. Portanto, é
imperativo estabelecermos um compromisso!
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o Considerando w(t) e v(t) dois ruidos brancos independentes
com intensidades Q@ = UU’ e u > 0, o melhor compromisso é
estabelecido ao resolvermos um problema linear quadratico
que fornece o ganho 6timo do observador

L=ptRC
onde R > 0 é a solucdo da equacdo de Riccati
AR+ RA — 1 'RC'CR+ UU' =0

Comparando com o regular linear quadratico, definindo
Y(s) = C(sl — A)~1U, verifica-se que os pélos do observador
sdo as solu¢des estdveis da equacdo algébrica

1+ p~(=s)(s) =0
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Exemplo

@ Consideramos o modelo do motor de corrente continua
apresentado no Capitulo |. Porém, a carga estd engastada em
um ponto fixo através de um eixo flexivel com constante
eldstica k. Assim, o modelo é dado por :

di do
La‘FRI U*CKd—
d?6 do
(Je + Imc )dt2+bd + kb = cKi

Portanto, a partir da definicdo da varidvel de estado
i
x=16
0
considerando os valores numéricos ja adotados anteriormente
e k = 2 [Nm/rad], obtemos
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Exemplo

@ a sua representa¢do de estado na forma

—1.0000 0 —1.0000 1

x = 0 0 1.0000 | x+ | 0 |u
0.0714 —0.1429 —0.0714 0

y = [0 0 1]x

sendo que a saida y representa a velocidade angular da carga.

@ Como o pdlo mais rapido do sistema é —0.9, projetamos um
observador de estado com todos os seus pdlos iguais a —2,
portanto, apenas um pouco mais rapido que aquele citado.
Isso nos fornece o ganho

—15.0000
L= | —55.0000
4.9286
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Exemplo

@ Para comparagdo, consideramos os sinais de controle u(t) e
de saida y(t) submetidos a ruidos aditivos brancos de tal
forma que U =10"1B e V= 10~2. Isto corresponde a
implementar o sinal de controle com erro de 10% e medir o
sinal de saida com erro de 1%. Neste caso, a partir da
equacdo de Riccati determinamos o ganho étimo

1.7587
L, = | 0.0000
0.4349

e {—0.6087 £ j0.3521, —0.2889} os pdlos do observador.
Note a diferenca entre L e L,;c, como conseqiiéncia de termos
levado em conta ruidos aditivos nos sinais de controle e de
saida.
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Exemplo
@ A figura abaixo mostra a simula¢do do sistema a partir de
x(0) = [1 /3 0]’ e entrada u(t) = 7/3 para todo t > 0. O
observador parte com condic3o inicial nula e, apds um breve
periodo de tempo, a posicdo angular da carga é perfeitamente
estimada. Os ruidos ndo foram introduzidos na simulacg3o.

oo

e TR
t[s]
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Exemplo

@ A figura abaixo mostra a simulagdo do sistema sob condi¢cdes
idénticas as anteriores mas com os ruidos aditivos nos sinais
de controle e de saida. Neste caso, o desempenho de L,;. é
muito melhor e é, praticamente, o mesmo que aquele
observado na simulagdo anterior (sem ruido).

]
aof o ? y 4
h ga .
' \ 4 i n bk i fa BN
] by ol Iy DRACE
20 W4 vyl !
i
o L
0o s 10 15 = % 3 @ & w0
w0
20 ’
4
[ A L.
ric
o s 10 15 20 2 % 3 4w 45w

47 /62



Capitulo IV - Projeto via Representacdo de Estado
0000000000000e

Observador de estado

Observabilidade

@ Na construcdo de observadores, devemos atentar para a
possibilidade de inferirmos os valores de todas as varidveis de
estado, a partir de medidas disponiveis do sistema fisico.

@ Esta propriedade que o sistema deve apresentar é chamada
observabilidade e, uma forma de testa-la é verificar se a matriz

C

CA
O — ] 6 Rnxn

CAn—l

chamada matriz de observabilidade, é n3o singular. No
exemplo anterior, o sistema deixa de ser observdvel se Kk = 0.
Verifique!
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Projeto de servomecanismos

@ O projeto de um servomecanismo diz respeito a determinacio
dos ganhos K, M e L do observador de estado, tal modo que :

o A saida y siga a referéncia r com erro nulo.
o S6 os sinais disponiveis u e y sejam utilizados.

G(s)

&+
<>

A +
r

E x = Ax+ Bu -

<>
x>
o
+

Observador

X
Q
x>
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Projeto de servomecanismos

@ Da figura anterior, notamos que o presente projeto tem a
mesma estrutura de realimenta¢do de estado porém, com o
estado verdadeiro substituido pelo estimado fornecido por um
observador. Temos portanto:

o Representacao de estado da planta

X

Ax + Bu
y = Cx+Du

@ Representacdo de estado do observador

Xo = AXo+BU+L(y7y0)
Yo = Cxg+ Du

@ Sinal de controle
u = K(Mr — XO)
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Projeto de servomecanismos

o E importante determinarmos a representacdo de estado do
sistema em malha fechada. Neste sentido, definindo a variavel
de estado aumentada

X
X3 = | X—Xo

€o

com as equacoes anteriores obtemos

. _ [(A=BK) BK BKM
X = 0 (ALC)}X‘”L[ 0 }r
y = [(C—DK) DK |xs+ DKMr

a qual, permite duas conclusdes muito importantes a respeito
do projeto em estudo.
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Projeto de servomecanismos

@ A equacdo caracteristica do sistema em malha fecha é
det(sl — (A — BK))det(sl — (A—LC)) =0

ou seja, os seus pélos sdo aqueles alocados através da escolha
do ganho de controle K como se o estado estivesse disponivel
para realimentacao e, aqueles alocados através da escolha do
ganho do observador L.

@ Com a transformada de Laplace, determinamos a funcio de
transferéncia

y = [(c ~ DK) (sl — (A~ BK)>_IBKI\/I + DKM| #

F(s)
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Projeto de servomecanismos

@ Estes cdlculos permitem as seguintes conclusoes :

o A estabilidade e o desempenho do sistema em malha fechada
dependem de escolhas independentes dos ganhos K e L.

o A func3o de transferéncia entre a referéncia e a saida é
idéntica aquela obtida via realimentacdo de estado, como se o
estado estivesse disponivel para realimentagdo. Portanto, como
anteriormente, podemos determinar o ganho M de tal forma
que

F(0)=S(0)KM =1

Neste caso, a saida segue com erro nulo um degrau unitario.

@ Estas propriedades decorrem de um resultado mais geral
denominado Teorema da Separacdo.
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Projeto de servomecanismos

@ Tendo sido determinados os ganhos K, M e L é importante
verificar como a estrutura de controle pode ser implementada,
da maneira mais simples possivel. Lembrando que

o= KM?r— Kx,

definimos o ganho escalar h = KM e, aplicando a
transformada de Laplace nas equacdes anteriores, obtemos

K%, = Cu(s)i + C,(s)y
onde

Cu(s) = K(sl—(A—LC)) (B~ LD)
Cy(s) = K(sl—(A-LC)'L
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Projeto de servomecanismos

@ A figura abaixo mostra a implementac3do final do controle que
realimenta apenas as varidveis disponiveis em todo instante de
tempo. Note que as fungdes de transferéncia C,(s) e C,(s)
estdo localizadas na malha de realimentacdo e sdo funcdes
escalares.
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Projeto final

@ Vamos novamente considerar o modelo linearizado de um
péndulo invertido tratado no Capitulo I. Com os dados
numéricos ja fornecidos, a sua representacdo de estado é
expressa na forma:

0 1.0000 0 0 0.0

.o 0 1.9600 0 Lo

N 0 0 1.0000 | 00 | Y
0 0 11.7600 0 0.1

y = [1 0 -1 O]xp

onde as componentes de x, € R* denotam a posigo do carro,
sua velocidade, a posi¢cdo angular do péndulo em relacdo a
vertical e a sua velocidade angular, respectivamente. A
varidvel u denota a forca externa e y é o deslocamento
horizontal do péndulo.
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Projeto final

@ O objetivo € equilibrar péndulo na posicdo vertical e,

simultaneamente, levar o carro para a origem do referencial
inercial adotado. Inicialmente, determinamos os ganhos de
controle K e M.

Ganhos de Controle : Foi obtido através da solucdo do
problema linear quadratico com

Q = diag{1,0,1,0} , p =102

onde apenas os deslocamentos do carro e do péndulo s3o
penalizados. Resolvendo a equacdo de Riccati, determinamos

K= [ —10.0000 —21.4443 342.9299 103.0445 ]

Como o sinal de referéncia é nulo, adotamos h = KM = 1.
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Projeto final

@ A variavel de saida indica que apenas o deslocamento

horizontal do péndulo é medido em todo instante de tempo
t > 0. Com esta informac3o, construimos um observador para
estimar todos os estados do sistema.

Ganho do Observador : A matriz A — BK tem autovalores
—3.4307 £+ 0.1475 , —0.6493 + j0.6399

indicando que os pdélos dominantes tém um fator de
amortecimento de aproximadamente 0.7 e margem de fase de
aproximadamente 70°. Situam-se portanto em valores
adequados. Para o observador, considerando

U=10""1 x diag{1,1,1,1} e \/z = 102, obtemos

L= -252191 —35.9366 —46.1407 —154.7921 |’
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Projeto final

@ Em seguida, determinamos as fun¢des de transferéncia C,(s)
e C,(s) que permitem implementar o controle final projetado.
A seguir, mostramos a simulacdo do deslocamento horizontal
do carro (primeira figura) e do deslocamento angular do
péndulo em relagdo a horizontal (segunda figura). As
seguintes considera¢des sdo pertinentes:

o Em t =0 o carro estd em repouso na origem e o péndulo estd
em repouso em uma posi¢cdo que forma um angulo de 45° com
a horizontal.

o As trajetdrias obtidas com o controle acima determinado est3o
mostradas em vermelho.

o Para mera comparagao, em azul, mostramos as trajetérias
obtidas com o controle de realimentacao de estado com o
mesmo ganho K calculado, assumindo que todos os estados
sejam conhecidos.
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Projeto final

@ Note a grande diferenca entre as trajetérias! O controle via
realimentacdo de estado é muito superior pois dispée de muito
mais informacdes do que simplesmente a saida. Note,
entretanto, que s6 com a medida de y(t) os critérios de
desempenho, inicialmente estabelecidos, sao atendidos.

x(t)
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@ Para os mesmos ganhos de controle K e do observador L,
consideramos dois outros aspectos bastantes relevantes em
qualquer projeto de controle, a saber :

o As versdes digitais dos controladores C,(s) e C,(s) foram
calculadas considerando um SOZ nas respectivas entradas.
Adotou-se o periodo de amostragem T = 30 [ms].

o Para F,(s) =[1000](s/ — (A— BK))"'BKM, determinamos
a matrix M e o ganho h = KM = —10 fazendo com que a
primeira varidvel - deslocamento do carro - do sistema em
malha fechada, acompanhe uma entrada degrau, com erro nulo
em regime permanente.

@ A simulagdo a seguir mostra o carro equilibrando o péndulo e
voltando a origem x = 0. Em t =5 [s], um degrau de
amplitude r = 10 é aplicado indicando que o carro deve
equilibrar o péndulo e se deslocar para a posi¢do x = 10 [m].
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Projeto final

@ A seguir vemos o deslocamento do carro e do péndulo, com os
controladores C,(s), C,(s) e suas respectivas versdes digitais
Cu(z), C,(z). Note a queda no desempenho que se acentua
conforme o periodo de amostragem aumenta, até o limite de
estabilidade que ocorre, aproximadamente, para T = 50 [ms].

Tt [s)
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