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@ Desigualdades Matriciais Lineares, do inglés Linear Matrix In-
equalities (LMls), sdo essenciais na andlise e no controle de
sistemas dindmicos.

Desigualdades Matriciais Lineares

Uma LMI é definida como
A(x) <0

com
n
.A(X) = A+ Z Aix;
i=1
em que A; € R™*™ [ =0,---  n, sdo matrizes simétricas e x; € R
€ a i-ésima componente do vetor x.
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@ Note que A(x) : R" — R™*™ & uma func3o linear do vetor x € R.

Conjunto convexo

O conjunto de todos os vetores x € R" que satisfazem a desigualdade
matricial linear A(x) < 0 é um conjunto convexo.

@ De fato, note que para duas solugdes genéricas x,, xp, € R" o
segmento de reta que liga ambos os pontos é definido por x =
axa+(1—a)x, para 0 < a < 1. Como ambos os pontos so solu¢des,
entdo A(x;) < 0 e A(xy) < 0 e, desta forma, temos

Alx) = Al + (1= a)x)
= aA(x) + (1 - a)A(x)
< 0

em que a segunda igualdade vem do fato de que A(x) é linear.
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@ Um resultado importante usado para linearizar algumas restricoes
ndo-lineares é o Complemento de Schur.

Complemento de Schur

A desigualdade matricial linear

A= [59, 69 <o

é equivalente a qualquer das duas desigualdades ndo lineares
a) S(x) < 0and Q(x) — V(x)'S(x)"1V(x) <0
b) Q(x) <0 and S(x) — V(x)Q(x)"1V(x) <0
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@ De fato, para a parte a), note que S(x) < 0 também implica
que S(x)~! < 0. Como consequéncia, a matriz

069 = |yt 1)

é ndo singular, o que nos permite escrever A(x) = U(x)B(x)U(x)’,
em que

_ [St9 v
B(x) = [ 0 Q(x)—V(x)S(x)! V(X)]

Logo, a matriz A(x) < 0 se e somente se B(x) < 0. A prova
da parte b) é similar.

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp 6 /11



Apéndice - Desigualdades Matriciais Lineares
O000@0000

Desigualdades Matriciais Lineares

Desigualdades Matriciais Lineares

@ Exemplo 1 : Converta as desigualdades matriciais lineares 2x; +
3x0 <7, —x1 +x2 <5 e 2x; — 4xo < —4 na forma matricial.

Resposta :

—7 0 0
Ap=|0 -5 0
0 0 4
2 0 0]
Ai=10 -1 0
0 0 2]
30 0]
Ay=10 1 0
0 0 —4]
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@ Exemplo 2 : Converta a desigualdade nio-linear (x; — 1)? +
2(x2 —2)? < 52, que representa uma elipse com foco em (1,2),
em uma desigualdade matricial linear.

Resposta :
Utilizando o Complemento de Schur, temos que esta desigual-
dade é equivalente a
200 —2)2 =25 x—1
X1 — 1 -1
aplicando o complemento novamente, obtemos
—25 X1 — 1 X — 2
xp—1 -1 0 <0
Xp — 2 0 -1/2

<0

e, assim, as matrizes Ag, A1, Ay € R3*3 podem ser direta-
mente determinadas
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@ Os conceitos que acabamos de apresentar sdo importantes para
resolver problemas de otimiza¢do convexa descritos da forma

ir;(f{c'x o A(x) < 0}

com c € R,

@ No contexto especifico de andlise e projeto de sistemas dindmicos,
o calculo das normas Hy e Hoo de sistemas com funcdo de
transferéncia

Hyz(s) = E(sl — A)7*H +J

pode ser escrito como a solugcdo de problemas desta forma.
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@ A norma H, do sistema H,(s) pode ser determinada a partir
da solugdo do seguinte problema de otimizagdo convexa

|Huz(s)IB = inf {Tx(H'PH) : AP+ PA+E'E <0}
>

@ Note que este problema, de fato, pode ser escrito como

igf{c/x o A(x) < 0}
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@ Assim, considerando a varidvel de decisdo x = [x1, -+, xm],
temos

o X1 X2 o 1 0 01 00
F= [xz XJ - [o o}xﬁ [1 o}xﬁ [0 1]X3>0
S~—— S~—— ~——
F1 Fa F3
(S
AP+ PA+EE=
=(AF+ FRAX + (AR + RAx +(AF+ FRBA)xs + E'E<O0

Desta forma a fungdo objetivo pode ser representada por

inf [Te(H'FiH)  Tr(H'FH)  Te(H'F3H)) x

c’!
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