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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Introducao

O objetivo deste curso € realizar a andlise e o projeto de controle de
Sistemas Lineares Invariantes no tempo (SLIT) considerando a sua
representacao em espaco de estado, ao invés da representacao
em func¢3do de transferéncia, cuja a analise e o projeto de controle ja
foram abordados anteriormente.

O controle via representacdo em espaco de estado é conhecido como
controle moderno e contrasta com o controle cldssico, baseado em
funcdo de transferéncia, nos seguintes pontos :

@ A representacdo em espaco de estado é mais abrangente, pois
permite modelar sistemas lineares ou nao-lineares, variantes ou
invariantes no tempo, com uma entrada e uma saida - SISO
(Single Input, Single Output) ou com vérias entradas e vdrias
saidas - MIMO (Multiple Inputs and Multiple Outputs) de forma
simples e adotando-se 0 mesmo procedimento.
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Introducao

@ Funcdes de transferéncia, por outro lado, sdo definidas apenas
para sistemas lineares invariantes no tempo.

@ No projeto de controle via fun¢ido de transferéncia, o procedi-
mento se baseia em fixar a estrutura do controlador, calculando
uma posicao adequada para seus polos e zeros e, através do lu-
gar das raizes, ajustar o seu ganho de forma a fazer com que os
polos dominantes sejam alocados dentro de uma certa regido
Q, que foi obtida a partir dos critérios de desempenho especi-
ficados no projeto.

@ Note, entretanto, que com esta técnica ndo temos atuacao efi-
caz sobre a posicdo dos polos n3o-dominantes em malha fe-
chada, o que pode levar a comportamentos da saida controlada
que n3o sdo exatamente os especificados.
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Introducao

@ Como ficou claro no curso anterior :

4

Controle classico é baseado na aproximacao de polos
dominantes

@ Alternativamente, ainda no contexto de controle cldssico, a par-
tir da solucdo de equagdes Diofantinas, é possivel alocar todos
os polos em malha fechada do sistema.

@ Porém esta técnica é pouco adotada pois exige a utilizagio
de controladores com dindmicas mais complexas que se traduz
em um aumento considerdvel da ordem do sistema em malha
fechada em relacdo ao sistema em malha aberta original.
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Introducao

@ Neste sentido, a grande vantagem do projeto de controle via
representacdo em espaco de estado em relagcio a abordagem
anterior é o fato de que, sempre que o sistema for controlavel
(propriedade a ser abordada neste curso), o projeto via repre-
sentacdo de estado permite alocar todos os polos em malha
fechada do sistema sem que a utilizacdo de controladores mais
complexos implique no aumento da ordem do sistema em malha
fechada em relacdo ao sistema em malha aberta original.

@ Neste contexto, surge uma pergunta bastante simples porém
essencial :

4

Onde alocar os polos em malha fechada?
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Introducao

@ Note que no controle cldssico o objetivo era alocar os polos
dominantes dentro da regido €, obtida a partir dos critérios
de desempenho (tempo de estabilizagdo e sobrelevagdo), que
foram definidos, exclusivamente, para a fun¢io de transferéncia
em malha fechada de segunda ordem.

@ No caso do controle moderno a decisao de onde alocar os polos
do sistema em malha fechada vem normalmente da solucdo
de um problema de controle étimo que visa minimizar algum
critério de desempenho de interesse definido para o sistema
global. Neste curso, vamos abordar os dois principais critérios
de desempenho utilizados no estudo de sistemas dindmicos, a
saber

o Norma H,
@ Norma Ho
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Introducao

Geralmente ao modelarmos um sistema dindmico real, obtemos um
modelo ndo linear. Considere, por exemplo, um péndulo simples de
massa m, com sua extremidade fixa no ponto P por uma haste rigida
de massa desprezivel e comprimento £ e imerso em um meio com
atrito viscoso b, como ilustrado a seguir :

Profa. Grace S. Deaecto 2, DMC / FEM - U
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Introducao

Utilizando a segunda lei de Newton obtemos o seguinte modelo
matematico do sistema :

me26 + mgsen(#) + bl?9 =0

Trata-se de um modelo n3o-linear de segunda ordem, cuja solucdo
pode ser obtida somente por simulagao numérica. Definindo &1 = 6
eé = 6 como sendo as suas varidveis de estado, obtemos a seguinte
representacdo em espaco de estado do sistema

& =6
&= —zseﬂ(fl) - ;52
Os pontos de equilibrio podem ser obtidos fazendo & = & =0 :

§lte=rKm , &e=0

com k € Z.
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Introducao

Os gréficos com as trajetdrias de (£1,&2) sdo chamados de plano de
fase e apresentados a seguir para vérias condigdes iniciais :

10

¢

&

&

0 5 051 5 10
Os seguintes valores foram adotados £ =1 [m], m =1 [kg], g = 9.8
[m/s?] e b= 1[N s/m]. Note que as trajetdrias podem se comportar

de maneira diferente no entorno de cada ponto de equilibrio.
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Introducao

De maneira geral, uma equacgdo diferencial pode ser descrita por

£(t) = F(£(1)), £(0) = &

em que &(t) € R™ € o vetor de estado e f(§) : R™ — R" define
a funcdo de interesse que descreve sistema. Os pontos de equilibrio
de um sistema dindmico s3o definidos como segue :

Ponto de equilibrio

O ponto & € R™ é dito ponto de equilibrio do sistema & = £(£) se
escolhida a condi¢do inicial £(0) = &, entdo &(t) = &, Vt > 0.

Da definicdo, temos que o ponto de equilibrio pode ser obtido de

f(€e) =0

que, obviamente, pode ter mdltiplas solu¢des.

Profa. Grace S. Deaecto DMC / FEM - Unicamp 12 / 82



Capitulo | : Andlise de Sistemas LIT
000000000 @00000000000000000000000

Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

Considerando novamente o sistema & = f (&) na vizinhanga do ponto
de equilibrio & € R"™, cada componente f;(§), i =1,--- , ny, pode
ser aproximada por série Taylor considerada até a primeira ordem :

Ofi(&e _
-(£~ffe+z el —t) =1,

que pode ser escrita de forma mais compacta como

f(f) ~ f(fe) + A(f - fe)

em que A € R™*"x é uma matriz quadrada com elementos

of; .
S \se)s Iy :1)"')”)(-
agj(g) J

também chamada de matriz Jacobiana de f(§).

ajj =

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

Definindo a varidvel auxiliar x = £ — £, e lembrando que (&) =0,
obtemos a aproximacao linear

x=¢

cujo Unico ponto de equilibrio é a origem x. = 0, ou seja, £ = &..
Neste caso, o sistema apresenta solucdo fechada dada por

E(t) =&+ e — &), V=0

Comentdrios :
@ Esta aproximacgdo é vélida em uma regido préxima do ponto
de equilibrio &e.
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

Para fins de ilustra¢do, vamos linearizar o péndulo para dois pontos
de equilibrio distintos. Note que neste caso

f1(&1,&) = &, h(&1,&2) = —(g/0)sen(&1) — b/més

Assim, temos

_ 0 1
X = 1068 9h() X
agl 852 (éleyéZe)

No caso do péndulo, temos :

Para (&1e,&2¢) = (0,0) : Para ({16, &2¢) = (,0) -

x= [—g/é —(bl/mﬂ * = [g(}e —bl/m} 8
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

Considerando £ = 1[m], m=1[kg], g = 9.8 [m/s?’] e b =1[N's/m]
ja adotados anteriormente, as figuras a seguir apresentam o plano
de fase de ambos os sistemas aproximados para ({1e,&2¢) = (0,0) e
(&1e,&2¢) = (m,0), respectivamente

T ) .
5 e & & & N s o » B

5 6

Comparando com o plano de fase do sistema ndo-linear podemos
observar que o sistema aproximado é adequado somente nas proxi-
midades do ponto de equilibrio.
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

Para sistemas de segunda ordem é possivel saber a priori como o
sistema se comporta em torno do ponto de equilibrio £, através da
andlise dos autovalores da matriz A do sistema aproximado

x = Ax

@ Autovalores reais distintos : Considerando que A # u € R sdo
os autovalores da matriz A€ R?*? e V =[v, v,|] e R?*2¢éa
matriz dos autovetores associada, tais que :

VTIAV = A = diag{\, u}
Logo,
x=VAVix=n=NAg
——
A
com = V7 1x.

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp 17 / 82
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

A solucao do sistema
n=~NAn

é n(t) = eMnyg e, portanto

e 0],
x(t)=V [ 0 e“t} V=ix

Definindo [cx ¢,) = V~1xo obtemos
x(t) = (M) + (e 6.)v,

valido para t > 0.

Se os autovalores forem iguais uma perturbacdo infinitesimal em A
faz com que eles se tornem diferentes e a andlise anterior pode ser
aplicada.

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp 18 / 82
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

&

@ No estavel : Autovalores negativos (A < 0, u < 0)

@ NG instavel : Autovalores positivos (A > 0, u > 0)

Profa. Grace S. Deaecto
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

@ Sela : Autovalores negativo e positivo (A < 0, > 0)

Profa. Grace S. Deaecto DMC / FEM - Unicamp
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

@ Autovalores complexos : Considerando que os autovalores e
os autovetores sdo da forma o + jw e v, + jv, em que 0 € R,
weRev, €R? v, € R? ¢, portanto :

—Ww o

VIAV = A = [U “’]

e V=[v, v,]. Procedendo de forma similar a realizada
anteriormente, temos

comn = V7 1x,

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp 21 /82
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

Considerando 7(t) na forma polar, ou seja

_ [r(t)cos(o(t))
n(t) = [r(t)sen(qb(t))}

e aplicando no sistema 1 = Az, obtemos

F cos(¢) — rsen(¢)d = ro cos(¢) + rwsen(o)
Fsen(¢) + rcos(¢)d = rosen(p) — rw cos(¢)

De ambas as equag¢bes acima, obtemos F = ro e ¢ = —w o que
nos permite concluir que

r(t)=e"%¢, &(t) = —wt+c,

onde as constantes ¢, e ¢, dependem das condig¢Oes iniciais.

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp 22 /82
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

Da mudancga de varidvel adotada x = V7, temos

B cre’t cos(c, — wt)
x(t) = \[V" v“’l cr€e%tsen(c, — wt)
v
0 que resulta em
x(t) = (c,e7" cos(c, — wt))vy + (cre7fsen(c, — wt))v,

para todo t > 0.

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

@ Foco estavel : Autovalores complexos (o < 0)
@ Foco instavel : Autovalores complexos (o > 0)
@ Centro : Autovalores complexos (o = 0)

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

Considere agora, um sistema mais geral com entrada de controle
uy € R™, ou seja, & = f(&, uy) onde o objetivo ¢ estabililizé-lo em
torno de um ponto genérico £.. Neste caso, precisamos calcular o
valor de up,e da forma

f(fea UNe) =0

que sera responsdvel por manter o sistema em equilibrio na posicao
desejada. A linearizagcdo segue o mesmo procedimento anterior, mas
considerando também a entrada de controle

fi(&, u) ~ fi(Ee, Une)+
. Z 8f fe, UNe) (5 fej) + %&:Ne)(ka - UNek)
k=1

para todoi=1,---  ny.
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

Definindo u = uy — upe a expressdo anterior pode ser escrita de
forma mais compacta como

em que
of; of;
dij = a_flj(feyUNe) , bk = au—,\llk(feaUNe)
parai,j=1,-- ,ncek=1---,n,.

Para o péndulo estudado, acrescentando um torque de controle uy
no sistema, temos

&1=6

&= —%Seﬂ(&) - %52 + uy

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

Se desejarmos equilibrar o péndulo na posigdo (£1e,&2¢) = (7/4,0)
o valor de upe necessdrio é

e o sistema linearizado fica

= |z /o —bl/m} X*ﬂ”

A B

Utilizando os valores numéricos apresentados na pag 16, podemos
notar através dos autovalores {—1.0 & 2.43j} da matriz A que o
ponto de equilibrio do sistema é um foco estavel.

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Motor CC

Vamos agora retomar o modelo do motor CC estudado no curso
anterior e cujo esquema estad apresentado na figura a seguir :

¢
~
G

S

Este motor com momento de inércia J,, movimenta uma carga com
momento de inércia J. e coeficiente de atrito viscoso torcional b.
A transmiss3o de forca entre o motor e a carga é feita através de

engrenagens com raios I'm € rc.
DMC / FEM - Unicamp
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Motor CC

Utilizando a relagdo rn¢ = rc6, com ¢ = r./rp, obtemos a equagio

da parte elétrica
d d
L—i+Ri=V—Kc—
%' + Ri Cdte

e mecanica do motor
(Je + Imc®)0 + b = cKi

Como pode ser notado o sistema € linear. Assim definindo x; =i e
xp = v = 0, obtemos a seguinte representacdo em espaco de estado

[k

y:[O 1]x

em que J7 = Jo + Jmc?.

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Motor CC

Considerando os dados numéricos ¢ = 2, K = 1/2 [volts.s], J. =
10 [kg.m?], Jm = 1 [kgm?], b=1.0[N.mss], L=1[H]e R = 1[Q]
obtemos que os autovalores {—0.91, —0.15} da matriz A indicam
que a origem é um ponto de equilibrio do tipo né estavel. Aplicando
um degrau de 100 [volts] obtemos :

50

a5t

a0t

351
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Motor CC

@ Verificamos que o sistema atinge o regime permanente com
uma velocidade angular de 50 [rad/s].

@ A mudanga em qualquer pardmetro, por exemplo b que é um
fator que depende do meio, exige que a tensdo de entrada seja
recalculada.

@ Nosso objetivo ao longo deste curso é realizar o controle em
malha fechada de forma a assegurar um bom desempenho
tanto no regime transitério como no regime permanente.

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Péendulo Invertido

O outro modelo de nosso interesse é o péndulo invertido cujo es-
quema estd apresentado a seguir.

A

O modelo matematico n3o-linear que descreve o seu comportamento
é o seguinte :

(M + m)i, — mlsen(¢p)d — ml cos(4)¢p? = F
(¢ — sen(¢)%, + g cos(¢) =0

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Péendulo Invertido

Definindo as varidveis de estado do sistema como sendo &; = x,,
& = Xp, 3 = ¢, &4 = ¢ podemos escrever

M+ m —mfsen(&)} [52} _ ['M cos(£3)65 + F
—sen(&3) 14 &l —g cos(&3)

w(e) ()

Fazendo & = W(£)71Q(€) obtemos a seguinte representacio em
espaco de estado do sistema n3do-linear

& & 0

. m{ cos(&,){f —mgsen(&3) cos(&3) 1

€] _ (M+m)—msen?(€3) L | trEmmea@) | g
f3 ff 3

- mésen(&3) cos(€3)€2 —(M-+m)g cos(€3) sen(&3

S 3&M—&-m)s‘f—‘lmésenz(§3)g : (M+m)¢—mfsen?(&3)

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp 33 /82
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Péendulo Invertido

Linearizando o péndulo em torno de x,. = 0 e ¢. = /2 e definindo
X1 = Xp — Xpe, X2 = X1, X3 = @ — (e € X4 = X3, obtemos o modelo
linearizado

(M + m)so — mlsq = F

f)'(4—)'(2—gX3:0

o que nos fornece o seguinte modelo em representacdo em espaco

de estado
01 0 0
) 0 0 % 0 %
oo 0 1|*"|o]|F
M+m 1
0 0 G (i

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Utilizando os dados numéricos M = 10 [kg], m = 2[kg], ¢ =
1[m] e g = 9.8[m/s?] podemos verificar através dos autovalores
{0,0,3.42, —3.42} da matriz A que o sistema é instavel.
Entretanto, aplicando a seguinte lei controle em malha fechada

F(t) = 10x1(t) + 50x2(t) — 300x3(t) — 100x4(t)

o sistema torna-se estavel como pode ser verificado a seguir.

Um dos nossos objetivos neste curso é projetar de forma adequada
a for¢a de controle F(t).

Profa. Grace S. Deaecto
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Introducdo : Sistemas N&o-Lineares

Linearizacao

@ Com esta pequena introdugdo sobre sistemas nao-lineares deixa-
mos explicito que a teoria que serd desenvolvida no decorrer
deste curso, exclusivamente para sistemas lineares e invariantes
no tempo, é totalmente aplicavel e implementdvel nos sistemas
dindmicos reais que sdo geralmente ndo-lineares desde que as
trajetdrias sejam consideradas em uma distancia adequada do
ponto de equilibrio.

@ A medida desta distancia varia de sistema para sistema e, por-
tanto, a validade do projeto de controle realizado para o sistema
linearizado deve sempre ser aplicada no modelo n3o-linear e
avaliada posteriormente via simulagdo numérica.
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Representagdo de Estado : Tempo Continuo

Representacao de Estado

Qualquer equacio diferencial de ordem n, pode ser convertida em n,
equacdes diferenciais de primeira ordem. Este sistema de equac¢des
diferenciais, geralmente acoplado, é chamado de representacao em
espaco de estado. Para um sistema LIT a tempo continuo a repre-
sentacdo na forma matricial é dada a seguir

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo
y(t) = Cx(t) + Du(t)

em que x € R™ é o estado, u € R™ é aentrada e y € R é a saida
do sistema. As matrizes (A, B, C, D), de dimensdes compativeis, e a
condicdo inicial xp € R"™ devem ser determinadas de tal forma que
y(t) coincida com a solugdo da equagdo diferencial em estudo para
todo t > 0. A primeira equacio é chamada de equacio dindmica e
a segunda de equacado de saida.
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A solucdo geral da equagdo dindmica € a seguinte
t
x(£) = (£, 0)x0 + / (t,7)Bu(r)dr
0

em que ®(t,7) é chamada de matriz de transicdo de estado.

Matriz de transicao de estado
A matriz de transi¢do de estado ®(t,7), correspondente ao sistema

x(t) = A(t)x(t), é definida como sendo uma fun¢do matricial de
dimensao n, X n, satisfazendo
9 o(t,7) = A(t)o(t. 7)
at b - b
o(r,7) =1

Note que a matriz ®(t,7) é responsével pelo regime transitério do

sistema.
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Exponencial de Matrix

Para qualquer matriz quadrada A € R™*™ define-se a fun¢do ex-
ponencial de matriz como sendo

et = i (A.f)i =/+At+ = (At)2 (At)

- /!
i=1

Para o sistema LIT que estamos estudando
o(t, ) = A7)

Note que ela satisfaz as duas condi¢es apresentadas anteriormente
(Verifique!).
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Além disso, a solucdo geral da equacdo dinamica, fica
t
x(t) = e™xp + / A=) Bu(r)dr
0

Alternativamente, para sistemas LIT, esta solucdo pode ser obtida
via transformada de Laplace inversa, levando em conta a seguinte
definicdo :

Transformada de Laplace da Funcdo Exponencial de Matriz

A transformada de Laplace da funcio e”t definida para todo t > 0
é dada por

L{e") = (sl — AL

definida no dominio D = {s € C : Re(s) > maxRe(\;)} sendo \;
parai=1,--- , n, os autovalores de A.
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Representacao de Estado

Aplicando a transformada de Laplace nas equac¢des de estado,
obtemos
R(s) = (sl — A)txo + (sl — A)"'Bii(s)

O que nos fornece
y(s) = C(sl — A)"Ixo + (C(sl — A)"'B + D) i(s)

Go(s) G(s)

com :
o go(t) = L7H{Go(s)} = Ce*txp que depende somente das
condicdes iniciais.
o g(t) = L7H{G(s)} = Ce*B + D4(t) é a resposta ao impulso,
obtida para condi¢des iniciais nulas.
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Note que a fung¢do de transferéncia G(s) é dada por

G(s) = CAdj(sl — A)B + det(sl — A)D
)= det(sl — A)

Assim a solucdo da equacido caracteristica

det(s/ — A) =0

fornecem os polos de G(s), que sdo também os autovalores de A.

Solu¢do da Equacdo de Estado

A solucao da equacgdo de estado é dada por

t
x(t) = e’txg +/ A7) By(r)dr
0

y(t) = Cx(t) + Du(t)
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Finalmente, é importante notar que a representacdo de estado nao
é tnica. Unicas sdo a funcdo de transferéncia G(s) e, dada as
condigdes iniciais, a fungdo Gy(s). De fato, o sistema definido pelas
matrizes (A, B, C, D) possui a mesma funcdo de transferéncia G(s)
do sistema definido pelas matrizes (FT*Al,T~1B, CI, D) em que
I € R™*" ¢é qualquer matriz ndo-singular e recebe o nome especial
de Transformacdo de Similaridade.

Isto pode ser facilmente verificado fazendo
G(s)=C(sl —A)'B+D
= Cr(sl = *AN~r-'B8+ D
Além disso, observe que
det(s/ — TLAT) = det(I (sl — A)I)
= det(MF1)det(sl — A)det(I) = det(s/ — A)
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Formas Candnicas

Considere um sistema SISO LIT de ordem n, com a seguinte
funcdo de transferéncia

y(s) 1
G(S) - = = fx - o
a(s) o ais
com a; € Rparai=1,--- ,nyea, =1. A equagio diferencial

correspondente é dada por
n .
X dly
Zaiﬁ(t) = u(t), Vt >0
i=0
que na forma compacta pode ser escrita como
Dly(t)] = u(t)

em que D[y] é o operador diferencial.
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Formas Candnicas

Para D[y(t)] = u(t) com a,, = 1, podemos definir as seguintes
varidveis de estado :

Xl(t) .
x(t)=| |, xi(t) =y (), i=1,---,n,
an(t)

que implicam nas matrizes

0 1 0 0 8
0 0 1 0

0
—dp —ar —az -+ —ap-1 1
C=[1 00 - 0], D=]0
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Para o caso mais geral em que

G(S) — 5)(5) o 27;0 b,’Si

i(s) — Ylpais’

temos que o sistema correspondente D[z] = N[u], com N[u] =

v obj ()(t) sendo um operador diferencial de ordem n, < n,—1,
i=0 Diy p
pode ser reescrito como

Di¢]=u, y=N[]
Assim, definindo as varidveis de estado como sendo

Xl(t)

Profa. Grace S. Deaecto
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As matrizes A e B sao as mesmas, entretanto, temos
y(t) = N[(] = Zbc“ me

0 que nos permite determinar as matrizes de sal'da como sendo
C= [bo by by --- 0], D =10]
Para funcdes de transferéncia préprias (n, = ny), podemos escrever
9(s) _ Xoto(bi — bpap)s’
G(s) =23 = A T bn
i(s) D io ais
an, = 1 e, neste caso, a representacao de estado € obtida de maneira
andloga, mas com D = b,,.

Esta representacdo estd na forma candnica controldvel, que como fi-
cara claro posteriormente, é muito conveniente para testes de contro-
labilidade e projetos de controle.
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Alternativamente, poderiamos descrever qualquer sistema SISO

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(0) = xo
y(t) = Cx(t) + Du(t)

com uma representacdo mais adequada

%(t) = Ax(t) + Bu(t), %(0) = %
y(t) = Cx(t) + Du(t)

dependendo da aplicacdo de interesse, utilizando uma transformacao
de similaridade ' conveniente. As duas representagdes mais utiliza-
das sdo aquelas que facilitam o projeto de controladores e observa-
dores de estado, chamadas de forma candnica controldvel e forma
canonica observével.
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Forma Canodnica Controlavel

A forma candnica controlavel é definida pelas matrizes (/Z\, B, C, 5)
com estrutura dada na pag 38 e podem ser obtidas a partir de
qualquer representagdo (A, B, C,D) e uma matriz [ adequada.

De fato, redefinindo x = 'X obtemos o sistema anterior com

(A,B,C, D)= (rAr,r-1Bs,cr, )
el =CM em que

C=[B AB A’B ... A™"1B]
€ chamada de matriz de controlabilidade e
[ al dy - a,,X_l 1_
ar az - 1 0
M= : , an, =1
dn,—1 1 0 0
1 0 0 0]
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Forma Candnica Observavel

Note que esta forma candnica exige que I seja invertivel. Uma vez
que det(M) = (—1)™~1 sempre existe, entdo a matriz de contro-
labilidade C deve ser ndo singular. Na forma candnica observavel as
matrizes (A, B, C, ﬁ) s30 as seguintes

- - -/

0 0 0 —a 0
10 0 -—a 0
A=rtar= |0 1 0 -2 | C=cr=|:
Do : 0
_0 o --- 1 —anx,l_ _1_

e B=T"1Be D =D obtidas com a transformacio

r=(mMmo)™
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Forma Candnica Observavel

Nesta transformacdo

CA
O— | CA?

can1

é chamada de matriz de observabilidade. Além disso, assim como no
caso anterior a inversa O~1 deve existir para que a transformacio
seja possivel.

Para qualquer que seja a transformacdo de similaridade I adotada,
as matrizes N N
A=T7Al ou A=TAr!

sao ditas similares.
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Discretizacao

t Contr. Digital —ﬁ

A/D Sensores Atuadores | D/A

Sistema Real

Na verdade, o que normalmente ocorre na pratica é que o sistema a
ser controlado é continuo, mas o esfor¢o de controle u(t) é sinteti-
zado por um controlador digital e, portanto, é constante por partes,

ou seja

u(t) = u(tk), Yt € [tk, tkr1)
em que ty e txy1 S3o instantes de amostragem sucessivos satisfa-

zendo ty41 —ty =T >0e T é o periodo de amostragem.
DMC / FEM - Unicamp
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Discretizacao

Considerando um instante de tempo t € [ty, tx+1) temos da equagado
dindmica obtida que

t
x(t) = e x(t)) + / AT B u(ty)

ty
t—ty
= AW x(ty) + / e Bdy  u(ty)
0
onde foi utilizada a mudanca de varidvel vp = t — 7. Logo nos

instantes de amostragem, temos

;
X(tk+1) = eATX(tk)+/O e"Bdy u(t)
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Discretizacao

Isto nos permite obter o modelo discretizado

x(k +1) = Agx(k) + Bqu(k), x(0) = xo
y(k) = Cx(k) + Du(k)

em que as matrizes (Ayg, By) podem ser obtidas da exponencial

QAT _ [Ad Bd:|

0o I/

com
A B
“=[o )
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Representacao de Estado

De fato, note que

-1
AT _ o1 [SI—A —B}

0 s
_ [l =A)TE (sl —A)T'B
ﬁeAT{ [fTeE‘)TBdT Afl Bg }}
[

Por enquanto as matrizes de saida do sistema a tempo discreto serdo
consideradas idénticas as do sistema a tempo continuo. Posterior-
mente, para fins de projeto da lei de controle u(tx), as matrizes
(C4, Dy) serdo determinadas de forma conveniente para que o de-
sempenho dos sistemas a tempo discreto e a tempo continuo sejam
idénticos.
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Representacao de Estado

A representacao de estado de um sistema LIT a tempo discreto pode
ser descrita na forma matricial como sendo

x(k 4+ 1) = Ax(k) + Bu(k), x(0) = xo
y(k) = Cx(k) + Du(k)

em que x € R™ é o estado, u € R"™ é a entrada e y € R € a saida
do sistema. As matrizes (A, B, C, D), de dimensdes compativeis, e a
condicdo inicial xg € R" devem ser determinadas de tal forma que
y(k) coincida com a solu¢do da equacdo a diferencas em estudo para
todo kK € N. A primeira equacdo é chamada de equacdo dindmica e
a segunda de equacgado de saida.
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A solucao geral da equagdo dindmica € a seguinte
k—1
x(k) = ®(k,0)x0 + Y _ d(k, £+ 1)Bu()
=0
em que ®(k, /) é chamada de matriz de transicdo de estado.

Matriz de transicao de estado

A matriz de transicdo de estado ®(k,¥¢) € R™*™ correspondente
ao sistema x(k +1) = A(k)x(k), é definida como sendo uma fungao
matricial satisfazendo

o(k, 0) = A(k — 1)A(k — 2) - - A(¢)

O(k+1,0) = A(k)P(k, 1)
o, 0) =1

para k > /.
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Representacao de Estado

De fato note que de x(k + 1) = A(k)x(k) temos
x(1) = A(0)x(0)
x(2) = A(1)A(0)x(0)
x(3) = A(2)A(1)A(0)x(0)
x(k) = A(k — 1)A(k — 2) - - A(0) x(0)

®(k,0)

Também podemos escrever
x(k) = ®(k,O)x(£), k> ¢
Para o sistema LIT que estamos estudando

®(k,0) = Ak=*
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Representacao de Estado

Logo, a solucdo geral da equagdo dindmica, fica

k—1
x(k) = Afxo + )~ AT Bu(0)
=0

Para sistemas LIT, esta solucdo pode ser obtida via transformada
de Z inversa, levando em conta a seguinte defini¢do :

Transformada Z da Funcao Poténcia de Matriz

A transformada Z da funcdo AX, k € N é dada por

Z{ARY = z(zl — AL

definida no dominio D = {z € C : |z| > max |\;|} sendo \; para
i=1,---,ny os autovalores de A.
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Representacao de Estado

Aplicando a transformada Z nas equacgdes de estado, obtemos
R(z) = z(zl — A)"xo + (21 — A1 Bi(z)
o que nos fornece

9(z) = C(zl — A)tzxg+ (C(zl — A)"'B+ D) ii(2)

G;(Z) G(z)

com :
o go(k) = Z71{Gy(z)} = CA*xg que depende somente das
condicdes iniciais.
o g(k) = 1{G(z)}—{ A"DlB ’Zitl) é a resposta ao

impulso, obtida para condicdes iniciais nulas.
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Solu¢do da Equacdo de Estado

A solucao da equacgdo de estado é dada por

k—1

x(k) = Afxo + ) - A< Bu(¢)
(=0

y(k) = Cx(k) + Du(k)

Como observado no caso continuo, é importante notar que a repre-
sentacdo de estado no caso discreto também n3o € Unica. Unicas
sdo a fungdo de transferéncia G(z) e, dada as condi¢des iniciais, a
fungdo Go(z).
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De fato, o sistema definido pelas matrizes (A, B, C,D) possui a
mesma fun¢3o de transferéncia F(s) do sistema definido pelas ma-
trizes (("YAF,T~1B, CI, D) em que I € R™*™ ¢ qualquer matriz
ndo-singular e recebe o nome especial de Transformacdo de Simila-
ridade.

Isto pode ser facilmente verificado fazendo
G(s)=C(zl —AB+D
= ClN(zl —T*AD 1B+ D
Além disso, observe que
det(zl — T71AM) = det(F (2l — A)I)
= det(I l)det(zl Adet(T)
= det( A)
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Formas Candnicas

Considere um sistema SISO LIT de ordem n, com a seguinte funcdo
de transferéncia

y(2) 1
G(z) = = .
SO R S
com a; € Rparai=1,--- n,ea, =1 A equagio a diferencas

correspondente é dada por
nx
> aiy(k+i) = u(k), Yk €N
i=0

que na forma compacta pode ser escrita como
Dly (k)] = u(k)

em que D[y] é o operador a diferengas.
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Para D[y(k)] = u(k) com a, = 1, podemos definir as seguintes
varidveis de estado :

x1(k)
x(k) = : , xi(k)=ylk+i—=1), i=1,--- ny
an(k)
que implicam nas matrizes

0 1 0 0 8
0 0 1 0

—ay —ay —a - -—a 0
0 1 2 n—1 1
C=[1t 00 - 0], D=]0]
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Formas Candnicas

Para o caso mais geral em que

o Ny b i
G(z) = 1) _ Lizobiz
i(z)  >gaiz
temos que o sistema correspondente D[(] = N[u], com N[u] =

Yoo biu(k+1i) sendo o operador a diferengas de ordem n, < n,—1,
pode ser reescrito como

Di¢]=u, y=N[]
Assim, definindo as varidveis de estado como sendo
x1(k)

x(k) = : s xi(k)=C(k+i—1), i=1,---,ny
Xn, (k)

Profa. Grace S. Deaecto
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As matrizes A e B sao as mesmas, entretanto, temos
ny ny
y(k) = NCI = D bic(k +1) = > bixia (k)
i=0 i=0

0 que nos permite determinar as matrizes de saida como sendo
C= [bo by by --- 0], D =10]
Para funcdes de transferéncia préprias (n, = ny), podemos escrever

y(z) _ 2o(bi — bpaj)z’
G(z) =% = A + bn
i(z) ditpaiz
e, neste caso, a representacdo de estado é obtida de maneira andloga,
mas com D = b,,.

Esta representacdo estd na forma candnica controlavel.
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Formas Candnicas

As matrizes nas formas candnicas controlavel e observavel, podem
ser obtidas a partir de qualquer representacdo em espaco de estado
(A, B, C, D) utilizando as transformagdes de similaridade :

@ [ = CM para a obtengdo de
(A,B,C,D)= (r"*Ar,r—1B,cr,n)

na forma candnica controlavel.
o [ = (MO)! para a obtencio de

(A, B,C,D)= (rtAr,r-1Bs,cr,n)

na forma candnica observavel.
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Matrizes Simétricas

Antes de prosseguir, vamos apresentar a classe de matrizes simétricas
e suas propriedades, cujos conceitos serdo fundamentais nos desen-

volvimentos que seguem. Uma matriz quadrada e real Q@ € R"*" ¢
dita simétrica se os seus elementos s3o tais que

qij = qji

para todo 1 < /,j < n. Neste caso, temos que a igualdade Q = Q’
é verificada.

Matrizes Simétricas

Seja Q € R™™ uma matriz simétrica, entdo as seguintes afirmacdes
sdo verdadeiras :

© Todos os seus autovalores {A1,- -, A,} sdo reais.

@ Todos os seus autovetores {vy,- - ,v,} sdo reais. Além disso,
autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais.

4
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Matrizes Simétricas

@ Primeira afirmacao : Para mostrar que todos os autovalores
sdo reais, basta multiplicar Qv = Av a esquerda por
v™ = (v*)". Assim, temos

(~)

vVIQV = \vTv —3 v Qv = \Fv”

igualando o lado direito de ambas as igualdades temos
(A=A )v~v = 0. Como v # 0, isto implica que

A=\

e, portanto, A deve ser real.
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Matrizes Simétricas

@ Segunda afirmacao : Para mostrar que os autovetores s3o
reais, temos

M =—Qv=0"% (A — Qv =0

onde foi considerado na segunda igualdade que A é real e Q é
simétrica. Logo v é real pois v = v*. Agora, considerando
Qv; = Aivi e Qvj = \jv; e fazendo

VJ{QV,' = )\,-va,- e v,-’ij = )\jv,-’vj
Calculando o transposto da primeira igualdade e comparando
o resultado com a segunda, obtemos

(A = A)viv; =0

N P
Como A; # \j entdo v;v; = 0 indicando que
vi € vj sdo ortogonais
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Matrizes Simétricas

Mesmo se houver coincidéncia de alguns autovalores, podemos de-
terminar os autovetores associados mantendo a ortogonalidade entre
eles. Portanto, podemos determinar os autovetores v; € R" de tal
forma que

1, i=j
/.. — 9
1 { 0, i#j
e formar a matriz V = [vi,---,v,] € R™" denominada matriz
unitdria pois
VV=I=Vv1i=V

Para determinar a inversa de uma matriz unitdria, basta calcular a
sua transposta !
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Matrizes Simétricas

Uma matriz simétrica é definida positiva (Q > 0) se
X'Qx >0, Vx#0cR"

de maneira similar podemos definir Q > 0 (semidefinida positiva),
Q@ < 0 (definida negativa) e Q < 0 (semidefinida negativa).

Matrizes simétricas

Seja @ € R™"™ uma matriz simétrica com autovalores \;, i =
1,---.n:

® >0 se e somente se A\; > 0,....\, > 0.

® @ >0 se e somente se A\; > 0,....\, > 0.

@ Q < 0 seesomentese \; <0,...,.\, <0.

@ <0 seesomentese \; <0,....\, <O0.
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Matrizes Simétricas

De fato, com a matriz V = [vl v,,] € R™" temos
V'QV = V'VA
=A
sendo A = diag{A1,--- ,A\,}. Como V é unitdria, podemos escrever

Q@ = VAV’ e, portanto :

X' Qx = (V x)/\ Z)\,X,

X X

Como V é n3o singular, x # 0 sse x # 0, entdo x' Qx > 0 para todo
x # 0 sse todos os seus autovalores forem positivos. Os demais casos
decorrem de forma similar.
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Critério de Lyapunov

Além dos critérios de Nyquist e de Routh-Hurwitz, necessarios e su-
ficientes para o estudo de estabilidade de sistemas LIT, outro critério
igualmente importante é o critério de Lyapunov.

Este critério é bastante geral e se aplica a sistemas dindmicos lineares
ou ndo-lineares, a tempo continuo ou discreto, descrito através de
suas equacoes de estado. A ideia central é a seguinte :

@ Considerando v(x) uma fungdo que mede a distdncia de um
ponto genérico x € R™ até o ponto de equilibrio x, tendo,
portanto, as caracteristicas :

a) v(x) > 0 para todo x # x. e v(x) = 0 para x = x
Se para toda condig¢do inicial x(0) = xp a fungdo v(x(t))
diminuir e tender a zero no decorrer do tempo, ou seja :

b) v(x) < 0 para todo x # x.
entdo o ponto x. é dito globalmente assintoticamente estavel.
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Critério de Lyapunov

O critério de Lyapunov se baseia na escolha da funcido de Lyapunov
v(x) e na imposi¢do de que v(x) < 0, Vt > 0.
Considere um sistema LIT descrito por

x = Ax, x(0) = xo

que como j& mencionado, possui a origem como dnico (det(A) # 0).
Escolhendo v(x) = x’Px com P > 0 e derivando em relagdo ao
tempo, obtemos

v=xPx+x'Px=x(AP+ PA)x
Assim, dada @ > 0, se existir P > 0 solucdo da chamada equacdo
de Lyapunov :
AP+ PA=—-Q

entdo v(x) = —x'@x < 0, Vx # 0 e o sistema é globalmente
assintoticamente estdvel.
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Critério de Lyapunov

Critério de Lyapunov

A matriz A é Hurwitz estdvel se e somente se para uma matriz
Q@ > 0 arbitraria dada existir uma matriz simétrica definida positiva
P satisfazendo a equacdo de Lyapunov

AP+PA+ Q=0

o / & o s . oo
Ademais, P = fooo eANtQeftdt > 0 é solugdo Unica desta equacao.

4

Como as matrizes P e @ s3o definidas positivas, existe « suficien-
temente pequeno tal que 2aP < Q. Portanto

v(x) < —2av(x) = v(t) < e 2*ty(0)
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Critério de Lyapunov

Ou seja v(t) tende a zero e, da mesma forma, x(t) tende ao ponto
de equilibrio x. = 0 assintoticamente. Note que quanto maior o valor
de a, maior é a velocidade com que x(t) se aproxima da origem.

De fato, note que de —Q < —2aP, temos
(A+al)P+PA+al)<0

o que indica que todos os autovalores de A sdo tais que Re(\;(A)) <
—a, Vi={1,--- ,nc}:

@ « é chamada de taxa de decaimento do sistema

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp 77/ 82



Capitulo | : Andlise de Sistemas LIT
[e]e]ele] Telelele}
Estabilidade : Critério de Lyapunov

Critério de Lyapunov

Para o sistema dindmico assintoticamente estavel
x = Ax, x(0) = xo
y = Cx

que a partir de xp € R™ produz uma saida y(t) — 0 quando t — o0,
desejamos avaliar a qualidade do transitério através do célculo do
indice o
J= [ e vieyer
0
Com a solugdo P >0 de AP + PA = —C'C o que indica v(x) =

—y'y, temos

J=- /OO vdt = v(xg) — v(x(o0)) = x{Pxo
J0 ‘:0
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Critério de Lyapunov

Um raciocinio andlogo pode ser desenvolvido para obter as condicoes
de estabilidade de um sistema a tempo discreto descrito por

x(k 4+ 1) = Ax(k), x(0) = xo

que possui a origem como tnico ponto de equilibrio (det(/—A) # 0).
Escolhendo novamente v(x) = x’Px com P > 0, obtemos

v(x(k +1)) — v(x(k)) = X' (A'PA — P)x

Assim, dada @ > 0, se existir P > 0 solucdo da chamada equacio
de Lyapunov :

APA—P=-Q
entdo v(x(k + 1)) — v(x(k)) = —x(k)'Qx(k) < 0, Vx #0 e o
sistema é globalmente assintoticamente estavel.

Profa. Grace S. Deaecto 2 DMC / FEM - Unicamp 79 / 82



Capitulo | : Andlise de Sistemas LIT
000000800

Estabilidade : Critério de Lyapunov

Critério de Lyapunov

Critério de Lyapunov

A matriz A é Schur estdvel, ou seja, possui todos os seus autovalores
no interior do circulo unitdrio (|A\;/(A)| < 1, Vi=1, --- ,ny) se e
somente se para uma matriz @ > 0 arbitraria dada existir uma
matriz P > 0 satisfazendo a equacdo de Lyapunov

APA-P+Q=0

Ademais, P = >"77 A’kQAK > 0 é solucdo tnica desta equacio.

4

Como as matrizes P e Q sdo definidas positivas, existe 3 suficien-
temente pequeno tal que P < Q. Portanto

v(k +1) < (1 - B)v(k) = v(k) < (1 - B) v(0)
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Critério de Lyapunov

Ou seja v(k) tende a zero e, da mesma forma, x(k) tende ao ponto
de equilibrio x, = 0 assintoticamente. Note que quanto mais o valor
de 8 — 1, maior é a velocidade com que x(k) se aproxima da origem.

Para o sistema dindmico assintoticamente estavel

x(k 4+ 1) = Ax(k), x(0) = xo
y(k) = Cx(k)

que a partir de xp € R™ produz uma saida y(t) — 0 quando t — oo,
desejamos avaliar a qualidade do transitério através do célculo do
indice

J=) y(k)y(k)
0

[ee]

k
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Critério de Lyapunov

Note que a solucdo P > 0 de A/PA— P = —C'C fornece
v(x(k + 1)) — v(x(k)) = —x(k)' C'Cx(k)
= —y(k)'y(k)

Somando ambos os lados de k = 0 a kK — oo temos
v(x(00)) = v(x(0)) = = > y(k)'y (k)
k=0

Como v(x(o0)) = 0 pois o sistema é assintoticamente estavel,
concluimos que

[e.e]

J= Zy(k)’y(k) = xyPxo
k=0
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