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1 Introducao e Motivacao

Sistemas dinamicos com comutacdo sao compostos por um numero fi-
nito de subsistemas e uma regra que seleciona a cada instante de tempo um
deles. No contexto deste trabalho, esta regra é uma varidvel de controle
que deve ser determinada de forma a garantir estabilidade e desempenho do
sistema global. Atualmente o interesse no estudo destes sistemas é crescente
devido a sua aplicacao em varias dreas da engenharia como em eletronica
de poténcia e controle de sistemas em rede. Ademais, eles possuem carac-
teristicas intrinsecas importantes que permitem, por exemplo, obter uma
trajetéria estdvel mesmo que todos os subsistemas sejam instdaveis, ou me-
lhorar o desempenho do sistema como um todo, quando comparado com
cada um dos subsistemas isolados.

A literatura apresenta varios trabalhos relacionados & andlise de estabi-
lidade e certificacao de desempenho para sistemas lineares, entretanto, ela é
escassa quando se trata de sistemas afins com comutacao.

Uma vez que estou matriculado no programa PIC(E] da FEM, o meu
projeto de mestrado serd uma continuagao natural dos trabalhos realizados
durante este trabalho de graduag@o e minha iniciagdo cientifica, apoiada
pela FAPESP.

O objetivo deste trabalho foi a realizacao de estudos sobre analise de
estabilidade e desempenho de sistemas lineares com comutagao a tempo
discreto. Desta forma uma base tedrica foi fundamentada possibilitando o
estudo de sistemas afins com comutacao a tempo discreto, assunto ainda em
aberto na literatura.

Foram realizadas, com o auxilio do MATLAB algumas simulacoes que

ilustram os estudos aqui realizados e apresentados nas proximas segoes.

2 Descricao do sistema LIT

Seja o sistema discreto linear invariante no tempo (LIT) representado

pelo seguinte conjunto de equacgoes a diferencas:

z(k+1) = Ax(k)+ Hw(k), z(0) =0 (1)
y(k) = Ex(k) + Guw(k), (2)

!Programa de Incentivo & Capacitacio Cientifica



onde z(k) € R" é o vetor de estados do sistema, w(k) € R™ é a entrada
externa, y(k) € R™ é o vetor de saidas e A € R"™*" H ¢ R"=*"w,
E € Rmw*Me ¢ G € R™>*™ g0 matrizes que definem o sistema. Sua fungéo

de transferéncia é dada por
Hyy(z) = B(zI — A)'H+G (3)

2.1 Estudo de estabilidade

Para o estudo da estabilidade vamos utilizar o critério de Lyapunov e
considerar o sistema mais simples com w(k) = 0, evoluindo de uma condi¢ao
inicial arbitraria

x(k+1) = Azx(k), (0) = xg (4)

Adotando a fungao de Lyapunov v(x) = zT Pz, P > 0 que, claramente,
apresenta as caracteristicas de uma fungao distancia, como descrito em [16]

e [20], ou seja

o v(x) >0, x #0;
e v(z) é ilimitada para x € R™ ilimitado.
temos que, definindo Av(z) = v(z(k + 1)) — v(z(k)), se
o Av(z) <0, Vx#0e
e Av(x)=0, =0

entdo o sistema (4) é globalmente assintoticamente estavel. De fato, se
estas condigoes forem satisfeitas, a distancia v(z) aplicada ao sistema ,
partindo de um ponto arbitrario x(0) = xg, sempre diminuird ao decorrer
do tempo, até chegar a zero no ponto de equilibrio z. = 0.

O ponto de equilibrio z, € R™ de um sistema é aquele em que se z(0) =
ze = xz(k) = z., Vk € N, ou seja, se o sistema iniciar neste ponto, l&
permanece para todo k € N. No caso de sistemas lineares, a origem x, = 0
é o0 seu Unico ponto de equilibrio.

Utilizando a fungdo v(z) = 27 Pz escolhida, temos que

Av(z) = z(k+ DT Pz(k+1) — (k)T Pz(k)
= z(k)T(ATPA - P)z(k) (5)



Assim, para que o sistema seja globalmente assintoticamente estavel, entao,
deve ser negativa para todo = # 0. O lema a seguir apresenta o critério

de Lyapunov para sistemas lineares a tempo discreto.

Lema 1 Dada uma matriz Q > 0, o sistema (@) € globalmente assintotica-

mente estdavel se e somente se a equacdo matricial de Lyapunov
ATPA—-P+Q=0 (6)
apresentar uma soluc¢do definida positiva P.

Note que a condicao apresentada no lema nao é apenas suficiente, mas
também necessédria para a estabilidade, veja [23]. A seguir apresentamos o

calculo da norma Hy para o sistema mais geral —.

2.2 Norma Hs

Um dos critérios de desempenho mais utilizados para medir a qualidade
de um projeto de controle é a norma Hy. No caso onde w(k) = d(k),
o impulso unitério, temos y(k) = h(k) chamada de resposta ao impulso
do sistema. A norma Ho para sistemas a tempo discreto é definida para
toda funcao de transferéncia H,, (%) analitica no exterior do circulo de raio

unitario incluindo a sua borda sendo dada por

1 2 ) )
HszHg = / tr(HwZ(eijw)THwZ(ejw))dw (7)
27T 0

onde temos Z{h(k)} = H,.(e/*) e tr(X) é o traco da matriz X. Pelo

teorema de Parseval podemos reescrever a expressao da equacgao (|7)) na forma
| Hu:ll3 =) tr(h(k) T A(K)). (8)

k=0
Como o impulso unitério 6 (k) é definido como §(0) = 1ed(k) = 0,Vk # 0

derivamos a expressao de h(k) a partir da defini¢ao da entrada e do sistema

e encontrando

h(k)—{G ) )



que pode ser substituida em obtendo

|Hoell3 = > tr(HT(AM)TETEAMH) + tr(GTG)
k=1

= tr (HTZ(Ak—l)TETEAk—1H> +tr(GT Q)

k=1
= tr(HT'P,H + GTGq) (10)
em que
P, =) (AHTETEA* (11)
k=0

é o gramiano de observabilidade que pode ser computado através da re-

solucao polinomial da equacao @ quando Q = ETE, ou seja,
ATP,A-P+ETE=0 (12)

Pela circularidade do operador trago, ou seja, tr(XY) = tr(Y X), temos, da
equagao ([10) que

[ Husl5 = tr(EP.ET + GGT) (13)
em que
P.=> AFHHT (AN (14)
k=0

¢é o gramiano de controlabilidade e satisfaz a seguinte equacgao
AP AT — P+ HH' =0 (15)

Podemos calcular a norma Hso do sistema — resolvendo um problema
de otimizagao convexa descrito através de desigualdades matriciais linearesEL
[2]. De fato, note que fazendo E'E < E'E + S com S > 0, temos que

P, = (AT ET E Ak

NE

b
Il
o

(AMNT(ETE 4 5)A*

NE

=0

A
oI

=

2

2do inglés LMIs - Linear Matrix Inequalities



sendo P a solucao da equagao de Lyapunov
ATPA-P4+ETE+S=0 (17)

Assim, podemos transformar a igualdade (17)) na desigualdade AT PA — P+

ETE = —8 < 0 e calcular a norma #» do sistema observando que
| Hu 13 = tx(H" PoH + GTG) < minte(H'PH +G7G)  (18)
>

sujeito a
ATPA-P+ETE <0 (19)

Alternativamente, utilizando o gramiano de controlabilidade, temos

|Hyyll3 = tr(EP.ET + GGT) < min tr(EPET + GGT) (20)
>
sujeito a
APAT - P+ HHT <0 (21)

Na secado seguinte, nos dedicaremos ao estudo da estabilidade e da norma

‘Ho para sistemas lineares com comutacao.

3 Sistemas lineares com comutacao

As referéncias béasicas para o estudo de sistemas com comutacao sao [14],
[25], [28], [30]. Consideremos o seguinte sistema com comutacao descrito

pelas equagoes a diferencas

v(k+1) = A;gz(k)+ Hygyw(k), ©(0) =0 (22)
y(k) = Egmz(k) + Gouyw(k) (23)

sendo o (k) a regra de comutagao o(-) : R™ — K :={1,2,..., N} que seleci-

ona a cada passo de tempo k£ um dentre os N subsistemas disponiveis

A; H;

0= E; G

LieK (24)

Existem duas formas de abordar a regra o(k); perturbagao e controle.

Quando o (k) é perturbacao, o problema de controle consiste em garantir a



estabilidade do sistema para qualquer variagdo arbitraria da funcao o(k),
veja |11]. Como condigbes suficientes para a estabilidade existe o seguinte

teorema, cuja prova pode ser encontrada em |8]:

Teorema 1 O sistema linear com comutagdo @)- comw(k) =0, k €
N, e evoluindo de z(0) = xo € globalmente assintoticamente estdvel e a
desigualdade ||z||3 < min;ex 2l Piwo ¢ wvdlida para todo o(k) se existirem
matrizes P; > 0 para todo i € K e um escalar v > 0 satisfazendo o sequinte

conjunto de desigualdades:

Pi+y(Pj—F) = =
P A; P x| >0: 4,57€eK (25)
E; 0 I

Nota-se que uma das condicGes necessarias para factibilidade do conjunto
de desigualdades matriciais (25 é que cada um dos subsistemas G; deve ser

estavel.

Nosso interesse estd voltado para o caso em que o(k) = u(x(k)) é uma
regra de controle que deve ser determinada de forma a garantir estabilidade
do sistema—. Resultados deste estudo podem ser vistos com maiores
detalhes em [18]. Como veremos em seguida, a estabilidade nesse caso é
garantida adotando uma funcao de Lyapunov do tipo minimo

— min L P.
v(x) = min z Pz (26)

e escolhendo a seguinte funcao de comutacao
o(a(k)) = argmin (k)" P (h) (27)
1€

em que P; > 0 satisfaz algumas condicoes que serdao apresentadas a se-
guir. Definindo uma subclasse de matrizes de Metzler M composta por
toda matriz II = {m;;} € R"**™ com elementos nao-negativos, satisfazendo

Z;V:l mi = 1,Vi € e, considerando que em um instante de tempo qual-

3Note que cada coluna é um vetor pertencente ao simplex unitdrio A := {\ € RY .
Xi >0, A =1}



quer o(k) =i = arg min;ex (k)T Piz(k), temos

v(z(k+1)) —v(z(k) = minz(k)T (AT PA; — P)xz(k)

LeK
= minz(k)T (AT P\A; — P)x(k)
AEA
N
S .’/U(k)T AZT(ZW]ZIDJ)Az — PZ' x(k)
j=1
< 0 (28)
sempre que AIT(Zjvzl 7 P;)A;—P; < 0, i € K. Este conjunto de desigualda-

des é chamado de desigualdades de Lyapunov-Metzler. O proximo teorema
retirado de [8] generaliza estas condiges para incluir um custo garantido de

desempenho.

Teorema 2 Para o sistema ([29)-(23) com w(k) = 0, k € N, e evoluindo
de x(0) = xo, a regra de comutacao € globalmente estabilizante e a
desigualdade ||2||3 < min;eg 28 Pixo € vdlida se existirem matrizes P; > 0
para todo i € K e uma matriz de Metzler I1 € M satisfazendo o sequinte

conjunto de desigualdades de Lyapunov-Metzler

P, * *
Z;VZI WjinAi Zjvzl Fjif)j x| >0: €K (29)
E; 0 1

A prova desta teorema se encontra igualmente em [18§].

Nota-se que uma codicao necessaria para a estabilidade é que as matrizes
VTiiAi, i € K sejam Schur—estéveiﬂ Felizmente, como 0 < 7;; < 1, i € K,
temos que a estabilidade do sistema com comutacgao é garantida, mesmo que
todas as matrizes A;, i € K sejam instaveis.

Um ponto importante que deve ser levado em consideracao neste teorema
é que as desigualdades nao podem ser escritas através de um problema
de otimizagao convexa devido aos produtos de varidveis {II, P}, i € K.
E claro que, se a matriz II é dada, entdo as condigoes tornam-se LMIs e
podem ser facilmente resolvidas. Assim, podemos resolver as condices do
teorema fazendo buscas unidimensionais em relagao aos elementos de II e

resolvendo um conjunto de LMIs. Este procedimento torna-se inviavel se

4Uma matriz Schur estével tem todos os autovalores menores que 1 em médulo.



o numero de subsistemas é maior do que trés. Neste caso, podemos obter
uma condi¢ao mais simples, mas mais conservadora, considerando somente
matrizes de Metzler com elementos iguais na diagonal principal. Assim
as desigualdades de Lyapunov-Metzler podem ser descritas em termos de
LMIs sempre que fixamos um escalar na diagonal das matrizes de Metzler.
Para obter melhores resultados, realiza-se uma varredura nos valores de

mii =y > 0,Vi € K. Obtemos entao o seguinte corolario:

Corolario 1 As condigcoes do Teorema |4 continuam vdlidas se existirem
matrizes P; > 0,Vi € K e um escalar 0 < v < 1 satisfazendo o seguinte con-

junto de desigualdades matriciais lineares modificadas de Lyapunov-Metzler

P * %
R”AZ Rij x| >0: 1 7éj ek (30)
E; 0 I

onde Rij = vP; 4+ (1 —v)P;.

A prova deste corolario estd em [18].

3.1 Indice de desempenho H,

Como visto na secao [2.2] a norma Hsy é definida em termos da fungao de
transferéncia de sistemas LIT. Porém, uma vez que sistemas com comutagao
nao possuem funcao de transferéncia, nao podemos computar a norma Ho
utilizando a definigao (7). Dessa forma, para o sistema — com w(k) =
d(k + 1)ej onde e é a j-ésima coluna da matriz identidade de ordem n,,

podemos definir o seguinte indice de custo funcional Hs como

J2(0) ==Y w53 + € Gl Goo)s: (31)
j=1
onde -
lyill3 = i (k) y; (k) (32)
k=0
Nota-se que, na auséncia de comutacao onde o(k) = ¢, ¢ € K,Vk € N,

retomamos a definicdo da norma Hy ao quadrado de um sistema LIT ({8).

De fato, para w(k) = §(k + 1)e;, temos que y;(k) = E.A¥H_.e; e, portanto,

10



To(e) = DY ui(k)Ty; (k) + €] GIGee,
j=1 k=0

Nw OO
= > > (EAfH.e;)" (E.AfHee)) + €] G Gee;
j=1k=0

Nw
= > ¢ (HIP,H, + Gl G.) ¢;

j=1
= tr(H!'P,H.+GTG.)
= ||Ee(2I — A))"'H. + G.||3 (33)

Entretanto, para o(z) o célculo analitico de Ja(0) é extremamente dificil
e, portanto, a ideia é projetar o(x) assegurando um limitante superior ade-

quado deste custo. O teorema seguinte apresenta este limitante.

Teorema 3 Para o sistema (@—, a regra de comutacdo com P;
solucdo das desigualdades de Lyapunov-Metzler (@ ou no caso mais
conservador, € globalmente assintoticamente estabilizante e satisfaz a desi-

gualdade
Ja(0) < min tr(H o) PiHy(0) + G (0)Go(0) (34)

€K
A prova para o Teorema pode ser encontrada em [8] e discussoes adicionais

sobre este tema podem ser encontradas nas referéncias [7], [10] e [19].

4 Sistemas afins com comutacao

Neste momento, nosso objetivo é estudar sistemas afins com comutacao,
que sao muito comuns na engenharia pratica, pricipalmente na area de
eletronica de poténcia, como pode ser observado nas referéncias [3|, [5], [12],
[17] e [21].

Basicamente, estes sistemas possuem termos afins na sua estrutura, o
que leva a existéncia de diversos pontos de equilibrio formando uma regiao
de equilibrio no espago de estados. Neste caso, o problema de controle
ganha um escopo maior, comparado ao caso linear, e passa a contar com

dois objetivos:

e Encontrar um conjunto de pontos de equilibrio atingiveis x, € X,.

11



e Determinar uma fungao de comutagao o(z) : R™ — K capaz de con-
duzir as trajetérias do sistema, partindo de qualquer condicao inicial,

ao ponto de equilibrio desejado.

Como visto nas secoes anteriores, no caso de sistemas lineares, o Unico
ponto de equilibrio é a origem x, = 0 € R"™. Desta forma, se ao menos
um dos subsistemas for estdvel, por exemplo, o subsistema definido pela
matriz A;, temos que a funcao de comutagao fixa o(t) = ¢ V¢ > 0 é uma
solucao trivial para garantir a estabilidade do sistema. E claro que, como
sera visto no Exemplo 3, esta solucao pode nao ser aquela que fornece o
melhor desempenho.

No caso de sistemas afins, a solugao trivial geralmente nao é adotada
pois, na maioria dos casos, o ponto de equilibrio de interesse nao coin-
cide com aquele de nenhum dos subsistemas. Além disso, para que a tra-
jetdria permaneca neste ponto apds o periodo transitério, a frequéncia de
comutagao geralmente é bastante elevada. Desta forma, nos casos de siste-
mas amostrados e sistemas a tempo discreto, onde ocorre a natural limitagao
da frequéncia de comutacao, o estudo de estabilidade consiste em levar a
trajetéria do sistema para uma regiao que contém o ponto de equilibrio.
Normalmente, deseja-se que esta regiao seja a menor possivel, sendo que a
estabilidade obtida neste caso é chamada de estabilidade pratica. A seguir
apresentamos um resumo dos principais pontos estudados, a saber, sistemas

afins com comutacao a tempo continuo e amostrados.

4.1 Sistemas a tempo continuo

Seja um sistema afim com comutacao a tempo continuo representado

pela seguinte equacao diferencial em espaco de estados:
2(t) = Agpz(t) +bs), ©(0) =z (35)

onde x € R™ ¢ o vetor de estados, o é a funcao de comutagao e b, é o termo
afim que faz com que o sistema possua varios pontos de equilibrio compondo

a seguinte regiao no espaco de estados

Xe={z. €R™ : 2, =—A'by, A\ EH, N€A} (36)

12



em que H é o conjunto de todas as matrizes Hurwitz. A literatura apresenta
alguns trabalhos que tratam da estabilidade assintética global destes siste-
mas, como por exemplo, os artigos [1], [12], [13], [27] e [31], sendo que os
trés primeiros adotam uma funcao de Lyapunov quadratica e os dois ultimos
adotam uma funcao de Lyapunov do tipo maximo.

Utilizando a seguinte mudanca de varidvel £ = x — x. no sistema e
definindo ¢, = Ayx¢ + by, obtemos

£ = Asl+1,, £0)=¢& (37)

Consequentemente, a estabilidade de é garantida, ou seja, z(t) — .
para t — oo sempre que a estabilidade de também for assegurada, ou
seja, &(t) — 0 para t — oo. Assim, nosso objetivo é determinar uma funcao
de comutagao estabilizante o(§) capaz de conduzir as trajetérias do sistema
para a origem. O teorema a seguir disponivel em [12] e [26] baseia-se

na seguinte funcao de Lyapunov quadratica

v(§) = ¢'P¢ (38)
com P > 0 e fornece condicoes de estabilidade assintética global para o
sistema em estudo.

Teorema 4 Para o sistema afim com comutagao , considere que o

ponto de equilibrio x. € X, e seu vetor A € A associado sejam dados. Se

ezistirem wma matriz simétrica e definida positiva P € R™*"= ¢ matrizes
simétricas Q; € R"=*"=  tais que as LMIs

AP+ PA +Q; < 0 (39)

Qrn > 0 (40)

sejam satisfeitas, entdo a funcao de comutacao do tipo minimo
o(x) = arg Irél]él E(—Qi€ +2P(Asxe + b;)) (41)
7

com & = x—x., garante a estabilidade assintdtica global do ponto de equilibrio
z. € Xe.
A prova deste teorema estd disponivel em [12] e [26] e, portanto, serd

omitida. Neste momento, podemos destacar os seguintes pontos. O primeiro

13



é que fazer x. € X, é equivalente a resolver £y = Ayx. + by = 0 o que é
um problema de dificil solugdo. Entretanto, para um ndmero relativamente
pequeno de subsistemas podemos resolvé-lo sem grandes dificuldades através
de busca unidimensional em relagao aos componentes de A € A. O segundo
ponto diz respeito ao conservadorismo. Note que as matrizes Q;,Vi € K,
sao indefinidas em sinal e, portanto, nao exigem que as matrizes A; sejam
Hurwitz como uma condicdo necesséria para a factibilidade. Ademais, da
condigao junto com podemos concluir que uma condigao necessaria
é que A) seja estavel e, portanto, nada é imposto as matrizes A;, Vi € K
consideradas isoladamente. O exemplo 4 ilustra a validade e eficiéncia da

funcao de comutagao proposta.

4.2 Sistemas discretizados

E bem sabido que no mundo real, os sistemas possuem limitacgoes fisicas
que podem impossibilitar a atuagao de fungoes de comutacao com frequéncias
arbitrariamente elevadas. Nos casos em que a implementacao é possivel, ela
¢é indesejada, uma vez que altas frequéncias podem causar desgaste exces-
sivo dos equipamentos, além de produzirem ruidos e promoverem perdas
de energia em geral. Logo, é importante obter condigoes de estabilidade
que levem em conta a limitacao desta frequéncia. O interesse no estudo da
estabilidade de sistemas com comutacao a tempo discreto se deve, dentre
outros motivos, a sua natural limitacao da frequéncia de chaveamento pela
frequéncia de amostragem.

Para o caso de sistemas lineares a tempo continuo, a literatura apresenta
alguns resultados que consideram limitacao da frequéncia de comutacao,
como por exemplo, [6] e |[15]. Para sistemas afins, os resultados encontrados
asseguram estabilidade pratica, veja |21], [22] e |24]. Neste caso, a regra é
responsavel por guiar as trajetérias do sistema para uma regiao em torno do
ponto de equilibrio. Entretanto, segundo o nosso conhecimento, nao existe
na literatura nenhuma condicao de estabilidade que trata do caso cldssico
de sistemas afins a tempo discreto. Este representa um dos temas que sera
abordado no meu mestrado, no préximo semestre.

De forma a investigar o efeito que a limitagao da frequéncia de comutacao
provoca no sistema, vamos discretizar o sistema a tempo continuo estu-

dado anteriormente, veja |4] e [29]. Levando em conta que para t € [ty, tx41)
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temos o(t) = i, a solucao do sistema (35)) torna-se:

tr4+1
z(t) = eM ) p(ty) + / A =Npdr (42)

tr

Para fins de simplicidade, como ty11 —tx = T e tg = 0, denotamos xj =
x(tx) = x(kT) e, portanto, para t € [kT, (k+ 1)T), temos

t—kT
a(t) = e () + / e hdr (43)
0
Para t = (k+1)T, obtemos o sistema a tempo discreto equivalente dado por

z(k+1) = Agx(k) + bai (44)

em que

T
Adi = eAiT, bdz’ :/0 €AinidT (45)

Note que as matrizes do sistema a tempo discreto podem ser obtidas facil-

mente calculando a seguinte exponencial matricial

AiT T AT . . .
AT _ e fO e“Th;dt _ Az by (46)
0 1 0 I
com
A; b
Ay = (47)
0 I
Analisando o resultado obtido para 7' — 0T, temos
Ay = €AiT ~ 1+ AT
T
By = / eATbidr ~ Th; (48)
0
e
T = 7xk+1T_ Lk = Ajxi +b; (49)

o que indica que o sistema discreto se aproxima do sistema continuo
(35) & medida que T' > 0 tende a zero. Assim, para periodos de amostragem
T > 0 arbitrariamente pequenos, a fungao de comutagao é valida para
assegurar a estabilidade do sistema a tempo discreto equivalente . (0]

exemplo seguinte mostra o comportamento das trajetorias do sistema
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a medida que 1" > 0 aumenta.

4.3 Estabilidade pratica de sistemas afins com comutacao

Uma condicao de estabilidade pratica para sistemas afins discretizados

foi apresentada em [22] e é reproduzida no teorema abaixo.

Teorema 5 Considere o sistema e a regra de comutacao
o(zy) = arg miﬂg T P(Ajzy + b;), xp = z(ty) (50)
1€

onde o(xy) se mantém constante no intervalo t € [tg,tx+1). Considere
também um periodo de amostragem Ty = txr1 — ti dependente do tempo
e limitado superiormente por Ty < Tz, € um escalar dado v > 0 € R.
Seja um X € A tal que by =0 e Ay € H. Se existirem matizes P = P’ > 0,
Ui=U!>0eR"™*" VicK eum escalar B > 0 tais que

Ql(0,0) Q2(0)
©9)0)

Qzl ()‘7 Tmam) Q? (Tmam) _Tmam (I)z()\)
* D (Taz)  TmaebiP | <0 (52)

Vi € K, onde
QLN 7) = A\P + PAy + 29P + (Trnae — 7) AU A;

Q3(1) = (Trnae — 7) ALU;b;

Q3(1) = (Trnax — 7)0:Ub; — BT manl

D;(\) = (Ay — A)'P + P(Ay — A)

entdo a regra de comutag¢do o(xy) garante a estabilidade prdtica do sistema
(135) e os estados x(t) ¢ ETmaz sGo exponencialmente atraidos para um elip-

soide ETme definido por
Elmaz . — {m eR™ : g/ Pr < Tm”Qny} . (53)
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Além disso, se para algum k € N, z(ty) € ETmas entdo x(t) € ETmas Vit > t4,.

A prova deste teorema estd disponivel em [22]. E interessante mostrar que o
elipsoide citado na subsegao anterior foi definido no Teorema [5| na equagao
com um limitante superior £ = T, max%. Uma vez que tal limitante foi
determinado através da resolucao de um problema de LMIs, podemos dizer
que um bom indicador de conservadorismo para as condicoes dessas LMIs é
o tamanho do elipsoide. Além do mais, podemos definir um limitante para
a ordem de grandeza dos ripples e de um possivel offset que podem vir a
compor os sinais dos estados para t — oc.

Outro ponto importante deste teorema é a definicdo (veja [22]) do ~
como a taxa de convergéncia exponencial dos estados para o elipsoide £.

Alguns resultados para este teorema serao apresentados no Exemplo de

Aplicagao Pratica.

5 Simulagoes numéricas

Nesta secao vamos apresentar cinco exemplos numéricos e um exemplo
pratico para ilustrar os resultados tedricos obtidos nas se¢Oes anteriores.
O primeiro demonstra um calculo de norma Ho de um sistema via LMI e
compara com outros métodos numéricos. Os dois exemplos subsequentes
consistem de dois sistemas com comutacao sendo o primeiro, inspirado em
[18], composto de dois subsistemas instdveis e o segundo, inspirado em [9],
composto de dois subsistemas estdveis. Para ambos estes dois exemplos
consideramos o custo garantido apresentado no Teorema Uma maneira

de determina-lo é calculando

J3 = min tr(H! P,H; + GT G,), (54)
em que o(0) = 7* é solugao 6tima de . Entretanto, para os exem-
plos que vamos considerar as matrizes H; e G; i € {1,2} sdo constantes
e, desta forma, o custo nao depende de ¢(0). Um quarto exemplo de sis-
tema afim a tempo continuo com comutacao sera apresentado, onde um dos
subsistemas ¢ instavel. Em seguida um ultimo exemplo tedrico ird ilustrar
o efeito do tempo de amostragem no comportamento de um sistema afim
com comutacao a tempo continuo quando empregada a regra apresentada

no teorema [l

17



5.1 Exemplo 1

Seja um sistema LTT definido por

w?

o 59
52 + QEUJnS + w% ( )

G(s) =

sendo wy, = 10rad/s e £ = 0.7. Queremos entao encontrar a norma Hsy deste

sistema.

Aplicando a discretizagao da transformacao bilinear

2 z—1

S:Taz—i—l

para T, = 0.001 [s] e organizando o sistema em espago de estados, obtive

0.9860 —0.0993 0.9930
x<k+1>:[ ]MH[

103u(t) (56)
0.0010  1.0000 0.0005

y(k) = [0.0497 99.9975} (k) + 2.4826.10 5u(k) (57)

Com o auxilio do MATLAB implementei as condigbes do problema de oti-
mizacgao descrito por —. A matriz P da equacao de Lyapunov obtida

da solucéo do problema foi

3.5 50.0
P= 103 (58)
50.0 1057.2

truncada na 1% casa decimal.
Avaliando a igualdade da equagao obtive

Ha(G(s)) = 0.0598 (59)

Fazendo o mesmo calculo utilizando a funcdo norm do Control Toolbox

do MATLAB encontrei como resultado
H2(G(s)) = 0.0598 (60)

ambos truncados na 4% casa decimal. Simulando a resposta ao impulso de tal

funcao e calculando sua norma pela equacao observamos que o resultado
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Figura 1: Desenvolvimento da func¢ao de resposta ao impulso de G(s)

continua o mesmo. O grafico do desenvolvimento da funcao de resposta ao

impulso g(t) pode ser visto na figura abaixo.

5.2 Exemplo 2

Considere o sistema — definido pelas matrizes
A = eBlTa s Ay = GB2T“ (61)

com T, =0.1 [s] e

By =

0 1 0 1
7B2 = ;
4 -16 -4 12
H1 = H2 == [1 1],, El = E2 = 12, Gl == G2 = 0. Nota-se que Al e AQ

sdo matrizes instaveis mas existe uma combinacao convexa estavel Ay =
AA;1 + (1 — N\)Ag, por exemplo, para A = 0.748.
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Figura 2: Custo garantido em funcao de p e ¢ (Ex. 01).

Aplicando as condigoes do Teorema [2] e considerando a funcéo objetivo

(54), realizamos uma busca em relagao aos elementos da matriz IT dada por

p
(1-p)

=

(1-9q)

q

] (62)

e obtivemos a Figura 2] sendo o custo minimo obtido J5 = 430.853 relacio-

nado a (p*,¢*) = (0,0.017). Associado a este custo obtivemos as seguintes

matrizes definidas positivas

82.379 19.879

P = (63)
19.879  8.640
54.050 49.204

Py = (64)
49.204 147.614

que foram utilizadas para a implementagao da fungao de comutagao (27).
As trajetorias dos estados no tempo, o plano de fase de z1 e xs9, a regra
de comutagao o(xz(k)) e a fungdo de Lyapunov v(z(k)) estao apresentadas

respectivamente nas Figuras [3] [, [f] e [6]
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0.5f b

x -0.5f b

0 20 40 60 80 100

Figura 3: Trajetéria dos estados x1 e z2 em funcao de k (Ex. 01).

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

Figura 4: Plano de fase com a trajetéria do sistema (Ex. 01).
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o(x(K))

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 5: Regra de controle o(z(k)) (Ex. 01).

140

120 b

100 b

V(X)

60 b

40t -

0 20 40 60 80 100

Figura 6: Func@o de Lyapunov v(z(k)) (Ex. 01).
Da mesma forma feita em [18], consideramos a funcao objetivo §(y) =
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540

530

520

500

490

480 | | | |
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025

Figura 7: Custo garantido em funcao de v (Ex. 01)

ZZ]\L 1 HZT P;H; e resolvemos a condicao mais conservadora apresentada no
Corolario [l realizando uma busca linear com relagao ao escalar 0 <y <1e
obtivemos o comportamento apresentado na Figura |7} sendo o custo garan-
tido minimo §*(y) = 482.33 associado a v* = 0.0135 que, como esperado,
é maior do que aquele obtido anteriormente. A solugdao das condigoes do

Corolario [1 para o custo garantido minimo é

95.099 22.759
P = (65)
22.759 R.888
61.580 60.887
y = (66)
60.887 149.379

Note que além da condicao utilizada ser mais conservadora, a funcao objetivo
adotada é um limitante superior de (b4)).
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5.3 Exemplo 3

Considere o sistema — definido pelas matrizes

0 1 0 1 1
Ay = H, = Hy = 67
05 -0.9] ? [0.7 0.1] tT [0] (67)

&:ﬁoy&=@1L&=@=1 (68)

Ay =

Note que neste caso ambos os subsistemas sao estaveis e apresentam normas
Hs dadas por ||G13 = 2.5208 e [|Ga]|3 = 2.0809, calculadas pela equagio
. Considerando as condic¢oes do Teorema junto com a funcao objetivo
e fazendo uma busca linear nos elementos p e ¢ da matriz de Metzler
, obtivemos o grafico da Figura

Figura 8: Custo garantido em funcao de p e ¢ (Ex. 02).

Nesta figura a superficie sélida se refere ao custo garantido J;5 do sistema
— enquanto a superficie transparente se refere ao min;ek |G| =
2.0809. Podemos entao concluir que para o caso especifico onde (p,q) =
(1,1), temos Jj = min;ek ||G;||3 e para (p,q) = (0,0), temos J3 = 1.9313 <

min;ex ||Gi]|3. Em outras palavras, é possivel atingir um custo garantido
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J5 melhor que o quadrado da norma Hs de ambos os subsistemas sem co-
mutacao, utilizando a regra da equacao obtida pelo Teorema Das
simulagoes feitas, calculou-se Jo = 1.7836 < J5. A trajetéria dos estados e

da regra de controle podem ser verificados nas Figuras[J] e

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 9: Trajetéria dos estados x1 e z9 em funcao de k (Ex. 02).
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o(x(K))

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Figura 10: Regra de controle o(z(k)) (Ex. 02).

5.4 Exemplo 4

Seja o sistema definido na equagao onde

4 [F00s02 —0as05]  [-02200 —0.1524
T 07482 —0,0838] 7 77 |—09133 —0,8258]

0 1
) B - .

By =
1
Realizando busca unidimensional nos valores de A, podemos representar o

espago dos pontos de equilibrio atingiveis pelo teoremald], como demonstrado
na figura [I1]

Consideremos entao uma combinagao convexa A = [0,11 0,89] para
qual, aplicando as condigoes do teorema [4] o sistema converge assintotica-
mente para o ponto de equilibrio z. = [15,16 —18,09]". Aplicando a regra
de chaveamento da equacgao o sistema apresenta o comportamento apre-
sentado pela figura [12| partindo do ponto inicial o = 0. O desenvolvimento

da regra de controle pode ser visto na figura [I3]
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Figura 11: Discretizacao do conjunto X, dos pontos de equilibrio atingiveis.
(Ex. 04)

20 T T

15F X,

Ti
o
1

- 10F 4

- 15+ 4

0 50 100 150
Tempo (s)

Figura 12: Desenvolvimento dos estados do sistema afim a tempo continuo
chaveado. (Ex. 04)



0 50 100 150
Tempo (s)

Figura 13: Desenvolvimento da regra de controle. (Ex. 04)

5.5 Exemplo 5

Considere o mesmo sistema estudado no Exemplo[d Aplicando o método
de discretizagao da equagao aos subsistemas Vi € K = {1, 2, 3,4}, pas-
saremos a analisar o efeito da aplicacao da funcao de comutacgao no
sistema a tempo discreto para T € [10_7, 1073, 1072, 10_1]. As figu-
ras a seguir mostram a evolucao das trajetérias dos estados sob diferentes

tempos de amostragem.
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State x
0.5 T T T T

Discretizado

— — — Continuo
0 \\/\-—/
.05 L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
State x,,
1 T T T T T
05 b
0 1 1 —t
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
State x 3
1 T T T T T
05 q
0 1 1 1 +—
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Time (s)

Figura 14: Comparagao da evolugao dos estados entre o sistema continuo e
o discretizado para T} = 10~"s (Ex. 05).

State X1 Discretizado
0.5 I I I I — — — Continuo
0 W
05 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
State x,,
1 T T T T T
05 1
O 1 1 1 + 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
State x,
1 T T T T T
05 1
O 1 1 1 +
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Time (s)

Figura 15: Comparacao da evolugao dos estados entre o sistema continuo e
o discretizado para Ty = 10735 (Ex. 05).
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State x 1

Discretizado

— — — Continuo

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Time (s)

Figura 16: Comparagao da evolugao dos estados entre o sistema continuo e
o discretizado para T3 = 10~2s (Ex. 05).

Discretizado
— — — Continuo

State X4

5 T T T T T

5 I I I I I
0 0.5 1 15 2 2.5 3

Time (s)

Figura 17: Comparacao da evolugao dos estados entre o sistema continuo e
o discretizado para Ty = 10~1s (Ex. 05).

Como mostrado teoricamente e observado na Figura para periodos
de amostragem muito pequenos 7' = 1077, a regra de comutacio é esta-
bilizante e as trajetorias dos sistemas continuo e discretizado sao idénticas.
Nas demais figuras é observado uma oscilagao dos estados em torno do ponto

de equilibrio, que é maior a medida que o periodo de amostragem aumenta.
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Na verdade, nao era esperado que a estabilidade assintética fosse garantida
para todo T" > 0, uma vez que a funcdo de comutagao utilizada na imple-
mentacao foi projetada, exclusivamente, para sistemas a tempo continuo.
Entretanto, a andlise realizada neste exemplo foi importante para apontar
algumas caracteristicas intrinsecas dos sistemas a tempo discreto. De fato,
note que o ponto de equilibrio de interesse nao coincide com o ponto de
equilibrio de nenhum dos subsistemas isolados e, uma vez que a frequéncia
de comutagao é limitada pelo periodo de amostragem, nao é possivel manter
as trajetérias dos sistema fixas neste ponto. Ademais, ndo ha formacao de
um modo deslizante como ocorreu no Exemplo [l Logo, como vimos na
secao [£.3] somente estabilidade pratica pode ser assegurada para este tipo
de sistema. Neste caso, teremos as trajetérias dos estados sendo atraidas

para o interior de uma regidao que contenha o ponto de equilibrio desejado.

5.6 Exemplo de Aplicagao pratica

Como forma de motivacao, apresento a seguir um problema cléssico na
area de eletronica de poténcia, ja conhecido da literatura ( [22], [12] e [§]) e

que recai em um caso de sistema afim com comutacgao.

Vin L C - R Vout

Figura 18: Conversor de tensao CC-CC Buck-Boost (Ex. Pratico).

O circuito da Figura apresenta um conversor de tensao CC-CC do
tipo Buck-Boost. Este circuito controla a tensao vy, na carga em funcao da
tensao vy, da fonte e do chaveamento o(t) =i. A anélise do circuito é feita
em dois instantes diferentes: quando a chave estd aberta (i = 1) e quando
estd fechada (i = 2). Obtemos assim o numero de subsistemas N = 2.
Definindo x = [if, v¢]" em que iz, é a corrente no indutor e vc é a tensdo no

capacitor. O sistema com comutacao é entao modelado pelas matrizes

Vin

0 0
0 ] (69)

0
1 7B1: aBQZ

1
0 —xe
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que definem o sistema

i(t) = Ayuz(t) + By, x(0) = [iro voo) (70)
onde
Vin = 15[V,
L = 1[mH],
C = 1[uC],
R =30[Q).

O sistema descrito acima é um exemplo de sistema afim com comutagao.
Sabe-se que quando a chave o admite chaveamento com frequéncia infi-
nita (chave ideal) o sistema converge assintoticamente para um ponto de
equilibrio desejado. Entretanto, quando temos de limitar a frequéncia de
comutacao devido a limitagoes fisicas da chave, encontramos ripples nos si-
nais dos estados do sistema. Estes ripples criam uma oscilacao indesejada
no sinal de saida v,y do conversor.

Para utilizar as condi¢oes LMIs do Teorema [5| devemos definir b; como

sendo b; = A;x. + B; de forma que by = 0. Para o sistema redefinido
() = Aym&(t) + by, €(0) = 2(0) — z (71)

ponto de equilibrio é a origem. Note que £(t) — 0 quando t — oo sempre
que * — T, quando t — oo. Para estimar o tamanho do elipsoide £ que
engloba os estados £(t) do sistema em regime permanente, para um ponto
de equilibrio z, = [0.48 — 9] associado a A = [0.375 0.625]' e uma taxa
v = 0.5 obtivemos os valores para os semi-eixos do elipsoide apresentados
na Figura
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108 T T T

102 £ 3

10t F 3

100 E 3

101 3

1072
10° 107 10 1072 1071
T

max

Figura 19: Dimensoes dos semi-eixos do elipsoide £ encontrado em funcao
de Tyax (Ex. Pratico).

Visando reduzir as perdas de energia na chave ¢ através da limitagao
da sua frequéncia de comutagao em fq; = 100H z, escolheremos o tempo
de amostragem Ti,q; = 0.01s. Simulando o circuito com condi¢Oes iniciais
xig = [0 0], a evolucao dos estados & e a funcao de comutagio em

funcao do tempo podem ser vistas nas figuras a seguir.

0.6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

_5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo(s)

Figura 20: Evolugao dos estados (Ex. Pratico).
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a(t)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Tempo(s)

Figura 21: Regra de comutagao (Ex. Prético).

A Figura[22) apresenta o plano de fase dos estados x e a elipse obtida pelo
Teorema [ em vermelho. A elipse em verde é a regiao exata de permanéncia
dos estados quando estes atingem o regime. Note que ela é muito inferior
a elipse em vermelho garantida pela técnica proposta em , ilustrando o

conservadorismo do método proposto nesta referéncia.
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60 [

Trajetérias dos erros

X __£0)

40 F

20

-20 -

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 25

Figura 22: Evolugao dos erros dos estados no tempo em plano de fase com
o elipsoide &, em vermelho (Ex. Prético).

5.7 Comentarios

As simulacoes apresentadas mostram a eficiéncia das regras de comutagao
projetadas uma vez que, como visto no Exemplo 2, ela pode fornecer uma
trajetéria estdvel mesmo que todos os subsistemas sejam instaveis. Por ou-
tro lado, como ilustrado no Exemplo 3, quando ambos os subsistemas sao
estaveis, o projeto de uma regra de comutacao pode melhorar o desempenho
Hso quando comparado ao desempenho de cada subsistema isolado. No caso
de sistemas afins a tempo continuo, pode ser visto no Exemplo 4 que o cha-
veamento com alta frequéncia pode levar o sistema a um ponto de equilibrio
que nao corresponde a nenhum dos subsistemas isolados. Além disso, obser-
vando que o subsistema A; é instavel, pode-se garantir estabilidade mesmo
sabendo que o subsistema 1 foi escolhido pela regra, em determinados mo-
mentos.

No exemplo 5, foi demonstrado como o tempo de discretizacao influencia
a funcionamento da regra proposta pelo teoremafd Como era de se esperar,
para tempos de amostragem muito pequenos o sistema discretizado apre-

senta resposta praticamente idéntica ao do continuo. Porém, para periodos
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de amostragem maiores, a estabilidade nao é assegurada e o sistema passa
a apresentar comportamento nao-assintético.

O exemplo de aplicagao pratica ilustra os resultados obtidos em [22] em
relacdo a estabilidade pratica de sistemas afins. Uma regido no espaco de
estados para a qual os estados convergem foi determinada. Entretanto, foi
possivel notar o conservadorismo de tais resultados uma vez que tal regiao

era demasiadamente grande, englobando a condicao inicial.

6 Conclusoes e trabalhos futuros

A partir dos resultados expostos neste trabalho é possivel demonstrar
algumas dificuldades e peculiaridades da classe de sistemas afins com co-
mutacao, em especial a tempo discreto. Como mencionado anteriormente,
o objetivo deste trabalho é dar inicio aos estudos relativos a meu projeto
de mestrado no qual apresentarei técnicas baseadas em problemas de oti-
mizacao para garantia de estabilidade e desempenho de sistemas afins com
comutacao a tempo discreto. Para a validacao de tais técnicas serd também

implementado um caso pratico de estudo a ser definido.
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