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Capacitores e Indutores
°

Apresentagdo do capitulo

Apresentacao do capitulo

@ Neste capitulo, trataremos de dois dispositivos armazenadores
de energia : o capacitor e o indutor.

@ Apresentaremos as equacdes que os definem e o cdlculo da
energia armazenada em cada um deles.

Realizaremos associa¢do de capacitores em série e em paralelo.
Realizaremos associacdo de indutores em série e em paralelo.

Discutiremos o conceito de indutancia mutua.

e © ¢ ¢

Trataremos da dualidade entre capacitores e indutores.
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Capacitores e Indutores
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Capacitor

Capacitor

)

O capacitor é um dispositivo que armazena cargas elétricas.
E constituido por dois condutores (armaduras) separados por
um material isolante.

O pardmetro capacitancia do capacitor relaciona tensdo entre
seus terminais com a respectiva carga armazenada

q(t) = Cv(t)

A capacitancia é medida em farads (F). Um farad é igual a
um coulomb por volt e seus submiliplos sao

o microfarad, uF = 107° [F]

@ nanofarad, nF = 107° [F]

@ picofarad, pF = 10712 [F]
Para capacitores de placas paralelas C = (¢A)/¢ em que € é a
permissividade do material isolante, A é a drea das armaduras
e £ é a distancia entre elas.
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Capacitor

Capacitor

Esquema de um capacitor :

Fe++++++++++
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Capacitores e Indutores
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Capacitor

Como as cargas sao acumuladas nas armaduras :

@ Considere que as armaduras estejam inicialmente
descarregadas (capacitor descarregado).

@ Ao conectarmos um fonte de tens3o entre seus terminais um
campo elétrico é estabelecido nas armaduras.

@ Este campo movimenta os elétrons do condutor, levando-os
para a placa “negativa” e tirando-os da placa “positiva”.

@ No material isolante surge um campo elétrico induzido de
oposicdo aquele das armaduras e que depende da capacitancia
C do material isolante.

@ O movimento de elétrons ocorre até que o campo elétrico
resultante de intensidade E = v/¢, faga com que todo o
condutor esteja no mesmo potencial.

@ Note que quanto maior o campo elétrico de oposicdo, maior é
a quantidade de carga acumulada nas placas do capacitor.
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Capacitores e Indutores
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Capacitor

Capacitor

Corrente em um capacitor linear :

Tensdo em um capacitor linear :
dv 1

i=C— —dv=—

dt C

sendo a tensdo no instante t = 0 dada por v(0) = q(0)/C.

1 ot
idt%v:—/ idT + v(0)
C Jo

Dominio : E a tensdo maxima que pode ser aplicada sobre o
capacitor sem danificd-lo. Esta tens3o é, geralmente, informada
pelo fabricante juntamente com o valor da capacitincia.
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Capacitor

Capacitores e fontes de tensao constantes em série

Através da equacdo de tensdo que acabamos de apresentar

1 t

podemos concluir que um capacitor descarregado em série com
uma fonte de V [V] é equivalente a um capacitor carregado com
tensdo inicial V [V/]. Esta equivaléncia é importante para a
realizacdo de associa¢Oes de capacitores carregados.

+ —AI +
+
v(0) =0
C —

v
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Capacitor

Energia armazenada em capacitores

A poténcia recebida a cada instante de tempo é dada por p = vi.
Logo, da definicdo p = dw/dt, o capacitor recebe uma energia

dada por
t
w(t) —w(0) = / pdt
0
t dv
= /0 v(cZr)dr
v(t)
= C/ vdv
v(0)
~ Cv(t)? Cv(0)?
e, portanto, para qualquer instante de tempo t > 0 temos

v 2 2
w(t) = L on wiey = Ly
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Capacitor

Capacitor ideal versus capacitor real

capacitor ideal capacitor real

Capacitor ideal :

@ O material isolante é ideal com resisténcia infinita (sem
corrente eletrbnica entre as placas do capacitor).

@ Toda a energia entregue ao capacitor fica armazenada em
forma de campo elétrico.

Capacitor real :
@ O material isolante apresenta resisténcia alta, mas finita.

@ O capacitor se descarregard apés um longo periodo de tempo
dependendo da sua qualidade.
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Capacitores e Indutores
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Associag¢do de capacitores

Associacao de capacitores em paralelo

I @ - — — — =1 @ = Ce
‘ I

A tens3o entre seus terminais é a mesma e a corrente total é a
soma das correntes /; armazenadas em cada capacitor de
capacitancia C; para j = 1,--- , n. Desta forma, temos

n

I = E 1j
Jj=1
n

dv
= ZCJE

j=1
dv

“dt

sendo Ceq = )7, C; a capacitancia equivalente.

- C
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Associag¢do de capacitores

Associacao de capacitores em série

Pela lei de Kirchhoff, temos

n

v = Z\/j
j=1
"1 [ty
= lea/o (IdT+\/j(0))
1 [t -
= = /idT+Zvj(0)
eq /0 i=1

sendo 1/Ceq = >_7; (1/C;) a capacitancia equivalente.
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Exemplo - capacitores

Exemplo 1

R 2 4
i v(t) 2 [F]
‘”CD S t [s]

-3

Para o circuito apresentado, considere que o capacitor estd
descarregado v(0) = 0. Determine a tenséo v indicada.

@ Para 0 <t <2 [s], temos

= t[V]
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Capacitores e Indutores
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Exemplo - capacitores

Exemplo 1

@ Para2 <t <4 s], temos

v = %(/022d7'/2t3d7')

= —15t+5[V]
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Capacitores e Indutores
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Exemplo - capacitores

O grafico a seguir apresenta a corrente dada e a tensido calculada
no capacitor.

iV]

v [V]
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Exemplo - capacitores

Exemplo 2

iAl

+
i(t) Q) v(tl _ 2 [F] 1 2 3 4 5 6 . [S]

Para o circuito apresentado, considere que v(0) = 1. Represente
graficamente, em fun¢do do tempo, as seguintes varidveis : tensdo
v(t), carga q(t) e energia w(t) armazenada no capacitor.
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Capacitores e Indutores
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Exemplo - capacitores

Exemplo 2

Os gréficos obtidos estdo apresentados a seguir.

2 4
—_ 1 o 3.5
i g‘
. 0 < 3
= 2.5
2| 2
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
t[s] t[s]
4
2
s = s
> 1.5 B
2]
1
1]
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
t[s] t[s]
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Indutor

Indutor

A passagem de corrente elétrica através de um condutor gera
um campo magnético em suas proximidades.

@ Ademais, um fluxo magnético concatenado A é gerado devido
a passagem da corrente.

(]

O indutor € um componente elétrico constituido por espiras de
um fio condutor enroladas em torno de um nticleo magnético.

Dependendo do material magnético utilizado no nicleo o
fluxo magnético pode ser ampliado.

(4]

Se o indutor for linear, temos
A= 1Li

em que L é a induténcia do indutor medida em henrys (H).
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Indutor

Indutor

Esquema de um indutor :

N =

+ e 1 é a permeabilidade do

i) material,
v(t) + e ( é o comprimento,

e A é a drea da segdo trans-
versal,
e N é o nimero de espiras

B uN?A

L
l

[H]

A permeabilidade do ar é p = g = 47 x 1077 [H/m]
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Indutor

Indutor

Tens3ao em um indutor linear :

dA . di
V—E, A—LI—)V—LE

1 t
i:i(0)+—/ vdT
L Jo

sendo a corrente no instante t = 0 dada por i(0) = A(0)/L.

Note pela equacdo da tensdo que se a corrente for constante, a
queda de tensdo sobre o indutor é nula (o indutor opera como um
curto-circuito).
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Capacitores e Indutores
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Indutor

Indutores e fontes de corrente constantes em paralelo

Através da equacdo de corrente que acabamos de apresentar

1 t
i:z/o vdt +71

podemos concluir que um indutor descarregado em paralelo com
uma fonte de Z [A] é equivalente a um indutor carregado com
corrente inicial /(0) = Z [A]. Esta equivaléncia é importante para a
realizacdo de associa¢des de indutores carregados.

+ i " i
i(0)=0 i(0) =71

v <+> T v
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Indutor

Energia armazenada em indutores

A poténcia fornecida a um indutor a cada instante de tempo é
dada por p = vi. Logo, da definicdo p = dw/dt, o indutor recebe
uma energia dada por
t
/ pdt
0

G

w(t) — w(0)

2
- -

e, portanto, para qualquer instante de tempo t > 0 temos

i 2
o) = 5O A

ou w(t)=

Profa. Grace S. Deaecto Eletricidade Aplicada ICT / Unifesp
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Capacitores e Indutores
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Indutor

Indutor real

L L

Indutor real : indutor ideal “indutor real

@ O fio usado para enrolar o nicleo magnético possui uma resisténcia
que ndo pode ser desprezada. A tens3o entre os terminais do
indutor é dada por

di

dt

Ademais, note que, se a tens3o v for dada, a determinac3o de /

requer a solu¢do de uma equagao diferencial.

v=Ri+L

@ Outro efeito que pode complicar o modelo do indutor é a histerese,
sendo a perda de energia no nicleo magnético, proporcional a drea

deste ciclo.
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Capacitores e Indutores

Associagdo de indutores

Associacao de indutores em paralelo

A tens3o entre seus terminais é a mesma e a corrente armazenada total € a
soma das correntes j; armazenadas em cada indutor de indutancia L; para

j=1,--- n. Desta forma, temos
=Y
j=1
n 1 t
= Z—/ vdT + i;(0)
= L Jo

t n
= i/ vdr + Y ij(0)
Leq 0 =

sendo 1/Leg = >, (1/L;) a indutdncia equivalente.
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Capacitores e Indutores

Associagdo de indutores

Associacdo de indutores em série

v = i\/j
j=1
n di
= 2 by
j=1

di

= Leqa

sendo Lo, = > ., L; aindutancia equivalente.
do Leg i1 Lj aindut lent
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Capacitores e Indutores

Indutdncia mitua

Indutancia matua

Ry M

Ly

Para circuitos com mais de um indutor a corrente através de um
deles estabelece um fluxo magnético que concatena o outro
indutor, induzindo uma tens3o. Considerando, por exemplo, que
dois circuitos estejam acoplados por um campo magnético, como
mostrado na figura, a tensdo induzida no segundo circuito estad
relacionada com a corrente variante no tempo do primeiro e,
vice-versa, através um parametro conhecido como indutancia
mutua M.

Profa. Grace S. Deaecto Eletricidade Aplicada ICT / Unifesp
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Capacitores e Indutores

Indutdncia mitua

Indutancia matua

Dependendo da maneira como os nicleos magnéticos foram
enrolados e dos sentidos das correntes de malha passando nos
enrolamentos, os fluxos magnéticos podem ser aditivos ou
subtrativos. Este conhecimento é importante para a determinacao
dos sinais das tensoes induzidas pela indutdncia M.

Como, geralmente, ndo temos acesso a forma como os nticleos
foram enrolados, utilizam-se marcas de polaridade, representadas
por e, para indicar o sentido dos fluxos magnéticos.

As marcas de polaridade indicam por qual terminal de cada um
dos enrolamentos deve-se injetar corrente para a obtencdo de
fluxos aditivos dentro do niicleo magnético.

Alternativamente, se em um dos enrolamentos for injetada
corrente no terminal marcado com a polaridade e, no outro
enrolamento for retirada corrente do terminal que contém a marca
de polaridade, entdo os fluxos magnéticos serdo subtrativos.
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Capacitores e Indutores
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Indutdncia mitua

Se o fluxo concatenado produzido em L; pela passagem da
corrente no indutor L; é aditivo em relacdo ao fluxo de L;, entdo a
tens3o induzida pela indutdncia M possui o mesmo sinal daquela
produzida pela indutdncia prépria L;. Se os fluxos sdo subtrativos,
os sinais devem ser diferentes.

A seguir, s3o apresentadas as equacOes para as duas malhas do
circuito em consideracao.

@ Equacgdes para a malha 1

. dp ,dp
=R Li——M—=
v 1+ L1 pm o
@ Equacgdes para a malha 2
, dp , di
0=R L,b—==—M—=
2j2 + L2 P r

E importante notar que para uma tensdo v dada, a determinacdo
das correntes j; e j requer a solugdo de equacgles diferenciais.
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Capacitores e Indutores

Indutdncia mitua

Determinacao das marcas de polaridade

Para a determinacdo das marcas procede-se da seguinte maneira :

@ Arbitrariamente marca-se a polaridade em um dos terminais
de um dos enrolamentos e injeta-se corrente por ele.

o Utilizando-se a regra da mao direita, determina-se o sentido
do fluxo dentro do material magnético.

@ Arbitrariamente, injeta-se corrente em um dos terminais do
outro enrolamento, e determina-se o sentido do fluxo dentro
do material magnético.

@ Se os fluxos forem aditivos, este material receberad a outra
marca de polaridade. Se forem subtrativos, o outro material
recebe a marca de polaridade.

Note que para saber o sentido do fluxo magnético deve-se conhecer a
maneira como o ntcleo magnético foi enrolado. Na maioria das situagdes
praticas, ndo temos esta informacdo. Nestes casos, determinamos a
posicao das marcas de polaridade experimentalmente.

Profa. Grace S. Deaecto Eletricidade Aplicada ICT / Unifesp
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Capacitores e Indutores

Indutdncia mitua

Determinacao experimental das marcas de polaridade

@ Considerando o acesso apenas aos terminais dos enrolamentos com
os nucleos magnéticos n3o visiveis, conecta-se a um dos terminais
uma fonte de tens3o continua, uma chave e um resistor
atribuindo-se uma das marcas a este terminal e, ao outro terminal,
um voltimetro como mostrado na figura.

@ Quando a chave é fechada, ocorre uma deflexdo do ponteiro do
voltimetro. Se esta deflexdo for para a direita, a segunda marca serd
colocada no terminal positivo do voltimetro e, no terminal negativo,
caso contrario.
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Exemplo - indutores

Exemplo 3

Considere o circuito apresentado na figura

+

I v sendoi=0parat<O0e,
i(t) = 20te=5t [A] para t>0

100 [mH] -

@ Para qual instante de tempo a corrente é maxima ?
di

— =20e (1 -5t
g = 20e )

A corrente é maxima quando di/dt =0, ou seja, t = 1/5 [s].
o Calcule a tensdo v(t) indicada.

di
L=

dt
= 2e°(1 - 5t)
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Capacitores e Indutores
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Exemplo - indutores

Exemplo 3

@ Calcule a poténcia p e a energia w do circuito. A poténcia é
dada por
p = vi = 40te %% (1 — 5¢t) [W]

e a energia é dada por

2
w= %’ = 202710 [J]

o Qual € a energia maxima armazenada no indutor 7

dw
—— = 40te 10t(1 — 5¢
R e )

A energia é maxima quando dw/dt =0, ou seja, t = 1/5 [s].
Logo, Wmax = w(0.2) = 108.27 [mJ].
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Capacitores e Indutores
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Exemplo - indutores

Exemplo 3

@ Apresente os grdficos de i, v, p, w em fungdo do tempo.

1.5]
—_— 1 —
< = 9
- >
0.5]
0.5]
]
0 -0.!
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
el t[s
1 0.1:
0.1]
— 0.5] 0.08;
2 =
— —_ 0.06
Q 2
0| 0.04;
0.02}
-0.
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t[s] t[s]
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Exemplo - indutores

Exemplo 3

@ Para qual intervalo de tempo a energia estd sendo
armazenada no indutor ? De acordo com o grafico da
poténcia, vi > 0 para t € (0, 0.2] [s], indicando que a energia
estd sendo armazenada no indutor.

@ Para qual intervalo de tempo a energia estd sendo devolvida
do indutor para o circuito 7 De acordo com o grafico da
poténcia, vi < 0 para t € (0.2,00) [s], indicando que a energia
estd sendo extraida do indutor.

@ Calcule e interprete o valor das seguintes integrais

0.2 00
/ pdt, / pdt
0 0.2
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Exemplo - indutores

Exemplo 3

Utilizando integral por partes, temos que

0.2 0.2 0.2
1= / 40te~ 10t —200t%e 10t dt= / 40te™ Ot gt — / 200t%2e 10 dt
0 0 0

sendo que

0.2 —10t 0.2
t e
40 te Vgt — 40(—— ~ 10t / dt)
/0 y 0° ") 10 %

= —0.4e 0%(1 4 10e10)3-2

e, utilizando esta integral podemos calcular a seguinte

0.2 2 .
/ 200t%e gt = 200( _ Lttt /te—IOtdt_)
0 10 5 0

0.2
- ( 201210t 0.4e—1°f(1+10t))

Logo, o valor da integral Z = 20(0.2)2e~10%0-2 = 108.27 [mJ].
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Capacitores e Indutores
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Exemplo - indutores

Exemplo 3

Da mesma maneira, calculando a integral

e’} 00 0o
J = 40te 10t _200¢%e 0t dt= / 40te 10t gt — / 200¢2e~ 10t gt
0.2 0.2 0.2
temos o
J = (20t2e_10t>02 — —108.27 [m]]

Baseando-se na definicdo de p, a drea sob a curva de p X t fornece
a energia considerada durante o intervalo de integracdo. Desta
forma, a integral da poténcia entre os instantes t =0 e t = 0.2 [s]
representa a energia armazenada durante este intervalo de tempo.
Da mesma maneira, a integral de p entre os instantes t = 0.2 [s] e
t — 0o representa a energia entregue ao circuito a partir de

t = 0.2 [s]. Note que, neste caso, toda energia armazenada no
indutor foi devolvida ao circuito.
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Dualidade entre capacitores e indutores

Dualidade entre capacitores e indutores

@ Como ja discutido anteriormente, dois circuitos sdo duais se as
equacoes de malhas que caracterizam um deles tém a mesma
forma matemdtica das equag¢des nodais do outro.

@ Desta forma, tensoes e correntes sdo grandezas duais e o dual
de resisténcia é a condutancia.

@ Para capacitores e indutores temos

d)
dt

g=Cv [ A=Li

% |-
I_dt vV =

0 que mostram que cargas e fluxos sdo grandezas duais.
Ademais o dual de um capacitor de capacitancia C é um
indutor de indutancia L.
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