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Método de nés

Método de Nés

Para apresentacdo do método de nds consideraremos o circuito
resistivo apresentado a seguir.

Rs
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Método de nés

Lei de Kirchhoff das correntes

A soma algébrica das correntes em cada né é nula, sendo atribuido
o sinal positivo as correntes que saem do né e o negativo as

correntes que entram.

o O circuito de interesse possui 4 nds, sendo que suas correntes

obedecem as seguintes equacoes
né1: ih+ i5 + i6
né 2 : *I'1+I'2+I'3
n63: —iz+is— s

né 0 : *I.2*I.4*I.6

o O O

0

@ Note que estas equagdes ndo sdo independentes (qualquer

corrente de bipolo sai de um né e entra em outro).

@ Um circuito conexo com n néds, possui n — 1 equacdes

independentes.
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Método de nés

Tensao de né

Escolhendo um dos nés como sendo o de referéncia (ou terra) em
um circuito com n nds, as tensdes de nds sdo as tensdes entre os
n — 1 nés e o né de referéncia. A tensdo do né de referéncia é, por
definicdo, nula.

Lei de Kirchhoff das tensées

A tens3o entre os terminais de cada bipolo é a diferenca entre a
tensdo do né ao qual esta ligado o terminal positivo e a tensido do
né ao qual estd ligado o terminal negativo.

Profa. Grace S. Deaecto Eletricidade Aplicada ICT / Unifesp 5/42
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Método de nés

@ Denotando v; como tensdo no bipolo i € {1,--- ,5} e ¢f como
tensdo no né j € {0,--- ,3} e adotando o né 0 como o de
referéncia, podemos escrever as seguintes equagoes

Vi = € — &
Vo = €2
V3 = €& — 63
Vg = €3
Vs = €1 — €3
V6 = €1

@ Note que em um circuito com b bipolos e n néds, suas b
equacdes independentes possuem b + n — 1 varidveis, sendo b
tensoes de bipolos e n — 1 tensdes de nds.

@ Como as tensdes de bipolos sdo escritas em fun¢do das
tensoes de nds, temos n — 1 tensbes independentes.
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Método de nés

Contagem do nimero de varidveis e equacoes

Variaveis Equacdes
L. Correntes b n—1
L. Tensdes b+n—1 b
Total 2b+n—1| b+n—-1

@ Note que necessitamos de mais b equacdes para obter solucdo
tnica. Estas b equagbes seguem da Lei de Ohm em cada
bipolo. No caso do exemplo considerado, temos

h = wn/R Note que para exprimir as correntes em
h = w/R func3o das tensdes, os bipolos devem ser
s = v/Rs controlados por tens3o.

is = va/Ra O circuito n3o pode conter fontes ideais
5 = vw/Rs de tens3o.

s = -1
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Método de nés

Método de nds

Utilizando as equag¢des obtidas das Leis de Kirchhoff (lembrando
que a equacdo de corrente para o né 0 deve ser descartada) e
aquelas obtidas da Lei de Ohm, podemos escrever o sistema

1 1 1 1

(FI+IF5) 1 71R_1 1 7? e !
w wWhetR) R 27
R R (& = )l Ll L0

@ A forma matricial das equag¢bes de nés é dada por Ye = I,
sendo Y € R(™Dx("=1) 3 matriz admitancia, e € R("~1)x1 o
vetor de tensdes de nés e If € R("™1*1 o vetor das fontes de
corrente independentes.

@ A matriz Y é simétrica.
@ O sistema pode ser obtido por inspecio.
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Método de nés

Método de nds

@ O elemento yyx da diagonal principal é a soma de todas as
conduténcias ligadas ao né k.

@ Os elementos iguais y,; e yjkx sao iguais a soma das
condutancias entre os nds k e j com o sinal negativo.

@ O elemento I, é a soma de todas as fontes de correntes
ligadas ao né k com sinal positivo se apontam na direcdo do
né ou negativo, caso contrdrio.
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Método de nés para bipolos ndo-lineares

Método de nds para bipolos nao-lineares

o O método é aplicavel mesmo que um dos bipolos seja
nao-linear e desde que controlado por tens3o.

@ Supondo que o bipolo 3 seja n3o-linear e que sua corrente seja
expressa por i3 = f(v3) = f(ex — e3), as equagdes ficam

(1 . 1) 1 1 |

— 4 — ey — —e— —e3 =

R, R/‘' R % R
1 1 1

_t = fley — —
R161+(R1+R2>€2+ (62 63) 0
1 1 1

- — e —f(er — =0
Re e+ <R4 + R5>e3 (&2 — &3)
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Método de nés modificado

Método de ndés modificado

O método de nés modificado é aplicado quando o circuito possui
bipolos ndo controlados por tensdo, como o circuito seguinte com
uma fonte ideal de tensdo.

Rs
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Método de nés modificado

Método de ndés modificado

As correntes para os nés 1, 2 e 3 j& expressas em termos das
tensdes de nds sdo

1 1 1 1
I PR DR O

Ri ' Rs Ri° Rs
1 1 1 .
—Flel—i-(ﬁ-i-z)ez—i-g =0
1 1 1 .
7F5€1+<F4+F5)e3713 =0

Note que temos uma varidvel adicional i3 e, portanto, uma
equacao adicional deve ser incluida. Ela é dada por

e—e=E
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Método de nés modificado

Método de ndés modificado

O sistema de equac¢8es obtido é o seguinte

(% +1Ri5) 1—%1 —% 07 [e /
f? (W1 + E) X 0 . 1 [} _ 0
0 1 -1 i3 E

@ A matriz de admitancia Y continua simétrica.

@ Se a fonte de tens3o E for nula caracterizando um curto
circuito, a corrente de curto circuito /3 poderia ser calculada
sem grandes dificuldades.

@ Este método pode ser utilizado para a obtencdo de uma
corrente qualquer, desde que a equacao adicional seja aquela
que descreva, em fun¢do das tensdes de nds, o ramo da
corrente desejada.
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Circuitos com fontes vinculadas

Circuitos com fontes vinculadas

Para circuitos com fontes vinculadas utilizamos normalmente o
método de nds modificados, ja que algumas correntes conhecidas
como correntes essenciais ndo podem ser eliminadas. As correntes
essenciais s3o :

@ As correntes que passam através das fontes de tensio
vinculadas se existirem.

@ As correntes as quais s3o vinculadas fontes vinculadas a
correntes.
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Circuitos com fontes vinculadas

Fonte de corrente vinculada a tensao

O circuito a seguir possui uma fonte de corrente vinculada a

tensao.
Rs
Ry
2 i3
1 > - 3
+ _
1% gvi
- ® ~ g

7770
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Circuitos com fontes vinculadas

Fonte de corrente vinculada a tensao

@ Neste caso resolve-se o circuito desprezando a fonte vinculada
(abrindo o circuito na posigdo da fonte), obtendo

R~k E |[a] T
7? (WI - E) 1 0 1 2=
“Rs 0 (E + Fs) €3 0

@ A fonte estd localizada entre os nés 2 e 3 e altera as equacdes
de correntes nestes nds. Logo, nestas linhas, a matriz
admitancia deve ser modificada considerando que
iz = gvi = g(e; — &), o sistema torna-se

1 1 1 1
Gk ok k][]
—?+g (Wl + E)—g . 0 . el =10
~R & g (7 + =)J Les 0

Rs
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Circuitos com fontes vinculadas

Fonte de corrente vinculada a corrente

Um circuito com fonte de corrente vinculada a corrente é dado a

seguir.
Rs
Ry
i1 2 lgL
1 [ - 3
Bix
- ® S

7770
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Circuitos com fontes vinculadas

Fonte de corrente vinculada a corrente

@ Neste caso encontra-se o sistema de equacGes desprezando a
fonte vinculada e explicitando a corrente de vinculo com a
equacdo adicional e; — e — Ryi; = 0, obtendo

£ 0 & 1][a] i
0o & 0 -1 | le| |0
- 0 (g+gm) O & 0
1 -1 0 —Ri| | 0

@ Como a fonte estad entre os nds 2 e 3, a matriz admitancia
sobre alteracdo nestas linhas acrescentando (i; na linha 2 e
—pBi1 em 3, obtendo

= 0 = I EE
I 0 -1+3| |e| _ |0
&0 (hrR) 0| [e| 70
S| 0 —Ry | LA 0
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Circuitos com fontes vinculadas

Fonte de tens3o vinculada a tensao

O circuito contendo este tipo de fonte de tensio é dado a seguir

Rs

R
2 i3

1 > T | 3
Jr —
Vi Hvi
/ Q Ry Ry

7170
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Circuitos com fontes vinculadas

Fonte de tensao vinculada a tensao

@ Como a corrente que passa através da fonte vinculada é
essencial, encontra-se o sistema de equagdes explicitando esta
corrente.

@ A equacdo adicional é onde ocorre o vinculo, sendo dada por
e —e—pler—e)=0

@ O sistema de equagdes é o seguinte

1 1 1 1
(B+%) - R Ol e

/
0
0
0
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Circuitos com fontes vinculadas

Fonte de tens3ao vinculada a corrente

O circuito a seguir apresenta este tipo de fonte

Rs

VAVA

R

H
Y
Yo
+
w
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Leis de Kirchhoff - Métodos de nés e de malhas
000000000

Circuitos com fontes vinculadas

Fonte de tensao vinculada a corrente

Para o circuito em quest3do, utiliza-se 0 método de nds modificados
explicitando as correntes i1 e i3. As equacoes adicionais s3ao

€ — € — Rlil =0
relacionada ao bipolo onde passa a corrente i; e a equacdo de
vinculo

e—e3—rii=0
relacionada ao bipolo onde passa a corrente i3. O sistema de
equacgdes € o seguinte

oo 4 0] ] !
0 R% 0 — & 0
-x 0 (&+7) 0 -1||e|l=|0
1 -1 0 -R, 0| |1 0
0 1 -1 —r 0 3 0
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Circuitos com fontes vinculadas

Comentarios

@ Como ja mencionado, as fontes vinculadas n3o representam
entradas externas no sistema. Elas alteram a matriz
admitancia Y dos mesmos e n3o interferem nas entradas l¢

@ A matriz admitancia Y de um sistema com fontes vinculadas
deixa de ser simétrica.
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Método de malhas

Método de malhas : Algumas definicoes

Circuitos planares

Circuitos que podem ser representados em um plano sem que haja
cruzamento de ramos.

S3o lacos que nao contém bipolos no seu interior.

Correntes de malhas

S3o correntes ficticias existentes somente no perimetro da malha.
Seu sentido é o mesmo sentido de percurso da malha quando se
escreve a respectiva equacao de tensoes.
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Método de malhas

Método de malhas

Para apresentacdo do método de malhas consideraremos o circuito
resistivo apresentado a seguir.

E> Rs

|

J3
3 W R , i R3
3
A\ —/\N 3
Y A WY

+
ki C_D i R [ e Ri
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Método de malhas

Método de malhas

@ O método de malhas somente é aplicavel para circuitos planos.

@ O nimero de malhas em um circuito plano conexo é dado por
b—(n—1).

Lei das tensdes em formulagdo alternativa

A soma das tensdes dos bipolos que formam uma malha é igual a
zero se, escolhido o sentido de percurso, considerar-se tensoes
positivas as que concordarem com o sentido adotado e negativas
as que discordarem.

@ Através do método de Kirchhoff obtém-se equagdes de
tensdes descritas para b — (n — 1) malhas expressas em fungao
das correntes de bipolos, que, por sua vez, sdo expressas em
fungdo das b — (n — 1) correntes de malhas.
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Método de malhas

Método de Malhas

@ O circuito de interesse possui 3 malhas. Utilizando a Lei de
Kirchhoff, temos

malha 1 : E1 - Rlil - R2i2 =0
malha 2 : R2i2 — R3i3 — R4i4 =0
malha 3 : Rih—Ey— Rsis+R3iz = 0
@ A relac3o entre as correntes de malhas e as de bipolos é a
seguinte

h = h—J3

b = j—J

B = p—J3

h = J

5 = J3

e = —h
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Método de malhas

Método de Malhas

@ Relacionando ambos os conjuntos de equacdes, obtemos o
seguinte sistema

Ri+ R —R» —Ry il E
—Ry R+ R3+Ra —R3 R|l=1] 0
—Ry —R3 Ri+R3+Rs| |J3 —E

@ Na forma matricial, as equag¢des de malhas s3o representadas
por Zj = Ef sendo Z € Rb—(m=1)xb=(n=1) 3 matriz
impedancia, j € RP~("=1)x1 5 vetor das correntes de malhas e
Ef € RE-("=1)x1 5 vetor das fontes de tens3o independentes.

@ A matriz Z é simétrica e diagonal dominante.

@ O sistema pode ser obtido por inspecio.
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Método de malhas

Método de malhas

Considerando que as correntes de malhas circulam no mesmo
sentido (por exemplo, hordrio), temos :

@ O elemento zy, da diagonal principal é a soma de todas as
resisténcias que compoem a malha k.

@ Os elementos iguais z; e zj sdo iguais a soma das
resisténcias, com o sinal negativo, que pertencem
simultaneamente as malhas j e k.

@ O elemento E, é a soma de todas as fontes de tensio da
malha k obedecendo o sentido de percurso, positivo se
concordar com o sentido adotado e negativo caso contrario.
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Método de malhas

Comentarios

@ O método de malhas é conveniente na andlise de circuitos
pequenos formados por fontes de tensdo. Entretanto,
comparado ao de nds, possui a desvantagem de ser restrito
aos circuitos planos.

@ Como no método de nds, o método de malhas pode ser
modificado de forma a incluir entre as incdgnitas algumas
tensoes, tornando possivel a andlise de circuitos com fontes de
corrente ideais.

@ Fontes vinculadas também podem ser incluidas, o que tornam
a matriz de impedancia Z assimétrica.

@ Em ambos os casos, no método de nds e no de malhas, as
simplificagbes nos circuitos podem facilitar sua analise.
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Dualidade

Dualidade

R1 G2
El # <11 R2 Q R3 / Gl G3

@ Considerando apenas circuitos planos conexos as equacgoes
matriciais

Zj:Ef (S Ye:|f

sdo duais pois s6 diferem pelo nome das grandezas envolvidas.
@ Pares de circuitos cuja equacdo de nés de um é idéntica a
equacao de malhas do outro sdo chamados de duais.
@ Os circuitos da figura sdo duais.
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Simplificagdo de circuitos

Simplificacdo de circuitos

Para facilitar a andlise de circuitos elétricos podemos recorrer a
algumas transformagdes tais como :

@ Realizar a associacdo em série ou em paralelo de bipolos,
substituindo os mesmos por um tnico bipolo equivalente.

@ Realizar a equivaléncia estrela-triangulo.

@ Realizar a transformacado de fontes : fontes de tensio para
fontes de corrente e vice-versa.

@ Realizar o deslocamento de fontes.
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Simplificagdo de circuitos

Associacao de bipolos em série

@ Bipolos em série : A corrente i que passa por todos eles é a mesma.
@ Note que aplicando a lei de Kirchhoff das tensoes, temos

v = Eeg — Regi, com
q q

Eeq:ZEi ) Req:ZRi
i=1 i=1

@ Logo os n bipolos em série podem ser substituidos por um nico
bipolo equivalente.
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Simplificagdo de circuitos

Associacao de bipolos em paralelo

@ Bipolos em paralelo : A tens3o v sobre todos eles é a mesma.
@ Note que aplicando a lei de Kirchhoff das correntes, temos

i = log — Gegv, com

lg=Y 1, Gq=Y_G
i=1 i=1

@ Logo os n bipolos em paralelo podem ser substituidos por um tinico

bipolo equivalente.
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Simplificagdo de circuitos

Equivaléncia estrela-triangulo

Ry R,

Ris Ra3

R3

@ Muitas vezes é conveniente substituir uma ligacdo Y por uma
ligacdo A equivalente ou vice-versa.

@ Para encontrar a equivaléncia ligam-se duas fontes de corrente
quaisquer aos nds de mesmo nome das associacoes.
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Simplificagdo de circuitos

Equivaléncia estrela-triangulo

N
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Simplificagdo de circuitos

Equivaléncia estrela-triangulo

A condicdo de equivaléncia entre as associacOes é dada por

-1 1 1 1
R1+R3 R3 :| _ l:R—12 +1R_31 1_R_121
R3 R2 + R3 “ R R + Ra3

ou de Y — A, temos

R1R> + RyR3 + R3R;

R =
12 R
RiR> + RoR3 + R3 Ry
Ry = R
1
RiR> + RoR3 + R3 Ry
R31 = R
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Simplificagdo de circuitos

Equivaléncia estrela-triangulo

De A — Y temos

R, — R12Rs31
Ri2 + Ro3 + R31
R, — Ri2Ro3
2
Ri2 + Ro3 + R31
R, — Ro3R31

Ri2 + Rz + R31

Se as trés resisténcias forem iguais Ry = R, = R3 = Ry, temos

Ri2 = Ro3 = R31 = Rap = 3Ry
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Simplificagdo de circuitos

Transformacao de fontes

@ (2

Uma fonte de tensdo em série com um resistor pode ser substituida
por uma fonte de corrente em paralelo com o mesmo resistor ou
vice-versa.

@ A relacdo entre E e | é obtida conectando um resistor R
entre os pontos a e b. Nas duas configuragdes o resistor deve
sofrer o mesmo fluxo de corrente e, portanto, a mesma queda
de tensio.
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Simplificagdo de circuitos

Transformacao de fontes

@ Para a configuragdo (1) a corrente é dada por

) E
==
L RYR

@ Para a configuragdo (2) a corrente é dada por

R

=— |
R+RL

i

@ lgualando ambas as equac¢des temos que a relagdo é
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Simplificagdo de circuitos

Deslocamento de fonte de tensao

R1 R3 Rl R3

R> R4 R> Rs

O deslocamento de uma fonte ideal de tensdo colocando-a em série
com os bipolos das malhas subsequentes (precedentes) e deixando
o ramo onde ela estava em curto, n3o altera as equacoes do
circuito
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0000000000e

Simplificagdo de circuitos

Deslocamento de fonte de corrente

O deslocamento de uma fonte ideal de corrente colocando-a em
paralelo com os nés subsequentes (precedentes) e deixando o ramo
onde ela estava em aberto, n3o altera as equacdes do circuito
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