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NOTA AO LEITOR

Estas notas de aula foram inteiramente baseadas nas seguintes
referéncias :

@ J. C. Geromel e A. G. B. Palhares, “Andlise Linear de
Sistemas Dindmicos - Teoria, Ensaios Prdticos e Exercicios’,
22 Edicdo, Edgard Blucher Ltda, 2011.

@ A. V. Oppenheim, A. S. Willsky, S. H. Nawab, “Signals &
Systems”, 2"? Edition, Prentice Hall, 1997.

@ S. Haykin, B. V. Veen, “Sinais e Sistemas’, Bookman, 1999.
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Comentarios iniciais

@ Como o leitor podera verificar no decorrer da leitura deste
capitulo, varios resultados para sistemas a tempo discretos sao
bastante similares aos estudados anteriormente para sistemas
a tempo continuo.

@ A diferenca fundamental é que para sinais a tempo continuo,
a varidvel independente é real (t € R), enquanto que para
sistemas a tempo discreto ela € inteira (n € Z).

@ Mesmo com grandes similaridades nos resultados, existem
diferencas importantes entre os dois dominios de tempo que
serao devidamente enfatizadas neste capitulo.
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Sistemas LTI

Sistemas LTI

Um sinal definido para todo n € Z pode ser representado como
uma combinac3do linear de exponenciais complexas.

Esta representacdo é importante, ndo somente, porque leva a uma
expressao bastante simples da saida, mas também porque permite
uma caracterizacdo no dominio da frequéncia dos sinais e sistemas
através da andlise do seu espectro.

Antes de apresentd-la, vamos revisar algumas definicdes e
caracteristicas de um sistema dindmico. Ele é um ente matemdtico
denotado por S{-} que converte um sinal de entrada x(n) em um
sinal de saida y(n), ou seja

y(n) = S{x(n)}

Profa. Grace S. Deaecto DMC / FEM - Unicamp 5 /48



Representacgdo de Fourier - Tempo discreto

0e00

Sistemas LTI

Sistemas LTI

Um sistema dindmico S{-} definido para todo n € Z é dito :
@ Linear : Quando a saida para uma entrada

x(n) = Y7, aixi(n) for igual a y(n) = >/, ajyi(n) para
todo a; € R.

@ Invariante no tempo : Quando a saida para uma entrada
x(n — 1) for igual a y(n — i) para todo i € Z.

@ Causal : Quando a saida y(n) depende da entrada x(/) apenas
para i < n. Ou seja, em qualquer instante a saida depende
apenas da entrada ocorrida no passado e no presente.

Uma entrada de grande importancia é o impulso unitario discreto
x(n) = d(n) definido por

iw={g %0
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Sistemas LTI

Sistemas LTI

Um sinal x(n) definido em n € Z pode ser descrito como uma
combinagdo linear de impulsos da seguinte maneira
(e}
x(n) =Y x(i)d(n— i)
I=—00
Seja S{-} um sistema dindmico LT| com entrada x(n), sua saida
y(n) é dada por

y(n) = 5{ > x(i)5(n—i)}

= _Z x()S{6(n—i)}
= Y x(ih(n—1)

i=—o00
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Sistemas LTI

Sistemas LTI

Em que a segunda igualdade decorre da propriedade de linearidade
e a terceira da propriedade de invaridncia no tempo de um sistema
LTl e

h(n) = 5{é(n)}
é a resposta ao impulso. Logo, y(n) = x(n) % h(n), ou seja

o0

y(n) = > x(Dh(n—1)

i=—00

Ademais, se o sistema for causal entdo h(n) =0, Vn < 0 e, temos

n

y(n)= " x()h(n—i)

i=—o00
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Resposta a funcdo poténcia

A resposta de um sistema LTI a fun¢do poténcia x(n) = " com
w € C é dada por

yin) = 32 hix(n—1)

= >
= {Z h(i)u’}u”
sendo -
H(i) = 3 (i

relacionada a resposta ao impulso do sistema.
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Resposta a funcdo poténcia

Logo, a resposta a 1" é igual a entrada a menos de uma constante
H(u), ou seja
y(n) = H(p)p"

sendo 1" chamada de autofunc¢do e H(;:) autovalor associado a
autofuncdo u". Consequentemente, para

x(n)= Y axuf

k=—0o0
teremos a seguinte saida
o
y(n) = Z v H () g
k=—o00
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Resposta a exponenciais complexas

@ A representacdao de um sinal em termos de uma combinagdo
linear de func¢des do tipo pu” com p = &% é uma
representacao de Fourier do sinal.

@ Ela é importante pois permite uma analise criteriosa de cada
componente em frequéncia do sinal. Ademais, para cada
componente, a resposta de um sistema a um sinal com
representacdo de Fourier é simples, pois é idéntica a entrada a
menos de uma constante H(-).

@ Quando o sinal a tempo discreto é periddico, ele pode ser
representado por uma série de Fourier.

@ Quando o sinal a tempo discreto é aperiddico, ele pode ser
representado por uma transformada de Fourier.
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Série de Fourier

@ Um sinal a tempo discreto é periddico se para algum
N>0eZ
x(n)=x(n+ N), Vne Z

@ Se N > 0 é o menor valor inteiro que satisfaz a igualdade, ele
é chamado de periodo fundamental.

@ Do capitulo anterior, pudemos concluir que o sinal e/“°t
possui as seguintes propriedades :
@ Quanto maior wg maior é a taxa de oscilacdo do sinal.
o Ele é periddico para qualquer valor de wy.

@ Ambas as propriedades n3o s3o verificadas no caso discreto.
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Série de Fourier

@ De fato, note que para a frequéncia w = wg + 27, temos

ej(wo+27r)n — ejwonej27rn — ejwon

e, portanto, os sinais de frequéncias wg + 27k, k € Z sao
idénticos aquele de frequéncia wy.

@ Logo, basta representar o sinal nos intervalos 0 < wg < 27 ou
—m <wy <.

@ Ademais, diferente do caso continuo, a sua taxa de oscilacdo
ndo é crescente com wq. De fato, a maior taxa ocorre para
wp = 7 € as menores taxas para frequéncias préximas de
wo = 0 e wg = 2m. Em ambas as frequéncias, a sequéncia é a
mesma e o sinal é constante.
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Série de Fourier

@ No que se refere 3 periodicidade, para que e/“°” seja periédica
com periodo N > 0 devemos ter

e\jwo(n—i—N) — ejwon

e, portanto, e/“oN — 1 sendo woN um miltiplo de 27.

@ Logo, deve existir um inteiro k tal que wog/N = 27k ou de
forma equivalente
wo k
o~ N
deve ser racional.
@ Se x(n) possui periodo fundamental N, entdo sua frequéncia

fundamental é
2T wp
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Série de Fourier

Série de Fourier

@ A tabela resume as diferencas entre os sinais e/“°t e g/“0",

‘ gJwot ‘ eJwon ‘
Sinais diferentes Sinais idénticos para
para cada wyp wo + 27k, k € Z

Periddico para qualquer wy | Periddico para wo = 27k /N,
k e N > 0 inteiros
Frequéncia fundamental wg | Frequéncia fundamental wq/k
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Série de Fourier

Exemplo 1

@ Calcule o periodo T para os sinais a tempo continuo
x(t) = cos(27t/12), x(t) = cos(8mt/31) e x(t) = cos(t/6).

Resposta :
@ Para o sinal x(t) = cos(27t/12) temos T = 12.

@ Para o sinal x(t) = cos(87t/31) temos T = 31/4.

@ Para o sinal x(t) = cos(t/6) temos T = 127.

Profa. Grace S. Deaecto DMC / FEM - Unicamp



Representacgdo de Fourier - Tempo discreto
00000e00000000

Série de Fourier

Exemplo 2

@ Calcule o periodo N para os sinais a tempo discreto
x(n) = cos(2mn/12), x(n) = cos(8wn/31) e x(n) = cos(n/6).

Resposta :

@ Para o sinal x(n) = cos(2mwn/12) temos N = 12.

@ Para o sinal x(n) = cos(8wn/31) temos N = 31. Note que
x(n) é definido somente para valores inteiros da varidvel
independente.

@ Para o sinal x(n) = cos(n/6) ndo encontramos N inteiro e,
portanto, x(n) nao é periédico.
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Série de Fourier

Série de Fourier

Um sinal periédico a tempo discreto x(n) = x(n + N) pode ser

escrito como
x(n) = E o efkeon

k=<N>
L —jkwon
U= x(n)e
n=<N>

sempre que a série convergir, em que wo = 27/ N.

Diferente do caso continuo, no tempo discreto, a série é finita. A
notacdo < N > representa N pontos consecutivos ndo importando
quais sejam eles.
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Série de Fourier

De fato, considerando que a primeira igualdade vale,
multiplicando-a de ambos os lados por e™/"°" e somando ao longo
de um periodo, temos

§ X(n)e—eron _ § § ake/kwgne—ﬂwon

n=<N> n=<N>k=<N>

Z QK Z ej(kfr)won

k=<N> n=<N>
= akN

pois
Z oI (k=r)@m/N)n _ N , k—r=0+N+2N, .-
il 0o , caso contrario

Logo, os coeficientes sdo calculados como

1 .
= Z x(n)e~Jkwon

n=<N>
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Série de Fourier

Comentarios :

@ Os coeficientes espectrais ax, k € Z medem a porcdo do sinal
referente a cada harmonica da componente fundamental.

k+N)won

@ Ademais, levando em conta que gikwon — i temos

que Qg = Qk4N-
@ Como no caso continuo, para sinais periddicos reais temos
x(n) = x*(n) e, portanto,

Oy = O

@ No caso discreto, a série de Fourier sempre converge e nio
existe o fendmeno de Gibbs. Isto ocorre pois a sequéncia
periddica estd totalmente especificada por um nimero finito
de N pardmetros. A série somente os organiza de maneira
conveniente.
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Série de Fourier

Exemplo 3

@ Considere o sinal
2
x(n) = sen <7TTX3n>

e determine a sua representacdo em série de Fourier e os seus
coeficientes.

Resposta : Temos que N = 5. Ademais, podemos verificar que
x(n) = S5 _ L -jan/s)n
2j 2j

€, por inspecdo encontramos
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Série de Fourier

Exemplo 3

Devido a propriedade de periodicidade temos que
Q3 =035 =0Q 2 € Q_3=Q_315=0Q2

A figura a seguir mostra os coeficientes da série.
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Série de Fourier

Exemplo 4

@ Considere o sinal

(n) =1+ 21n n 4mn n T
x(n) = sen | —— cos | — + =

N N 2
e determine a sua representacdo em série de Fourier.
Resposta : Expandindo x(n) em termos de exponenciais complexas,
obtemos

17 . . i .
_ r/N)yn _ _—j@r/N)n| | J [ _j22n/N)n _ _—j2(2w/N)n
x(n) 1+2j [ef e }+2 [e’ e ]

e, portanto, os coeficientes s3o

(67} 1 I

_ 1 (%] 5
(e%1 = 2.1 o, — _21

a_1 = —3; - 2

Profa. Grace S. Deaecto
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Série de Fourier

Exemplo 4

A figura a seguir apresenta os coeficientes da série para N = 7.

|ok|
1
1
—3_-2-10 1 2 3
Z()ék
s
| |2 | |
) —3|-2-10 |1 2 3 k
_x
2
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Série de Fourier

Teorema de Parseval

A seguinte igualdade é verdadeira

D D D DG

n=<N> k=<N>

De fato, temos

S P = 5 Y xn)x(n)

n=<N> n=<N>
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Propriedades da série de Fourier

Definindo R(-) como o operador usado para a obten¢do dos
coeficientes da série de Fourier, tal que, R(x(n)) = ax e
R(h(n)) = Bk, seguem algumas propriedades basicas.

@ Linearidade : Para ¢; € R paratodoi=1,---,q temos

q q
R( Z CiXi(n)) = Z itk
i=1 i=1
@ Deslocamento no tempo (atraso) :
R(x(n - /)) = e ki,
@ Deslocamento em frequéncia :

R(ejm‘”o"x(n)) = Qk_m
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Propriedades da série de Fourier

@ Convolucdo periddica :

R( Z x(r)h(n — r)) = Noayfx

r=<N>
@ Simetria de sinais reais : Se x(n) = x*(n) entdo
Qg = o
Como implicacdo deste resultado, temos que
Re{ak} = Re{a_x} , Im{ax} = —Im{a_x}

fungdo par fungdo impar

0 que nos permite evidenciar ainda que :
| x(t) ] g |
real e par par e real

real e impar | impar e imaginario puro
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Propriedades da série de Fourier

Exemplo 5

@ Considere um sinal retangular a tempo discreto definido por

X(n): 1 9 ‘n‘SNl
0 ) Nl§|n|§N/2

encontre os coeficientes da série de Fourier e através deles,

O T

-N -N;, O Ny N

x(n)
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Propriedades da série de Fourier

Exemplo 5

Para obter os coeficientes da série de Fourier temos

1 s
g = N Z e Jkeon
1 2N,
= o> erkalm
m=0

_ oikwoNy 1 — e Jkwo(2Mi+1)
N "1 e

1 2j e—kwo/2 ( gikwo(2Mi+1)/2 _ g—jkwo(2Ni+1)/2
- NZ e—Jjkwo/2 < >
1 sen(kwo(2Ny +1)/2)
N sen(kwo/2)
(2N; + 1) sinc(kwo(2N; +1)/2)

N sinc(kwo/2)

aikwo/2 _ g—jkuwo/2

Profa. Grace S. Deaecto DMC / FEM - Unicamp 29 / 48



Representacgdo de Fourier - Tempo discreto
0000@e0

Propriedades da série de Fourier

Exemplo 5

@ Representacdo dos coeficientes Nay para Ny = 2.

%I || Iml || |0|| II || ll I | LI L

-50 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 50

Profa. Grace S. Deaecto DMC / FEM - Unicamp 30 /48



Representacgdo de Fourier - Tempo discreto
00000e

Propriedades da série de Fourier

Exemplo 5

M

@ Sinal x(n) = Z e om com Ny =2 e N=0.

k=—M

12
1
08
06
04
02 | I
T
e T

1

M =

12
1
08
06
04
02

11 11 11
[ T — 0 5 1
n

L

M=14

|

L]

1 :

5
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Transformada de Fourier

@ Como no capitulo anterior, a transformada de Fourier para
sinais a tempo discreto pode ser obtida a partir da série de
Fourier do sinal, cujo espectro é formado por linhas
igualmente espacadas com espagamento igual a frequéncia
fundamental do sinal, ou seja, wp.

@ Mais especificamente, vamos aproximar um sinal aperiddico
por um periddico quando o periodo N tende ao infinito. Neste
caso, temos que a frequéncia fundamental wp = 27/N tende a
zero e, portanto, obtemos um espectro continuo.

@ Como veremos, a ideia é idéntica aquela adotada no capitulo
anterior.
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Transformada de Fourier

De fato, considere um sinal aperiédico x(n) com duragio finita.
Podemos construir um sinal periédico X(n), idéntico a x(n) para
—N; < n < N,, como mostrado na figura.

il el

Escolhendo N — oo obtemos que x(n) = X(n), Vn € Z.

DMC / FEM - Unicamp
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Transformada de Fourier

Representando X(n) em série de Fourier, temos

x(n) = Z akejkwo"

k=<N>
1 .
% =5 Z %(n)e Jkwon
n=<N>
Fazendo N — oo, no intervalo —N; < n < Ny, X(n) = x(n) e

) 1 & )
g = Nh—r>noo N x(n)e kwon — Nh—r>noo m _z_:oo x(n)edkwon

onde foi considerado o fato que x(n) = 0 fora do intervalo
—N; < n < N,. Ademais, podemos definir
X(e®)= > x(n)eFen

n=—oo
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Transformada de Fourier

Com a definicdo anterior, temos

X (e
oy = X(e")

e, portanto

x(n) = lim Z Meﬂ‘““” 1 lim Z X (efkwo)elkwonyy,
N—oo N 27 wo—0
k=<N> k=<2m [wo>
Cada termo do somatério é a drea do retdngulo de altura
X (e/kwo)elkwon e Jargura wy. Como wy — 0, 0 somatério torna-se

uma integral.
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Transformada de Fourier

@ Ademais, uma vez que o somatdrio ocorre para N intervalos
consecutivos de tamanho wg = 27 /N, o intervalo total de
integracdo serd sempre 2m. Assim, para N — oo, X(n) = x(n)
e temos

x(n) = % 5 X ()" dw

conhecida como transformada de Fourier inversa para sinais a
tempo discreto.

@ Um ponto importante a ser ressaltado é que, diferente do caso
continuo, X(e/*) é periddica e possui periodo igual a 27.
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Transformada de Fourier

sformada de Fourier

Um sinal a tempo discreto x(n), n € Z pode ser escrito como

1 .
x(n) = o= /QW X ()" du
chamada de transformada de Fourier inversa em que

o0

X(&)= )" x(n)eSer

n=—0o0

é denominada transformada de Fourier do sinal x(n).
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Transformada de Fourier

Convergéncia da Transformada de Fourier

Desejamos saber as condi¢Bes para as quais X(n) é uma
representacgdo vélida para x(n). Ou seja, quais as condiges para as
quais a soma infinita de X(&/*) converge ?

@ Condigdo : O sinal x(n) deve possuir energia finita

(e}

Y ()P <oo

n=—0oo

Sobre a transformada de Fourier inversa ndo hd hipdteses de
convergéncia uma vez que o intervalo de integracdo é finito.
Geralmente, o fendmeno de Gibbs n3o é observado.
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Transformada de Fourier

Representacao de Fourier para sinais periddicos

Como no caso continuo, podemos calcular a transformada de
Fourier para sinais periddicos a tempo discreto se a interpretarmos
como um trem de impulsos no dominio da frequéncia.

No caso continuo, concluimos que a transformada de Fourier, de
um sinal periddico x(t) é dada por

X(e) = 3 2rapdle - 2nk/T)

k=—o00

Seguindo a mesma linha de raciocinio, para o caso discreto, temos

X(e™) = i 2mad(w — 2wk /N)

k=—00
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Transformada de Fourier

Representacao de Fourier para sinais periddicos

De fato, temos

x(n) = %/2 Z 2oy <w—%)ejw"dw
T k=—00
- Z ak/ 5<w—2ﬂk> ev"d
k=—o00 27 N
— Z akej(Zﬂk/N)n
k=<N>

que é exatamente a representagdo do sinal x(n) em série de
Fourier. Os limites do somatdrio na dltima igualdade vem do fato
de que o intervalo de integracdo na igualdade anterior é igual a 27
o que impde k =< N >.
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Transformada de Fourier

Teorema de Parseval

A seguinte igualdade, que representa a energia de um sinal é

verdadeira
> et = 57 [ IX(e)Pd
— 21
n=-—o00
De fato, temos
- 2 _ - i/ * jw\ ,—jwn
n;m|x(n)| = n;m{zw %X (¢“)e7"dw ¢ x(n)
1 ) > .
_ i * w —jwn
= 5 27rX (¢ ){n_zoox(n)e }dw
— = x(e)pd
- 27T o w

S = | X(&/*)|? é chamado de densidade espectral de energia.
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Propriedades da transformada de Fourier

Definindo F(-) como sendo o operador transformada de Fourier,
estdo listadas a seguir algumas propriedades basicas, que o leitor
pode notar, muitas delas sdo similares aquelas do caso continuo.

@ Linearidade : Para ¢; € R paratodoi=1,---,q temos

q q
,F( Z C,'X,'(n)) = Z C;X(ej‘”)
i=1 i=1
@ Deslocamento no tempo (atraso) :
.F(X(n - /)) — e i X(e¥)
@ Deslocamento em frequéncia :

Fem (1)) = X (/7))
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Propriedades da transformada de Fourier

@ Convolucdo :
F(x(n) « h(n)) = X(&)H(e™)
@ Simetria de sinais reais : Se x(n) = x*(n) entdo
X(e7?) = X"(e)
Como implicacdo deste resultado, temos que
Re{X(e)} = Re{X(e )} , Im{X(e/)} = ~Im{X(e 7))

fungdo par fungdo impar

0 que nos permite evidenciar ainda que :
w
| x(n) | X(e™) |
real e par par e real
real e impar | impar e imaginario puro
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Propriedades da transformada de Fourier

Exemplo 6

@ Considere o sinal de retangular definido como

_ 1 ) ‘n‘SNl
X(”)—{ 0 . In|> Ny

encontre a transformada de Fourier e recupere o sinal x(n).

x(n)

] ;

sinc(w(Ny +1/2))
sinc(w/2)
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Exemplo 6

@ Transformada de Fourier e sinal X(n) para Nj =2

X(n)

X(*)

O sinal no tempo foi obtido da seguinte maneira

2(n) = (2N; +1) [T sinc(w(Ny + 1/2))

evnd
27 o sinc(w/2) “
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Propriedades da transformada de Fourier

Implementacao numérica da transformada

@ Vimos que a transformada de Fourier para sinais a tempo
discreto aperiddicos é continua na frequéncia.

@ Para analisd-la através de um computador ou processador
digital é importante amostra-la, uma vez que ambos possuem
capacidade de armazenamento limitado.

@ Desta forma, amostrando X(e/*) para w = kwy = k27/N o
sinal a tempo discreto torna-se

x(n) = % [ x(&)ea

1 jkw jkwon
~oom D X()er g
k=<N>

1 ikw jkwon
52 X(een)e
k=<N>

Q

que é uma série de Fourier de periodo N.
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Propriedades da transformada de Fourier

Implementacao numérica da transformada

@ Note que o sinal x(n) pode ser recuperado, se N for escolhido
maior ou igual ao tamanho do sinal.

@ Por exemplo, considere que x(n) possua tamanho L, ou seja,
x(n)#0paran=0,---,L—1ex(n) =0 para os demais
instantes. Neste caso, se N > L entdo x(n) serd igual a sua
série X(n) paran=20,--- ,N — 1.

@ Se N < L ocorrera distor¢do do sinal e, portanto, x(n) n3o
podera ser recuperado.

@ Ademais, quanto maior o valor de N, menor é o espagamento
entre as amostras de X (e/“0) e melhor ¢ a representacdo do
espectro.
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Propriedades da transformada de Fourier

Comentarios

@ Sobre os resultados referentes a representacdo de Fourier a
tempo continuo e a tempo discreto podemos obter as
seguintes conclusoes :

o Sinais continuos no tempo possuem espectros aperiddicos.

@ Sinais discretos no tempo possuem espectros peridédicos com
periodo 27.

@ Sinais periédicos no tempo possuem espectros discretos.

@ Sinais aperiddicos no tempo possuem espectros continuos.
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