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NOTA AO LEITOR

Estas notas de aula foram inteiramente baseadas nas seguintes
referéncias :

@ J. C. Geromel e A. G. B. Palhares, “Andlise Linear de
Sistemas Dindmicos - Teoria, Ensaios Prdticos e Exercicios”,
22 Edicao, Edgard Blucher Ltda, 2011.

@ A. V. Oppenheim, A. S. Willsky, S. H. Nawab, “Signals &
Systems”, 2nd Edition, Prentice Hall, 1997.

@ S. Haykin, B. V. Veen, “Sinais e Sistemas’, Bookman, 1999.
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Sistemas LTI

Sistemas LTI

Um sinal definido para todo t € R pode ser representado como
uma combinacdo linear de exponenciais complexas.

Esta representacdo é importante, ndo somente, porque leva a uma
expressao bastante simples da saida, mas também porque permite
uma caracterizagdo no dominio da frequéncia dos sinais e sistemas
através da andlise do seu espectro.

Antes de apresentd-la, vamos revisar algumas defini¢oes e
caracteristicas de um sistema dindmico. Ele é um ente matemdtico
denotado por S{-} que converte um sinal de entrada x(t) em um
sinal de saida y(t), ou seja

y(t) = S{x()}
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Sistemas LTI

Sistemas LTI

Um sistema dindmico S{-} definido para todo t € R € dito :

@ Linear : Quando a saida para uma entrada

x(t) =>.7_; aixi(t) for igual a y(t) = Y7 _; a;yi(t) para
todo a; € R.

@ Invariante no tempo : Quando a saida para uma entrada
x(t — 1) for igual a y(t — 7) para todo T € R.

@ Causal : Quando a saida y(t) depende da entrada x(7)
apenas para 7 < t. Ou seja, em qualquer instante, a saida
depende apenas da entrada ocorrida no passado e no presente.

Profa. Grace S. Deaecto DMC / FEM - Unicamp 5/43



Representacdo de Fourier - Tempo continuo
[eleY 1]

Sistemas LTI

Sistemas LTI

Um sinal x(t) definido em t € R pode ser descrito como uma
combinacgdo linear de impulsos da seguinte maneira

x(t) = /_OO x(7T)o(t — T)dT

Seja S{-} um sistema dindmico LTI (Linear Time Invariant
System) com entrada x(t), sua saida y(t) é dada por

y(t) = 5{/00 X(T)a(tf)df}

_ /_Z X(O:')S (6(t — )} dr
_ /_o; x(T)h(t — 7)dr
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Sistemas LTI

Sistemas LTI

Em que a segunda igualdade decorre da propriedade de linearidade
e a terceira da propriedade de invaridncia no tempo de um sistema
LTl e

h(t) = S{5(t)}

é a resposta ao impulso. Logo, y(t) = x(t) * h(t), ou seja

oo

y(t) = / x()h(t — T)dT
—0o0

Ademais, se o sistema for causal entdo h(t) =0, Vt < 0 e, temos

y(t) = /t «(F)h(t — 7)dr

— 00
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Resposta a exponenciais complexas

A resposta de um sistema LTI a uma exponencial complexa
x(t) = e com \ € C é dada por

y(t) = /00 h(T)x(t — 7)dt

—0o0

= / h(T)e’\(t_T)dT

= {/:: h(T)e—”dT}e”

H(\) = /00 h(r)e *dr

—0o0

sendo

relacionada a resposta ao impulso do sistema.
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Resposta a exponenciais complexas

Resposta a exponenciais complexas

Logo, a resposta a e’ é igual a entrada a menos de uma
constante H(\), ou seja

sendo e** chamada de autofuncdo e H(\) autovalor associado 3
autofuncdo e*. Consequentemente, para
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Resposta a exponenciais complexas

@ A representacdao de um sinal em termos de uma combinagdo
linear de exponenciais complexas do tipo e’ com A = jw é
uma representacdo de Fourier do sinal.

@ Ela é importante pois permite uma analise criteriosa de cada
componente em frequéncia do sinal. Ademais, para cada
componente, a resposta de um sistema a um sinal com
representacdo de Fourier é simples, pois é idéntica a entrada a
menos de uma constante H(-).

@ Quando o sinal a tempo continuo é periddico, ele pode ser
representado por uma série de Fourier.

@ Quando o sinal a tempo continuo é aperiddico, ele pode ser
representado por uma transformada de Fourier.
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Série de Fourier

Série de Fourier

@ Um sinal a tempo continuo é periddico se para algum T >0
x(t)=x(t+T), vt >0

@ Se T > 0 é o menor valor que satisfaz a igualdade acima, ele
é chamado de periodo fundamental.

@ Os sinais x(t) = cos (wpt) e x(t) = e/“°! s3o sinais periddicos
de frequéncia fundamental wo =27/ T.

@ Associados a eles podemos definir as exponenciais complexas
harmonicamente relacionadas

; 2 T
x(t) = k0t em que k—; =2 keZ

cuja combinac¢do linear caracteriza a série de Fourier.
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Série de Fourier

Série de Fourier

Série de Fourier

Um sinal periédico a tempo continuo x(t) = x(t + T) pode ser
escrito como

1 ,
oy = _/ x(t)e Jkeot gt
T )t

sempre que a série convergir, em que wo = 27/ T.

Os termos para k = +1 possuem frequéncias fundamentais iguais a
wo sendo denominados componentes da primeira harménica. Os
termos k = +n referem-se a frequéncia nwy sendo, portanto,
componentes da n-ésima harmdnica.
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Série de Fourier

De fato, considerando que a primeira igualdade vale,
multiplicando-a de ambos os lados por e /™0t e integrando ao
longo de um periodo, temos

T T o0
/ x(t)e Imotdr = / Z kot g minwot gy
0 0

k=—oc0
o0 T
= Z ak/ gl (k—mwot gy
k=—00 0
= a,T

pois

T
: T, k=n
(k—n)wot 4o )

[ e dt_{ e

Logo, os coeficientes sdo calculados como

1 .
ap = 7/Tx(t)e_fn“’”tdt
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Série de Fourier

Comentarios :

@ Os coeficientes espectrais ay, k € Z medem a por¢cdo do sinal
referente a cada harmonica da componente fundamental.
@ Para sinais periddicos reais temos x(t) = x*(t), ou seja

o0 o]
Z akejkat — Z azefjkat
k=—o00 k=—o00
o]
= Z aﬂikejkwot
k=—0c0

e, portanto, aj = v, 0 que nos permite escrever

o0
x(t) = ao+ Z{akej"“"’t + a_ e dkwot)
i—1

= ap+ Z 2Re{ay et}
i=1
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Série de Fourier

Comentarios :

@ Para oy escrita da forma polar ay = |ay|e/%, temos

oo
x(t) = a0 +2_ |ak| cos(kwot + )
i=1
Ademais, escrevendo
cos(kwot + ) = cos(kwot) cos(fx) — sen(kwot)sen(y)
obtemos uma outra maneira de representar x(t) dada por
x(t) = ag+2) {Bxcos(kwot) — Yisen(kwot)}
i=1

com [y = |ak|cos(0k) e vk = |ak|sen(fk)
@ O termo «g é constante e representa o valor médio do sinal

1
ap = ?/Tx(t)dt
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Série de Fourier

Condicoes de convergéncia da série de Fourier

Defina o erro de uma série finita como sendo
M

em(t) = x(t) = > axeleot

k=—M

e considere a energia do erro ao longo de um periodo dada por
Epm :/ |6M(t)|2dt
T
sendo os coeficientes
1 .
ax = —/ x(t)e kot dt
TJr

aqueles que minimizam a energia do erro. Dizemos que x(t) pode
ser representada em termos de uma série de Fourier se
lim Ey=0
M— o0
Isto ndo implica que o sinal e a sua série sejam iguais para todo t € R.
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Série de Fourier

Condicoes de convergéncia da série de Fourier

De fato, as condigdes de Dirichlet garantem que o sinal x(t) se
iguala a sua série de Fourier exceto em t € R onde x(t) é
descontinuo. Estas condicGes estdo listadas a seguir :

@ Condigdo 1 : O sinal x(t) deve ser absolutamente integravel
ao longo de um periodo, ou seja

/ [x(t)]dt < o0
T

@ Condigdo 2 : O sinal x(t) possui um niimero finito de
descontinuidades em qualquer periodo.
@ Condigdo 3 : O sinal x(t) deve possuir derivada limitada nos
intervalos do periodo onde ela é continua.
Se x(t) for descontinua em t = 7, temos
FENESELA
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Série de Fourier

Exemplo 1

@ Considere um sinal retangular peridédico definido por

1, [t <7
x(t) =
0, 7<|t|<T/2
encontre os coeficientes da série de Fourier e através deles,
recupere o sinal x(t).

x(t)

1
-T -T/2 -7 T T/2 T t
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Série de Fourier

Exemplo 1

Devido a simetria de x(t) em relagdo a t = 0, vamos escolher o
intervalo de integragdo como sendo —T/2 < t < T /2, logo

T/2 '
a = —/ t)e Jwokt gt
T/2
= — e Jwokt
T —T

2 ejwok‘r _ e—jwok‘r
-~ Twok { 2j }

2
= sen(wokT)

Tka
2
= %sinc(wokT)
em que
oy sen(x)
sinc(x) = .
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Série de Fourier

Exemplo 1

@ Representacio dos coeficientes T oy para 7 = 0.05 fixo.

0.1 0.1
0.08 0.08
0.06 J— 0.06 J—
T =471 T =81
0.04 0.04
0.02 0.02
T

rrly | | T 0

-0.02 -002
-50 -40 -30 -20 -10 o 10 20 30 40 50 -50 -40 -30 -20 -10 o 10 20 30 40 50

k k
01 0.1
0.08 0.08
0.06 0.06 —
T =167 T =327

00t 00t

0.02 0.02

o 0

0.02 -0.02
-50 -40 -30 -20 -10 o 10 20 30 40 50 -50  -40 -30 -20 ~-10 0 10 20 30 40 50

k k
Como o espagamento entre as amostras é dado por 27/ T a medida

que T — 0o o espectro se aproxima de um espectro continuo.
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Série de Fourier

Exemplo 1

M
o Sinal xy(t) = > e/ com7=005e T =327
k=—M

12 1.
1 1
0.8 08
08 M=3 06 M=5
0.4 0.4
02 02
or 1 or
70225 -2 -15 -1 -0.5 o 05 1 15 2 25 70;225 -2 -15 -1 -0.5 o 05 1 15 2 25
t t
12 12
1 1
0.8 0.8
0s M =20 08 M = 100
04 04
02 02
of 1 or
%5 % 15 a1 05 0 os 1 15 2 28 %5 % 15 1 05 0 o0s 1 15 2 25
t t
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Série de Fourier

Teorema de Parseval

A seguinte igualdade é verdadeira

oo

1 2 2
7 [ ey = 3 e

De fato, temos que

1 o, 1
T/T|x(t)| dt = T Tx t)x(t)d
_ l = * —jkwot
= T/T{kz_:ooake } x(t)dt
> (1 —jkasot
= Z U T x(t)e dt
k=—o0 T
- S i
k=—o0
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Série de Fourier

Teorema de Parseval

@ A integral

%/T|x(t)|2dt

determina a poténcia média do sinal.
@ Note que

1 ; 1
= ekt 2gr — —/ 2dt = 2
T/r‘ak ’ T T‘ak’ ’O‘k’

que é a poténcia média da k-ésima harmdnica de x(t).

@ Logo, o teorema de Parseval estabelece que a poténcia média
total de um sinal periddico se iguala a soma das poténcias
médias de todas as harmonicas.

@ No caso do exemplo anterior para T = 327 temos que
P, =60.4 x 1073.
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Propriedades da série de Fourier

Definindo D(-) como o operador usado para a obten¢do dos
coeficientes da série de Fourier, tal que, D(x(t)) = ax e
D(h(t)) = Bk, seguem algumas propriedades basicas.

@ Linearidade : Para ¢; € R paratodoi=1,---,q temos

q q
D(Z C,'X,'(f)) = Z CiQki
i=1 i=1
@ Deslocamento no tempo (atraso) :
D(X(t - T)) = eIk,
@ Deslocamento em frequéncia :

D (ej’"wotx(t)) = Qk—m
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Propriedades da série de Fourier

Propriedades da série de Fourier

@ Convolucdo periddica :

D(/TX(T)h(t 77)d7'> = Ty By

@ Integral em relacdo ao tempo :
o[ xede) =
X =
e Jkwo

@ Derivada em relacdo ao tempo :

D<dx(t)

dt ) = koo
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Propriedades da série de Fourier

@ Simetria de sinais reais : Se x(t) = x*(t) entdo
a_g = ay
Como implicagdo deste resultado, temos que
Re{ax} = Re{a—_«} , Im{ax}=—Im{a_}

fungdo par fun¢do impar

0 que nos permite evidenciar ainda que :

L x() | o |
real e par par e real
real e impar | impar e imaginario puro
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Transformada de Fourier

@ Como acabamos de estudar, podemos representar um sinal
periddico por uma série de Fourier. Neste caso, seu espectro é
formado por linhas igualmente espagadas e, cujo espacamento
é igual a frequéncia fundamental do sinal, ou seja, wp.

@ Um sinal aperiddico pode ser interpretado como o limite de
um sinal periédico quando o periodo tende ao infinito. Neste
caso, temos que a frequéncia fundamental wg = 27/ T tende a
zero e, portanto, obtemos um espectro continuo.
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Transformada de Fourier

De fato, considere um sinal aperiédico x(t) com durag3o finita.

Podemos construir um sinal periédico X(t), idéntico a x(t) para
|t|] < 7, como mostrado na figura.

x(t)
(T t
o >~<(t;—

Escolhendo T — oo obtemos que x(t) = x(t), Vt € R.
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Transformada de Fourier

Transformada de Fourier

Representando X(t) em série de Fourier, temos

o0

)~<(t) = Z Oékejkw()t
k=—o0
T2 .
— _/ —kaotdt
T/2
Fazendo T — oo, no intervalo |t| < T /2, X(t) = x(t) e, portanto
~ jk
= lim = t)e I otdt
Uk Tinoo T _OOX( )e

Ademais, podemos definir

X(jw) = /OO x(t)e < dt

— 00
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Transformada de Fourier

Com a definicdo anterior, temos

X (jkwo)

) = T

e, portanto

x(t) = lim Z Meﬂ‘wot— lim — Z X (jkwo) e 0w

T—o0 T wo—0 27

Note que cada termo do somatério é a drea do retdngulo de altura
X (jkwo)ek“ot e largura wp. Desta forma, quando wy — 0
obtemos :

x(t) = %/ X(jw)e“tdw

conhecida como transformada de Fourier inversa.
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Transformada de Fourier

Transformada de Fourier

Transformada de Fourier

Um sinal a tempo continuo x(t) pode ser escrito como

1 o ot
t) = — X(jw)e“td
x(t) — /oo (Jjw) w
chamada de transformada de Fourier inversa em que

X(jw) = /Oo x(t)e “tdt

—00

é denominada transformada de Fourier do sinal x(t).
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Transformada de Fourier

Convergéncia da transformada de Fourier

Embora, para a obtencdo do par transformada, utilizamos a
hipStese de que x(t) possui duragdo finita, vdrias classes de sinais
de duracdo infinita possuem transformada de Fourier. Desejamos
saber as condicOes para as quais

1 & ;
x(t) = —/ X(jw)e* dw
2m J_ o
é uma representacdo vélida para x(t), em que
o0
/ le(t)[2dt =0
—o0

para e(t) = x(t) — X(t). Como no caso da série de Fourier, para
que isto ocorra, os sinais x(t) e X(t) ndo sdo necessariamente
idénticos, mas podem diferir nos pontos de descontinuidade.
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Transformada de Fourier

Convergéncia da transformada de Fourier

As condicdes a seguir garantem a convergéncia da transformada e,
como no caso das séries, também s3o chamadas de condicdes de
Dirichlet :

@ Condigdo 1 : O sinal x(t) deve ser absolutamente integravel

/O; [x(t)|dt < o0

@ Condigdo 2 : O sinal x(t) possui um niimero finito de
descontinuidades em intervalos finitos. Ademais, cada
descontinuidade deve ser finita.

@ Condigdo 3 : O sinal x(t) deve possuir derivada limitada em
intervalos finitos onde ela é continua.

Se x(t) descontinua em t = 7, temos

() = )
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Representacao de Fourier para sinais periddicos

As condi¢cdes anteriores sdo apenas suficientes. Note, por exemplo,
que um sinal periédico, geralmente, ndo atende a primeira
condicdo. Entretanto, ele possui transformada de Fourier.

Considere que a transformada de Fourier de um sinal é dada por
X(jw) = 216 (w — wo)

Utilizando a transformada de Fourier inversa, temos

1 [ ;
x(t) = > 21§ (w — wo) et dw

™ —00

ejwot
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Representacao de Fourier para sinais periddicos

Desta forma, a transformada de Fourier de um sinal periédico é

X(jw) = Z 2oy (w — kwo)

k=—o0
De fato,
1 > jwt
x(t) = ﬂ/_mkz D 8(w — keo)etdw

I
iy

S
£y
£

que é a representacdo do sinal x(t) em série de Fourier. No caso
do sinal retangular periédico, temos ay = (27/ T)sinc(wokT) e
portanto

X(jw) = Z 271wosine(woTk)d(w — kwp)
k=—o0
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Transformada de Fourier

Teorema de Parseval

A seguinte igualdade é verdadeira

| o= [

— 00

De fato, temos que

[ = [ {5 [ x e xon

_ 1 /7 X*(jw) {/N x(t)ef“”dt} dw

27T — 00 — 00
= L7 x(w)pd
= ) w)|*dw

S = | X(jw)|? é chamado de densidade espectral de energia.
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Propriedades da transformada de Fourier

Propriedades da transformada de Fourier

Definindo F(-) como sendo o operador transformada de Fourier,
estdo listadas a seguir algumas propriedades bdsicas.

@ Linearidade : Para ¢; € R paratodoi=1,---,q temos

q q
]—"( 3 c,-x;(t)) =Y aX(jw)
i=1 i=1
@ Deslocamento no tempo (atraso) :
f(x(t - T)) = e T X (juw)
@ Deslocamento em frequéncia :

F(ex(1) = X(i(w + 2))
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Propriedades da transformada de Fourier

@ Convolugdo :

F(X(t) « h(t)) — X(jw)H(jw)

@ Integral em relagdo ao tempo :

([ xerae) = X0 1 oxoie)

—0o0

@ Derivada em relacdo ao tempo :

(9 - ot
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Propriedades da transformada de Fourier

Propriedades da transformada de Fourier

@ Simetria de sinais reais : Se x(t) = x*(t) entdo
X(—jw) = X*(jw)
Como implicagdo deste resultado, temos que

Re{X(jw)} = Re{X(—jw)} , Im{X(jw)} = —Im{X(—jw)}

fungdo par fun¢do impar

0 que nos permite evidenciar ainda que :

| x(t) | X(jw) |
real e par par e real
real e impar | impar e imaginario puro
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[eleleY Yolole}

Propriedades da transformada de Fourier

Exemplo 2

@ Considere o sinal retangular definido como
1 [t <7
x(t) = ’
@={o 437
encontre a transformada de Fourier e recupere o sinal x(t).

x(t)

-7 T t

Resposta : A sua transformada de Fourier é dada por

X(jw) = / e J@tdt = 27sinc(wT)

-7
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Representacdo de Fourier - Tempo continuo
[eleleleY Tole}

Propriedades da transformada de Fourier

Exemplo 2

@ Transformada de Fourier e sinal X(t) para 7 = 0.05

O sinal no tempo foi obtido através do seguinte limite

T (W ;
x(t) = lim —/ sinc(wT)e/“ dw
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Representacdo de Fourier - Tempo continuo
000000

Propriedades da transformada de Fourier

Exemplo 3

@ Considere o sinal
x(t) = e u(t)

calcule sua transformada e a represente em termos de mddulo
e fase.

Resposta : Sua transformada de Fourier é

1

X(jw) = > Wty — =
)= [ e E

Para representa-la em fungio de w, expressamos X(jw) em termos
da sua magnitude e fase

1
Va4 w?
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Representacdo de Fourier - Tempo continuo

O00000e

Propriedades da transformada de Fourier

Exemplo 3

@ Magnitude e fase de X(jw)

—
3
>

X (jw)
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