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Transformada de Laplace

Transformada de Laplace

A transformada de Laplace é uma transformagdo £(-) que permite
converter um problema de dificil solucdo definido em t € R em um
mais simples de resolver definido em s € C. Obtendo sua solucdo
em s € C a transformagdo inversa £ !(-) é aplicada de maneira a
obter a solucdo do problema original em t € R.
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Transformada de Laplace
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Definicdo e dominio

Definicdo e dominio

A transformada de Laplace de uma fungdo f(t) definida para todo
t € R, denotada por f(s) ou L£(f(t)), é uma fungdo de varidvel

complexa
f(s) : D(f) —»C
definida por
7(s) :/ f(t)e stdt
com

D(f) := {s € C | (s) existe}

E importante ressaltar que a frase “f(s) existe” significa a integral
acima converge e é finita.
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0®0000000

Definicdo e dominio

Exemplo

Calcule a transformada de Laplace de f(t) = e ?* : R — R*,
@ De acordo com a definicdo, temos

0 [eS)
f(s) = / e’(5+"")tdt+/ e (Hatyy
0

Note que
0 1
/ ettty = — [Iim e+t |im e(”"")t]
o s+ a |[t=0 t——o00
1
= - , R < —
S35 Pera e(s) a
/ e—(s+a)tdt — 1 |:|Im e—(5+a)t — lim e—(5+a)ti|
0 s+ a Lt—=0 t—00
1
= , R > —
sy Pere e(s) a

e, portanto, D(f) = 0.
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Definicdo e dominio

Definicao e dominio

Para funcdes definidas para todo t € R o dominio da transformada
€ muito restrito. Assim sendo, vamos considerar somente funcdes
definidas para t > 0 e, neste caso :

Transformada de Laplace Unilateral

Para fungBes f(t) definidas apenas para t > 0, a Transformada de
Laplace é dada por

N o
f(s) = / f(t)e *tdt
0
sendo seu dominio definido genericamente por

D(f) := {s € C | Re(s) > a}

para algum « € R a ser determinado.
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Definicdo e dominio

Definicdo e dominio

@ Classe importante : Definida pela existéncia de sf € C tal que

o limite .
lim / |F(t)eft|dt
T—00 0

existe e é finito.

Lema (Dominio)

Para as fungdes da classe acima é valido que :
o Qualquer s € C satisfazendo Re(s) > Re(sf) pertence a D(F).

o Existe M finito tal que |f(s)| < M para todo s € D(f).
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Definicdo e dominio

Definicdo e dominio

Forma geral : Para func¢des definidas para todo t > 0 :

D(f) := {s € C | Re(s) > a}

@ Determinacdo do dominio : Para a fun¢do f(t) dada,
determine o menor valor de o € R tal que

lim / |f(t)e*|dt < oo
0

T—00

@ Determinacdo do dominio : Para a f(s) dada, determine o
menor valor de o € R tal que ela permaneca analitica e,

A

portanto, finita em todo s € D(f).

Grace S. Deaecto DMC / FEM - Unicamp



Transformada de Laplace
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Definicdo e dominio

Exemplo

Determine o dominio das fun¢des a seguir :
Vs _ 1
° f(S) T os+1
o A func3o é definida para todo s € C com exce¢do do seu polo
s = —1 e, portanto, seu dominio é

D(f) = {s € C | Re(s) > —1}

- —TSs
o f(s) =%
@ Sua série de Laurent é a seguinte
- 1 s 7382
(s) s 2 6
e, portanto, ela ndo é analitica em s = 0 sendo seu dominio

dado por )
D(f) ={s € C | Re(s) > 0}
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Definicdo e dominio

Exemplo

Determine o dominio das func¢des a seguir :

o f(s)=1=2"

o Sua série de Taylor é a seguinte

25 7.352

(s) fIE

= T _——_— —_—
2 6
e, portanto, seu dominio é dado por

D(f)=C
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Definicdo e dominio

Algumas funcoes importantes

A seguir s3o apresentadas algumas funcdes cldssicas usadas no
estudo de sistemas dindmicos.

@ Impulso unitdrio :

@ Degrau unitario :
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Definicdo e dominio

Calculos envolvendo a transformada de Laplace

Seguem alguns calculos importantes envolvendo a Transformada de
Laplace que estdo inteiramente ligados a determinacdo do seu
dominio.

@ Teorema do valor final : O limite da func3o definida para
t > 0 pode ser calculado como

nmfu)zggsﬂg

t—o0

desde que 0 € D(s7(s)).

@ Cilculo de integrais : A integral de uma funcdo pode ser
calculada como

/wﬂnmz?w)
0

desde que 0 € D(7(s)).
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Propriedades da transformada de Laplace

Propriedades da transformada de Laplace

Estdo listadas a seguir algumas propriedades basicas da
transformada de Laplace :

@ Linearidade : Para ¢; € R paratodoi=1,---,q temos

q q
£(Dafi(t) =Y cib(s)
i=1 i=1
@ Deslocamento no tempo (atraso) :

L‘(f(t - T)) — e F(s)

@ Deslocamento em frequéncia :

A

£(e (1)) = F(s+a)
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Propriedades da transformada de Laplace

Propriedades da transformada de Laplace

@ Convolugdo :

L(f(e) < g(1) = F(s)a(s)

@ Integral em relagdo ao tempo :

o [ rerag) =9

S

@ Derivada em relacdo ao tempo :
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Derivada generalizada

As fun¢Ges que estamos considerando s3o definidas somente para
t > 0 sendo que em t = 0 pode ocorrer uma descontinuidade que
deve ser levada em conta no calculo da derivada.

@ Derivada em relacdo ao tempo :

o f(t) , >0
h(t) '_{ valor finito , £ =0

geralmente adota-se h(0) = lim,_,o+ f(t) = F(0T) < oo.

Lema (Derivada temporal)

A transformada de Laplace de h(t) definida acima é dada por :

~

h(s) = sf(s) — £(0) , D(h) = D(sf)
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Derivada generalizada

Derivada generalizada

Na definicdo anterior h(t) ndo leva em conta a possibilidade de

f(t) ser descontinua em t = 0 o que ocorre sempre que f(0) # 0.
Para analisar a possibilidade de f(t) variar arbitrariamente rapido
neste instante, vamos considerar a seguinte sequéncia de funcdes

f(t) := f(t) — £(0) <1 + i) e t/™ Wt >0

Tn

em que 7, > 0 tende a zero quando n tende a infinito. Note que
@ £,(0) =0 para todo n € N.
9 limp_ o0 f(t) = f(t) para todo t > 0 e, portanto

lim f,(s) = 7(s), Vs € D(f)
n—o0
A fungdo lim,_,~ f,(t) é continua, mas permite modelar uma

variacdo brusca em t = 0.
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Derivada generalizada

Lembrando que h(t) e h,(t) sdo as derivadas em relagdo a t > 0
das funcdes f(t) e fn(t), espectivamente. Utilizando o lema
anterior, temos f,(s) = sfy(s) — £,(0) para todo n € N e, portanto

A () = o

levando a

lim ha(t) = h(t) + F(0)5(¢)

n—oo

sendo que a quantidade lim,_,o hp(t) é chamada derivada
generalizada de f(t). Ela coincide com f(t) para todo t > 0 mas é
diferente em t = 0 sempre que f(0) # 0.
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Derivada generalizada

Para exemplificar a aplicacdo da derivada generalizada

limp— 00 hn(t) em comparagdo com a derivada temporal h(t),
vamos considerar a fun¢do degrau que definimos anteriormente e
cuja transformada de Laplace é i(s) = 1/s

o Derivada temporal : h(s) = sii(s) —1 = 0. N3o leva em conta
uma varia¢do brusca em t = 0 e considera h(0) =0 e
h(t) = u(t) =0, Vt > 0.

(s) = 1 de acordo com o

@ Derivada generalizada : ha(s) = si
= 0(t) para todo t > 0.

fato de que lim,_ n( )
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Transformada de Laplace inversa

Transformada de Laplace inversa

A transformada de Laplace inversa de uma fungdo f(s) pode ser
calculada resolvendo-se a seguinte integral de linha

1
27

f(t) / f(s)etds, t >0
Y

sendo ~ qualquer linha vertical contida no dominio de 7(s).

Geralmente, esta integral é muito dificil de calcular. Entretanto,
para fungdes racionais, a transformada inversa pode ser obtida mais
facilmente via decomposicio em fracGes parciais. Para apresentd-la
vamos revisar alguns pontos importantes sobre fungdes racionais.

Grace S. Deaecto DMC / FEM - Unicamp
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Transformada de Laplace inversa

Transformada de Laplace inversa

Uma funcdo racional é definida como a divisdo de dois polinémios

- N M bjs'
H(s) = M) _ 2izo =
D(s)  Y.ioais
com n>m, a; € R paratodoi=0,--- ,ne b € R para todo

i=0,---,m. Se n=m ela é chamada prdpria, caso contrdrio, se
n > m, ela é dita estritamente propria.

@ A funcio racional ndo é analitica apenas nos seus polos
pi, i =1,--+,n que sdo raizes de D(s)=0 sendo seu dominio
é dado por
a = max Re(p;)

i=1,---,n

o As raizes de N(s) = 0 s3o denominados de zeros de f(s).
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Transformada de Laplace inversa

Transformada de Laplace inversa

@ Decomposicdo em fragOes parciais : Os escalares «; sdo
determinados

% =09 O+Z (s = pi)™

sendo p; seus polos com multlpI|C|dades n; tais que
M
ity ni=n.

A transformada inversa é obtida a partir de

L) = o

valida para todo r > 0.
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Solucdo via transformada de Laplace

Considere a equacao diferencial

n

diy dig
Zal dt, (t) Z b, dtl (t), \v/t > 0
=0 i—0
com condi¢des iniciais
ddt)l/(o)l para todo I:O’ 7n—].

devemos enfatizar que as condig¢des iniciais impostas nao serdo
necessariamente coincidentes com o seus respectivos limites a

direita como veremos a seguir.

Aplicando transformada de Laplace em ambos os lados temos

y(s) = Ho(s) +H(s)&(s)
——
cond. iniciais
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solucdo via transformada de Laplace

@ Os aspectos mais importantes s3o :

o ho(t) = L71(Ho(s)) depende exclusivamente das condigdes
iniciais.

o h(t) = L7Y(H(s)) é a resposta ao impulso obtida através de
condi¢Bes iniciais nulas. Note que y(t) = h(t) sempre que a
entrada g(t) for o impulso unitario e todas as condi¢3es
iniciais forem nulas.

@ A partir da propriedade da convolu¢do para a qual
L(h(t) * g(t)) = H(s)&(s), temos
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Solugdo de equacdes diferenciais

Exemplos

1. Considere a equacdo diferencial de primeira ordem
y(t) +2y(t) = g(t) , y(0) =1

Para g(t) = u(t) o que implica g(s) = 1/s, aplicando a
transformada de Laplace em ambos os lados, temos

sy(s) = y(0) +29(s) =
impondo y(0) = 1, temos

s+1 12 1/2
s(s+2) s | (s+2)

y(s) =

e, portanto, y(t) = 3(1+ e~2f) para t > 0. Para esta fungdo note
que y(0) = y(0") = 1.
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Solugdo de equacdes diferenciais

Exemplos

2. Considere a mesma equacao diferencial dada anteriormente, mas
com g(t) = d(t) o que implica g(s) = 1. Aplicando a
transformada de Laplace em ambos os lados, temos

s9(s) —y(0) +29(s) =1
impondo y(0) = 1, temos

. 2
y(s) = m

e, portanto, y(t) = 2e~2t para t > 0. Para esta funcdo temos que
y(0) # y(0") = 2. Isto ocorreu devido ao impulso que fez o limite
a direita da fungdo variar instantaneamente.
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Solugdo de equacdes diferenciais

Exemplos

3. Considere a equacido diferencial de primeira ordem

y(t) +2y(t) = &(t) , ¥(0) =1
com g(t) = u(t). Vamos resolver esta equagdo utilizando as duas
interpretacdes possiveis :

@ Derivada temporal : Considerando que du(t)/dt possui um
valor arbitrario, mas finito, em t = 0, temos

s9(s) — y(0) +29(s) = si(s) — u(0)

o que implica em
1

y(s) = 5+2)
Logo, y(t) = =2 para t > 0. Note que y(0) = y(0F) =1

Grace S. Deaecto ES401 DMC / FEM - Unicamp 26 / 50



Transformada de Laplace
00000@00000000000000000000000

Solugdo de equacdes diferenciais

Exemplos

@ Derivada generalizada : Considerando que du(t)/dt varia
arbitrariamente rapido em t = 0, temos

sy(s) — y(0) +29(s) = si(s)

o que implica em
2

ys) = (s+2)
Logo, y(t) = 2e~2t para t > 0. Note que y(0) # y(0") = 2.

E importante salientar que ambos os casos estdo corretos.
Ademais, ambos podem fornecer o mesmo resultado desde que as
condi¢Ges iniciais sejam devidamente ajustadas.
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Exemplos

4. Considere a equacdo diferencial de segunda ordem
y+5y+6y=0i4+3u, y(0)=1, y(0)=0
A transformada de Laplace de y é dada por
L(y) = sL(y)—y(0)
s(sy — y(0)) — y(0)
= s°§ —sy(0) - 7(0)

desconsiderando o efeito das variagdes bruscas na origem, temos
L(i+ 3u) = si(s) — u(0) + 3i e, portanto

. s+5s+3 05 1.5 1

y(s) = =0

s(s2 + 5s + 6) s (s+2) (s+3)

cuja transformada inversa fica na forma
y(t) =05+15e 2 —e 3 t>0
com y(0) = y(0") e y(0) = y(0")
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Solugdo de equacdes diferenciais

Exemplos

Utilizando a derivada generalizada, temos
L(i+ 3u) = sii(s) + 3i(s)
e, portanto

. s>+ 65+ 3 0.5 2.5 2
9 = qaea = o -
s(s2+5s+6) s (s+2) (s+3)

cuja transformada inversa fica na forma

y(t) =05+25e72t — 273 t>0

4
Note que y(0) = y(0) mas y(0) # y(0") = 1.
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Solugdo de equacdes diferenciais

Exemplos

@ Simulagdo temporal de y(t)

1.2 T T T T
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Solugdo de equacdes diferenciais

Exemplos

@ Simulagdo temporal de y(t)
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

@ Considere a equacdo diferencial com coeficientes constantes

n

diy
i—2(t)=g(t),Vt>0
> a2 () = (1)

i=0
onde g(t) é uma fun¢do dada e a; € R para i =0,---,n sdo
escalares, com a, # 0. Adotamos a notagdo mais compacta
Dly] = g onde D[] denota o operador diferencial

Dly] = Z L8 dt,

com polindmio caracteristico

n
i=0
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Solugao temporal

@ Os seguintes aspectos sdo relevantes :
s O operador D[] é linear.

o Para a funcdo exponencial verifica-se que

D [ekt} — Z a,‘)\ie)\t
i=0
= Ap(N\)eM

ou seja D [eM] e e sdo colineares.

@ A equacio algébrica Ap(\) = 0 é denominada equacdo
caracteristica. Tem grau n e todos os seus coeficientes sdo
reais. Assim sendo, ela admite n raizes em pares complexos
conjugados.
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

@ O seguinte resultado é fundamental neste estudo :

Existéncia e unicidade

Seja g(t) uma fungdo continua para todo t > 0. A equagdo
diferencial D[y| = g sujeita as condi¢des iniciais

dy dn—ly
y(o)va( )a o ’W(O)

admite uma dnica solugdo y(t) para todo t > 0.

Observe que especificar uma entrada g(t) ndo é condi¢cdo
suficiente para encontrar uma solugdo tnica y(t). A solugdo
serd tnica se forem impostas condi¢des suplementares sobre
y(t) como um conjunto qualquer de condi¢des iniciais.
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

@ A solugdo geral da equacgdo diferencial em estudo pode ser
decomposta na forma

y(t) = yn(t) +yp(t) , V>0

em que :
@ yp(t) satisfaz a equa¢do homogénea D[y,] = 0.
@ yp(t) é uma solugdo particular que satisfaz D[y,] = g.

pois

Dly] = Dlyn + yp] = Dlyn] + Dly,] = &
Assim sendo, resta verificarmos como podemos impor as n
condigdes iniciais dadas.
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

@ Equacdo homogénea : S3o obtidas a partir da relacdo
D[eM] = Ap(M\)eM |, ¥Vt >0

a qual indica que todas as funcdes do tipo e*it, definidas para
todo t > 0, com A; sendo uma das raizes de Ap(A) =0, sdo
solu¢des da equagdo homogénea. Como Ap(A) é um
polindmio de grau n, com coeficientes reais, ele admite n
raizes em C em pares complexos conjugados. Supondo que as
n raizes sejam distintas, as fun¢bes

Nt vt>0,i=1,---

formam um conjunto LI.

Grace S. Deaecto ES401 DMC / FEM - Unicamp
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

@ De fato, a solu¢do homogénea é dada por

n
ya(t) =) ciet
i=1

sendo que as constantes ¢; parai=1,---,n sdo
determinadas através das n condig¢des iniciais :

y(0) = Zc,-+yp(0)

yD(0) = Zc,)\ +yM(0)

yr) = > a4 y(0)

i=1

Grace S. Deaecto DMC / FEM - Unicamp
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

@ Na forma matricial, temos

1 1 1 a y(0) — y»(0)
A X M | e y®(0) — y$V(0)
AR AT o el [ ye(0) =y Y(0)
Vv

em que a matriz V' é conhecida como matriz de Vandermonde.
Note que os coeficientes ¢, - -+ , ¢, podem ser determinados
de forma dnica somente se det (V) # 0 e isto ocorre sempre
que as raizes da equacgdo caracteristica sdo distintas, ou seja,

)\,‘ # )\j para Vi #j
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

@ Quando duas ou mais solucdes da equacdo caracteristica ndo
sao distintas um conjunto de solugdes homogéneas pode ser
obtido observando-se que a igualdade

te’t = de’t
dA

permite verificar que

e>‘t

D[te] = D[dd—)\]
= %AD()\)e’\t

- [%AD()\)JMAD()\)} e
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

@ Por exemplo, considerando que \; seja uma raiz com
multiplicidade dois da equac3o caracteristica entdo
Ap(X) = (A = Aj)?d()) para algum polindmio d(\) de ordem
n — 2. Portanto
d
dx
fazem com que as funcdes eVt e te?it, definidas para todo
t > 0 sejam solu¢bes da equagdo homogénea. Além disso,
como o conjunto de funcdes eM?t ...  eNt teNt ... eMt & L]

Ap(\) =0, —=Ap(X;)=0

)\jt

n
y(t)=| D ceMt+gtedt | +y,(t)
i#j=1
pode ser obtida de forma unica através das condi¢Ges iniciais,
uma vez que, det(V) # 0.
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

@ Este procedimento é valido para raizes com qualquer
multiplicidade. Se A; for uma raiz com multiplicidade m < n
entdo

dm—l

DoY),

Ap(Nj) =0

e, com raciocinio andlogo, verificamos que as funcdes t'eVit,
definidas paratodo t > 0 etodo /= 0,--- , m— 1 s3o solucdes
da equag¢do homogénea e formam um conjunto de fungdes LI.
Podemos assim determinar as n solucbes da equacdo
homogénea que formam um conjunto de fun¢bes linearmente
independentes. Estas fun¢des sdo denominadas Modos
Préprios da equacdo diferencial.
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

@ Solucido particular : O chamado Método dos Coeficientes a
Determinar se aplica para a classe de fun¢des g(t) que em
conjunto com suas derivadas sucessivas, até uma certa ordem
m, formam um conjunto LD. Portanto, existe um operador
diferencial com polindmio caracteristico Apy(\) de ordem m

tal que
N[g] =0

Neste caso, uma solugdo particular de D[y] = g pode ser
calculada através da equagdo homogénea definida pelo
operador diferencial composto

N[Dlyl] =0

que nada mais é que uma equacio diferencial homogénea de
ordem n+ m.
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

Exemplo : Considere a equagdo diferencial

y(t) +2y(t) = g(t)

com Ap(A) = (A +2) em que g(t) = t. Note que o conjunto
{g(t),gM(t),g@(t)} é LD, de fato

a g () +0gM (1) +0g(t) =0

para « # 0 arbitrdrio. Logo, temos que

d> .
() +2(0)} =0

o que fornece a equacdo caracteristica

Ap(NANA) =(A+2)A2 =0
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

Para a mesma equacdo diferencial, mas com g(t) = sen(t), temos
que o conjunto {g(t),gM(t),g@(t)} é LD. De fato

o g@(t) +0gM(t) +a g(t) =0

para a # 0 arbitrario. Logo, temos que

d> . .
=5 U + 2000} + (D) + 2(1)} = 0
o que fornece a equacdo caracteristica

ApNANDA) = (A +2)(AV2+1)=0
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

De maneira geral, acabamos de verificar que se
m .
di
i—g(t)=0
S5 s
Jj=0

com (g, -+ ,Bm ndo todos nulos, entdo

Zﬂjdtl {Za'dt’ } Z JdtJ

Il
Ok

e a equacao caracteristica de ordem n+ m é dada por
p(A)An(A) =0
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Solugdo de equacdes diferenciais

Solugao temporal

@ Podemos observar que as fungdes g(t) = {4(t), u(t)} ndo
pertencem 3 classe de funcdes para as quais o método dos
coeficientes a determinar pode ser aplicado, uma vez que n3o
é possivel obter um conjunto LD com suas derivadas
sucessivas.

@ Como ji sabemos (supondo que todas as raizes sejam
distintas)

n m
yt)= D et 4+ ) dieMt
i=1 i=1
N—— N——
AD()\):O:yh(t) AN(A)ZO:yP(t)
sendo que os coeficientes dy, - - , d, sdo determinados
impondo-se D[y,] = g. No caso da eventual ocorréncia de
raizes miultiplas o tratamento anterior deve ser adotado.
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Solugdo de equacdes diferenciais

Exemplos

@ A equacao diferencial
y(t) +y(t) = e, y(0) =1
admite Ap(A) = A+ 1e Ay(A) = A + 2. Portanto
y(t)=ce t+de
~—— N —
yh(t) ¥(t)

substituindo y,(t) obtém-se di = —1 e, em seguida, com a
condicdo inicial obtém-se ¢; = 2. A solugdo geral é

y(t)=2et—e Vt>0
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Solugdo de equacdes diferenciais

Exemplos

@ A equacao diferencial
y(t)+y(t)=e", y(0) =1
admite Ap(A) = A+ 1e Ay(A) = A + 1. Portanto

y(t) = e ' +dite” "
~——  ——
yn(t) yp(t)

substituindo y,(t) obtém-se di =1 e, em seguida, com a
condicdo inicial obtém-se ¢; = 1. A solugdo geral é

y(t)=e t+te !, Vt>0
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Solugdo de equacdes diferenciais

Exemplos

@ A equacdo diferencial
y(t) + y(t) = sen(t)
é tal que Ap(\) = A\ +1e Ay(A) = A2 + 1. Portanto

y(t) = Clejt + Cgefjt + dltejt + dgteijt

ya(t) ¥p(t)
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Solugdo de equacdes diferenciais

Exemplos

@ Uma equagdo diferencial com Ap(A) = (A+1)(A—1)e
entrada tal que Ay(A) = A+ 1 tem a solugdo geral

y(t) = cre ' + et +dite!
—_— >
yn(t) yp(t)

@ Uma equacdo diferencial com Ap()\) = (A 4 1)? e entrada tal
que Ayn(A) = A — 1 tem a solugdo geral

y(t) =ce '+ cote t +diel
—_———

yn(t) yp(t)
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