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Linha de Corrente Limite

Da defininicdo de linha de corrente: curva tangente ao vetor velocidade,
dx_dy _dz )

u v w
encontra-se uma indeterminacdo junto as superficies solidas, porque nestas p fluido
possui velocidade zero (condigdo de ndo deslizamento). Entretanto, apesar de V=0 na
superficie sélida, pose-se definir linhas de corrente muito proximas de superficies sélidas
e sera mostrado que as linhas de corrente nestas superficies, também denominadas de
linhas de corrente limite (Limiting Streamlines), sdo paralelas as linhas de tensdo e
normais as linhas de vorticidade na superficie solida.

Considere uma parede plana em (Xx,z) com o eixo y como normal, tal como
mostrado na Figura 1.
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Fig.1: Linha de Corrente Limite em uma parede plana.

Da equacdo da continuidade, tem-se:
u + v +a—W =0 (2)
oX oy oz
Como as componentes u e w sdo nulas na parede, ou/ox = ow/oz = 0. Da equacdo da
continuidade isto implica que:
X <o ©
ay parede
Com esta informacgdo, usando série de Taylor para se obter aproximagdo do campo de
velocidade proximo a parede, chega-se a:
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u=0+8_u YA+ (4.2)
a p
2 2
v=0+0+2~ y7+ (4.2)
p
W=O+6—W Y. (4.3)
P

O angulo que uma linha de corrente limite faz é, entdo, dado por:

ow

F
92 ane=tim¥o b )
el finhe ce >ou - ou

oy ]

onde 6 é o angulo que a linha de corrente limite faz com o eixo x na parede sélida. Pode-
se também concluir que esta linha de corrente esta contida no plano da parede sélida
porque os angulos que a linha de corrente possui com os planos y,x e y,z - isto é, 0s
limites de v/u e v/w- sdo ambos nulos.

Considerando-se as tensdes cisalhantes na parede,

ou ov ou
Tyx = M(_"‘_J =K (6.1)
oy oOX . oy .
oW oV ow
Tyz = P{_ +_j =H— (6.2)
oy oz o oy o
O angulo que estas tensdes fazem é dado por:
ow
e
E — k — % P _ E (7)
dx te.nslc"Iqust Ty ou dx|tinha dte
cisalhantes “’7 corrente
1,

de onde se conclui que as linhas de corrente limite sdo paralelas a direcdo da tenséo
exercida pelo fluido na parede.
Considerando-se a vorticidade na parede,

o[ 2-2) 61
oy 8Zp 8yp
ou ow)

(Dy —(E—&jp =0 (82)

o2 69
X )y

Note que a componente de vorticidade normal, o, € nula, portanto o vetor ((DX,(DZ) é
contido pelo plano da parede (x,z). O angulo que a vorticidade o, ,®, faz é dado por:
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_ou
dz _o,_ Y, 1 (9)
dx cgﬂ?c?gade O a—w E
oz o dx|linha de

corrente
de onde se conclui que as linhas de corrente limite sdo normais as direcGes da vorticidade
do fluido na parede.

Pontos Criticos

Pontos criticos ou pontos singulares sdao pontos no escoamento onde a
inclinagdo da linha de corrente é indeterminada e a velocidade é nula para um observador
apropridado. O conhecimento da estrutura dos pontos criticos € importante para a
compreensdo dos padrbes de escoamento, sejam estes obtidos experimentalmente ou
computacionalmente.

Os pontos criticos destacam-se do padrdo de escoamento. Dada uma
distribuicdo destes pontos e seus tipos, grande parte do campo de escoamento restante,
sua geometria e topologia, pode ser deduzida porque ha um namero limitado de modos
que as linhas de corrente podem ser agrupadas.

Tratando-se de paredes s6lidas, os pontos criticos estdo associados a situacdo
onde o fluido se separa da parede (ponto de separacdo) ou onde o fluido se junta a parede
(ponto de junc&o).

Pontos Criticos em Escoamento 2-D

Uma representacdo esquemdtica de um ponto de separacdo para um
escoamento 2-D é dado na Figura 2.

Fig. 2: llustracdo esquematica de um ponto de separacdo.Se o sentido
das flechas é invertido ele se torna um ponto de juncéo.
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No ponto de separagdo (ou juncdo) as linhas de corrente proximas a superficie solida se
separam (ou se ajuntam). Para a determinacdo destes pontos, em escoamentos 2-D, deve-
se perguntar o quanto paralelo estdo as de correntes vizinhas a superficie solida. A
resposta pode ser dada em termos da vorticidade na parede o, .

Para o escoamento mostrado na Figura 2, a equacdo da continuidade e a vortcidade se
reduzem a:

A W, (10)
oX 0z
ou ow
_[ou_ow 11
Y (az ax] ()
Na parede sélida, z=0, u=w =0,
o _ow
X|,., 0z|,, ’
ou
0, =m0, =

y WA
0z|,_,

A componente da velocidade paralela a superficie, u, é determinada a partir
de uma expansdo em série de Taylor:

ou
u=0+—| .z+... ou
oz, (12)
u(z) =w,z
A componente de velocidade normal a superficie, w, sera:
W(z):0+@ z+1£(%j 22+ (13)
ozly 20z\oz),
mas:
E(%j :_i(a_“j Z—QO)W:—CO(N, (14)
0z\ dz )|, ox\ 0z )|, OX
logo:
w(z) = —%co\’,v.zz (15)

A inclinagdo da linha de corrente em relacéo a superficie é dada por:
d2_w__loj.z
dx u 2 0,
Como z é arbitrariamente pequeno, nota-se que as linhas de corrente sdo
aproximadamente paralelas a menos que ®,, seja nulo!

Pontos na superficie onde ®, =0 e ®, (0 (dando uma componente positiva de

(16)

. - 1 « <
velocidade normal a superficie —=w! .z°) sdo pontos de separagdo; pontos onde
2

o, =0 e o/,)0 sdo pontos de juncéo.
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Fig. 3: llustracdo de diferentes formas de bolhas de separacédo

Em escoamentos 2-D o nimero de pontos de separacao e juncdo deve ser igual. A Figura
3 ilustra alguns tipos e mostra a formacéo de bolhas de separacéo

Pontos Criticos em Escoamentos 3-D

Em escoamentos 3-D a ocorréncia de pontos criticos conduz a uma acentuada
influéncia no campo do escoamento pelo fato de haver uma dimensdo a mais no
escoamento.

Em escoamento 3-D a separacdo ocorre em uma linha, distintamente de um
ponto para escoamentos 2-D. Os tipos de pontos criticos serdo apresentados a seguir, mas
primeiramente, serdo determinadas as condi¢es onde ocorrem nas superficies sélidas -
modo anélogo ao procedimento 2-D.

Para uma superficie solida definida pelo plano (x,z) com normal na direcao y,

as componentes de velocidade paralelas a superficie paray — 0 sdo:

=M y=—o, .y (17)
8yy:0 v

W:@ y=+o, .y (18)
Yl
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onde ®, € o, sdo as componentes do vetor vorticidade na superficie (x,z). As
componentes u e w podem ser expressas por:

V = (@, x1i)y (19)
A componente normal a superficie,
10%v ) 1[ a(w awﬂ 2
Lo e L) ofou oy (20)
2
20y y=0 2| oy\ox oz
__1ljofou +i w y? (21)
2| ox\oy ) ozl oy
1 0 0
V= —El:—&(ﬂzw +5(DXW :lyz (22)
v=—%v4&wxby2 (23)

A questdo do ponto de separagdo ou juncdo junto a superficie esta
relacionada ao fato de quanto paralelas sdo as linhas de corrente préximas a superficie
quandoy — 0,

—;V(&Wxﬁyw

Vv
dy _v_ (24)
dx u —o, .y
1 r v 5
dy v —EV.((DW xNn).y
z w —o, .y (25)
dy dy . . o
Novamente, constata-se que ix e P séo aproximadamente nulas, isto é, paray — 0 as
X z
linhas de corrente sdo paralelas a superficie. Uma excecdo ocorre em pontos criticos, isto
. d d . -
e, d_y e d_y crescem somente quando ®, — 0. Portanto, similar ao caso 2-D, a
X z

ocorréncia de um ponto critico na superficie esta associada ao fato de ®, =0. Se
div(@,, x7i X0 ocorre um ponto de separago e pontos de juncéo se div(a,, x1i))0.

Os pontos criticos estdo associados a ocorréncia de o, =0 em superficies
solidas. A eles também pode-se associar linhas de separa¢do que sdo linhas onde as
linhas de corrente limite deixam a superficie sélida. E interessante investigar como varia
a altura h de uma linha de corrente limite na medida em que ela se aproxima de uma
linha de separacéo.

Se n é a distancia entre duas linhas de corrente limite adjacentes e h € a altura
de um tubo de corrente retangular (assumindo pequeno de maneira que 0s vetores de
velocidade resultantes sdo co-planares e formam um perfil linear), entdo o fluxo de
massa através do tubo de corrente é:

m = p.h.n.U=constante (26)

onde p é a densidade do fluido e U é a velocidade média da seccdo transversal. A
vorticidade na parede é:
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Oy = 1}, (27)
v

de maneira que:

o, h
U=—X* 28
: (29)
Dai,
ph?ne
m= T"" =constante (29)
e
L \Y2
h= c{ J onde ¢ =(2r/p) (30)
n.ty

——
3D SEPARATION , — K /

LINE

ineay veloely
Prefile

LIMITING STREAMLINE
= DIRECTIONS PROJECTED
ON SURFACE

Limitng streamlines near three-dimensional (3D) separation line.
Fig. 4 :
Nota-se da Figura 4 que a medida que se aproxima da linha de separacéo, a
altura h das linhas de corrente limite sobre a superficie aumentam rapidamente. Ha duas

razdes para 0 aumento de h: a primeira é que a distancia n entre duas linhas de corrente
limite diminui rapidamente a medida que as linhas de corrente limite convergem em
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dire¢do a linha de separagdo; a segunda € que a vorticidade (»,,) € minima ao longo da
linha de separacdo e tende a zero a medida que se aproxima de um ponto critico.
A Figura 5 ilustra a ocorréncia de uma linha de separagdo que emana de um

ponto critico denominado por sela, que por sua vez esta entre dois outros pontos criticos
equidistantes denominados de 'nés'.

SADDLE SEPARATION

ATTACHMENT
LINE

NODE

Adjacent nodes and saddle point (Lighthill 1963).

%iow

Ideal flow over a wavy cvlinder. Surface streamlines emanate from nodal
attachment points 4 and C.
Figura 5
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Configuracéo dos Pontos Criticos

Os pontos criticos ou também denominados pontos singulares ocorrem em
pontos isolados de superficies onde as componentes da tensdo da vorticidade da parede
(oaxw or ) ou alternativamente, as componentes da tensdo de cisalhamento da parede

(ryxw ,ryzw) se tornam identicamente nulas. Os pontos criticos podem ser classificados

por dois tipos principais: NOs e Selas. Os Nés, por sua vez, podem ser subdivididos em
duas sub-classes: pontos Nodais e pontos Focais (de separa¢do ou juncéo).

Um ponto nodal (6a) € um ponto comum a um namero infinito de linhas de
corrente limite que por sua vez sdo paralelas as linhas de atrito e ortogonais as linhas de
vorticidade (indicadas pelo tracejado). No ponto, todas as linhas de corrente limite,
exceto alinha A-A, sdo tangenciais a uma unica linha, B-B. Em um ponto nodal de
separacao, todas as linhas de corrente limite sdo direcionadas em dire¢do ao nd. No ponto
nodal de juncgdo as linhas de corrente limite divergem do nd. Isto ocorre tipicamente em
pontos de estagnacdo a montante de superficies, tal como o nariz de um corpo
aerodindmico onde 0 escoamento externo a montante impacta a superficie. O ponto nodal
de juncdo entdo passa a agir como uma fonte de vorticidade, ou de tensdo de
cisalhamento, e se espalha sobre todo o resto da superficie.

O ponto focal (6b) difere do ponto nodal porque ndo possui nenhuma linha
tangente em comum. Um numero infinito de linhas de corrente limite descrevem uma
espiral ao redor deste ponto singular. O sentido da espiral pode ser horério ou anti-
horério, tanto para focos de separacdo com para focos de juncdo. Os pontos focais de
juncdo normalmente ocorrem com a presenca de rotagdo, tanto no fluido como na
superficie

Na sela (6¢) ha apenas duas linhas particulares, C-C e D-D, que passam pelo
ponto singular. As dire¢cbes em ambos os lados do ponto singular s&o convergentes em
uma linha particular e civergente na outra linha. Todas as outra linhas de corrente limite
ndo passam pelo ponto e tomam direcbes consistentes com a direcdo das linhas
adjacentes particulares. Estas linhas particulares, C-C e D-D, agem como barreiras no
campo das linhas de corrente limite, fazendo com que um conjunto de linhas seja
inascessivel ao outro conjunto adjacente. O ponto de sela age tipicamente para separar as
linhas de corrente limite emanadas por nos adjacentes, por exemplo, pontos nodais de
juncao.

10
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MORTEX LINE

TSKIN-FRICTION LINE

Fig. 6; Pontos Criticos: (a) nds; (b) focais; (c) selas (Lighthill 1963)

11
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Topografia das Linhas de Corrente Limite

Os pontos criticos, agindo isoladamente ou em combinacdo, determinam em
grande parte a distribuicdo das linhas de corrente limite e, consequentemente, as linhas
de tensdo de cisalhamento (paralelas as linhas de corrente limite) e as linhas de
vorticidade (ortogonais as linhas de corrente limite) na superficie de solidos.

As ilustracbes das paginas seguintes mostram através de técnicas de
visualizacdo campos de escoamentos e seu esqueleto topografico em termos dos pontos
criticos. Sao apresentados:

1. Escoamento tipo "ferradura”, ou Horseshoe. O sistema de vortices é formado pelo
encontro da corrente a montante com um obstaculo preso a uma superficie;

2. Escoamento em uma bifurcacdo de em tubo em 90 graus;

3. Escoamento em um corpo axi-simétrico com um angulo de ataque;

4. Escoamento ao redor de um cubdide;

5. Escoamento entre dois cilindros coaxiais em rotacao.

12
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92. Horseshoe vortices ahead of a cvlinder in a
boundary laver. The laminar boundary laver on a flat
late separates ahead of a short circular cylinder, whose
t is about three times the boundary-laver thickness.
vorticity in the boundary laver concenrrates into
vortices that wrap around the front of the cvlinder.
r to the plate, two vortices of opposite sign form in
erse flow, and are reflected in the plate. The Rev-
« number is 5000 based on cylinder diameter. Visuali-

93 Horseshoe vortices ahead of a cvlinder in a

boundary laver. In this plan view the thickness of the on-

ming Bla boundary laver is one-third of the diamerer

© «vlinder, as in the photograph abave, and the Rey-

is 4000 based on the diameter, but the cylin-

eters rather than helf a diameter high. The

ces are made visible by a sheet of smoke

o the boundary layer upstream. Photograph
w. Taneda

e an CI i AD BT

3D SINGULAR POINT

Prof. Eugénio Span6 Rosa

zation is by smoke filam
slice of light in the symme
nation points on the plate.
and two free stagnan
Another picture of th
piece to Thwaites” [ncomy
from E. P. Suztem and the Camb
Department.

luminated by 2 thin
shows three stag-

e points

3 pointe betwe

Ny . NODAL POINT OF ATTACHMENT
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Plate 3.8 Top view of the counter rotating trailing

vortices, made visible by dye injection. Flow
perameters zre: Re_= 1100, @ = 3.88 1/min, g/@ = 0.25 and
fully developed ve?ocity profile at the test section.

Symmetry Plane
“‘\

Vortex on W. P.
e

L 180°

Fig. 3.5 Su r face streapmlines and symmetry plane’s
streamlines in the vicinity of the branch exit.

S and N stand for saddle and nodal point respectively.

14
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74. Rankine ogive at angle of artack.
The axisvmmetric bodv of figure 22 is here
inclined at 30° to & stream of warer. Surface
streamlines are tangential to the outer edge
of & thin laver of laminar separation and
reartachment that forms a sort of horseshoe
vortex over the leeward surface. ONERA
photopraph, Werle 1962

- 70 TOBAK & PEAKE

(a) o _ NODAL ATTACHMENT POINT
B — SADDLE POINT
¢ — FOCUS OF SEPARATION

SECTIDIN cC

Figure 8 Sequence of flows leading to global thres-dil ional flow separation on round-
nosed body of revalution as angle of attack is increased.

15
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oy 2 sl "
Fig. 98. Air, flow speed 0.5 m's, width of skyscraper 100 mm, Re = 3.4 = 10°, titanium
tetrachloride method.
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o ]fr’ 5:\‘\ \JJZ (a)
DAY '; N
I J"“\‘\‘. T RN
sl al '// al
-"// )

Streamline

Priman
horseshoe vortex

(a) On the centre-line of & cuboid. (i) Plan view of shear-stress lines on the surface. (ii) Shear-stress
lines on the top and sides of the eube. (b) On the centre-line of a eube. (¢) Sketch of the flow pattern
around the cube. N, node of streamline pattern; S, S’, saddles of streamline pattern; subscript &,
separation; subscript a, attachment; N, surface node; S, surface saddle; C,. centre-line separation
point at rear of ohstacle; C,, downstream centre-line zero-stress point.
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Figure 22-11  Wavy Taylor vortices, Photograph courtesy of L. Koschoueder (1979),
University of Texas.

) Vorter parten
2t maning ncrossilow plase

-y
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E
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Figure 2029 Streamlines in a Tavior vortex cell of a Couctte flow, The wall and the
surfaces separating vortex cells intersect in lines of separation and lines of altachment.
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Figure 22-14  Schematic of Gortler vortices in & boundary laver on a concave wall
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Funcdo Corrente

As linhas de corrente sdo, por definicdo, tangentes ao vetor velocidade a todo

instante, e sdo expressas por:
dx d dz
Y (1)

X
Fig. 1: Linhas de corrente tangente ao vetor velocidade

Existem véarias maneiras de se descrever uma curva no espacgo. Para nossos
propositos, € conveniente tratar uma curva com a interseccdo de duas superficies
independentes, fe g:
f(x,y,z) = a 2)

g(xy.2) =b ©)

Ve_-\odi’tcﬂ e

Fig. 2: Interseccéo das superficies g1 e f1, também denominadas
por fungdes de corrente, para formar uma linha de corrente.

Para qualquer valor das constantes a ou b, (2) e (3) representam superficies.

18
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As componentes de velocidade podem ser expressas em termos da funcdo
corrente. Note que, desde que as superficies f e g contém as linhas de corrente, as suas
normais devem ser perpendiculares a essas linhas:

r T A

<

:%’i

Qg

Fig. 3

V =(x,y,z)Vf x Vg )
onde A é uma funcdo arbitraria das coordenadas.
Para regime permanente, %t =0, A(X,y,2) pode ser associado a densidade

através da equacdo da conservacgao da massa:

v(pV)=0 (52)
VIMVExVg)|=0 (5b)
para que (5b) satisfaca a conservagdo da massa,
A=p

Para fluidos incompressiveis, p = A, = const., a equacéo (5a) fica:
V.(hoVExVg)=2L,V(VF xVQ)

— VgV xVf)=VF(VxVg)! ©)
mas, rot(grad f) = rot(grad g) = 0
logo,
V.(LoVExVg)=0
isto é, satisfaz a equacdo da continuidade.
Sem perda de generalidade, a equacao (4) pode ser escrita como:
V = (VfxVg), 7

com componentes:

yoot o9 ot og
oy 0z 0z oy
yoOf 09 _of o9
0Z OX OX 0z
w0 99 _of o9
OX oy oy oX

19
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A vazdo através de um tubo de corrente constituido por duas superficies f e g
possui uma simples relacdo aos valores da funcdo corrente f e g nestas superficies.

v
o L8
. 'A'_"
v 'i‘-: ..
e 4 <= E') é
, d<} g
/ =1 | (2 |
iy i | L& | /
,{."" 2z A \% "\ T2 L AG TR
- a j {} ﬂj
i !
! N L
E - R e S
| Y- g \
i 47 A4 ﬂ_d
g
Fig. 4

A superficie que intercepta as linhas de corrente serd& denominada por .
Introduzindo coordenadas ortogonais &, e &, na superficie y, um elemento infinitezimal
de arco ds’ na superficie y pode ser expresso por:

ds’ = h,d&? + h,dé?
onde h,eh, sdo os fatores de escala que determinam a métrica para a superficie vy,

limitada pelas superficies,
f=f, f=f,, 9=0,, 9=0,
é
Q=[V-ids (8)
¥

A componente de velocidade normal a y é dada através de (7) utilizando-se as
coordenadas ortogonais &, e &,,

VZ(LEJ.(L&}(L&MLG_&JJ (9)
hy 6&; ) (hy 6&; ) \hy 08, ) (hy 0§
Denotando subscritos por diferenciacdo, uma forma mais compacta de (9a) é:
V= f&_lgEJZ _fF;Z gél (9b)
hy hy hy Iy

Um elemento de area em vy é dado por:
dS = h;h,dg,dé, (10)

Substituindo (9b) e (10) em (8), tem-se:

20
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_[ e 98 18 9G4
_ 1 009) e e Bt dg = (F, — £ Yo, - 11
Q {a(él,iz) &,d€, fjlgjl g=(f,-f, (92 -01) (11)

onde:
o(f,9) E‘f g &,
0(&,8,) 19& &

¢ o Jacobiano da transformagdo entre as coordenadas (£;,&,)e(f,g). [Veja
Kaplan,W.,"Célculo Avancado”,vol. I, sec. 5.14]. Note que a Equacdo (11) ndo se altera
se uma constante arbitraria é adicionada a f ou g.
A Equacéo (7) permite que um escoamento generico com trés componentes
de velocidade, seja representado em termos de suas superficies f e g,
V =VfxVg

A escolha de f ou g ndo é Unica, entretanto, para escoamentos que possuem
simetria, é possivel escolher g como um conjunto de planos definido pela variavel de
simetria e, entdo, reduzir o problema & determinacdo da restante superficie de corrente,
f =y. Escoamentos com aplicagdo direta sdo: escoamentos planos em coordenadas
cartesianas ou polares e escoamentos axi-simétricos em coordenadas cilindricas ou
esféricas.
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Funcéo Corrente para Escoamento 2-D:
Coordenadas Cartesianas

Superficies:

Velocidade:

Vazdo:

X

Fig. 5
f \|/ X,y
wx,wy(% =(0,0,2)

V =VfxVg; u=u(x,y); v=v(x,y); w=0

u:a—w' v:-a—w; w=0

oy ox

0,=2,=0; 9,=2,=1; Q=vy, -y,
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Funcéo Corrente para Escoamento 2-D:
Coordenadas Polares

Fig. 6
Superficies:
f=y(r,0), g=z
oy 1oy
Vy=|—+=-L20 Vg =(0,0,1
v (ar r 00 j 9=(00.1)
Velocidade:

V =VixVg; v, =v,(r,0); vqg =v,(r,0); v,=0
volow . _ v

“re0 " o
Vazao:

0,=2,=0; 9,=2,=1; Q=vy, -y,
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Funcédo Corrente para Escoamento Axi-Simétrico:
Coordenadas Cilindricas

Ve

Superficies:
f=y(rz), g=o

W: a_\l]’la_\lf,a_\ll Vg: O’E’O
or roo oz r

Velocidade:

V=VixVg; v, =v,(r,2); %=0; vV, =V,(r2)
__la_\ll- %—0 \Vj :la_w

roz ' 00 Y ror

r

Vazdo:

9,=6,=0; g,=0,=2n; Q=2n(y,-y,) ou
Q=2my, se y, =0 € oeixo z
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Funcédo Corrente para Escoamento Axi-Simétrico:
Coordenadas Esféricas

B e e T T R

A

&—u‘ i R h .
7 1

N tmu

=T

!
%
i
i um.duu:AMLl R g
! o
]

Fig. 8

Superficies:
f=y(r0), g=¢
(a\u loy 1 a\uj Ve :(0’0, J

ar 'r 90 'rsend d¢

Velocidade:
"/ ov
V=Vf><Vg, Vr:Vr(rle); Ve:Ve(r’e); a‘on

L ooy, 1 vy % _,

= 2 BN Ve 1
re.send 00 r.sen@ or op

Vazéo:
9,=¢,=0; g, =¢,=2n; Q=2n(y,-y,) ou
Q=2my, se y,=0¢€o0eix00=0.
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