FENOMENOS DE TRANSPORTE — CHEMTECH

AULA 2

1. Formulagao Geral Equacgoes de Transporte.

2. Classificagao das Equac¢oes Diferenciais
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Preliminares

Na aula 1 foram vistas alguns tipos de Equacgoes
de Transporte.

O desafio desta aula é colocar as equagodes vistas,
e outras que serao apresentadas, numa unica
forma geral capaz de representar qualquer uma
delas.

A vantagem da representacao geral permite que
um unico Solver possa tratar cada Equacao
isoladamente ou resolvé-las simultaneamente.

A abordagem realizada neste tépico sera baseada
nas praticas empregadas pelo PHOENICS
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Forma Geral das Equacées de Transporte
O método dos volumes finitos parte da forma

conservativa das Eq. Transporte. Considere uma
variavel escalar ¢ genérica:

%+V-(p\7<p—rv¢)=s

onde I é o coeficiente r= [P "V, P VTJ

+
difusivo definido por: Pry, Pry

O fonte S tem natureza diversa:
i) representam as condi¢6es de contorno do fenémeno;

ii) modelam a acéo de forgas ou energia de novos
mecanismos fisicos ou ;

iii) representam todos os outros termos da eq. particular
que se quer representar e que nao sao representados
pelo lado esquerdo da equagao!
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O Coeficiente Difusivo, I”

* O coeficiente difusivo I' no PHOENICS tem um
papel central no modelo:

r=|P YL PV
Pry, Pry
* Ele representa a contribuicao do transporte

‘laminar’ e ‘turbulento’ da modelagem, sub-
indices L e T, respectivamente.

* O coeficiente de difusao de qualquer fenémeno
é representado pelo produto da densidade e da
viscosidade cinematica divido pelo parametro Pr
que esta associado a uma variavel.

* O significado de Pr sera explorado ao longo de
exemplos nesta aula.
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Equacgdoes Auxiliares

Para modelar um fenémeno é frequente a utilizagao de
equacgodes auxiliares para definir:

* Prop Termodindmica.: densidade, entalpia, etc

* Prop Transporte: viscosidade, difusividade,
condutividade, etc

» Termos Fonte: leis de cinética quimica, dissipagao
viscosa, Coriolis, absor¢ao de radiacao, etc

» Termos artificiais ": falso transiente para relaxagao e
condi¢coes de contorno

Todos os termos dependem de uma ou mais das
variaveis e/ou das equacgoes auxiliares. A medida que
um nuamero maior destas equagoes auxiliares se faz
necessario, ele causa um aumento no ‘grau’ de nao-
linearidade do sistema.
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Natureza dos Termos

0 -

o) , v (Vo -Tve)=s
ot

* A equacao geral possui trés termos no lado
esquerdo: transiente, convectivo e difusivo.

* Nem todos fendbmenos de transporte requerem a
existéncia simultanea destes termos. O comando
TERMS no grupo 8 permite a ativagao ou nao de
cada um deles:

Group 8. Terms & Devices
*Y in TERMS argument list denotes:
* 1-built-in source 2-convection 3-diffusion 4-transient
* 5-first phase variable 6-interphase transport

TERMS (P1 ,Y,Y,Y,N,Y,N)

TERMS (U1 ,Y,Y,Y,Y,Y,N)

TERMS (V1 ,Y,Y,Y,Y,Y,N)
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* A sequiéncia desta parte | da aula 2 sera a
representacao de alguns tipos de Equacao de
Transporte na forma geral identificando seus
termos fontes.

» Serao representadas as Equacgoes de
— Massa

Q. Movimento

Energia

Concentracgao

Miscelania

» Para facilitar a representagao sera adotado o
sistema cartesiano e a notagao indicial.

* Um paralelo com a pratica do PHOENICS sera
realizado onde for possivel.
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Notacgao Indicial Eq. Geral de Transporte
* A Eq. de Transporte em Notagao vetorial

¥+V-(p\7(p—TV(p)=S

» também pode ser representada em notagao
indicial pelos operadores

ope), 0 (pv.(p _ raaT(Pj _ S

J

» onde j pode variar de 1 a 3 representando cada
uma das diregoes ortogonais.

* @ € uma variavel escalar genérica e
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Eq Diferencial da Massa

* Fazendoo=1,I"=0e S =0, chega-se a forma da
Equacgao da Conservacgao da Massa:

g—fJfaixj(PVj): 0

* Note que para fluidos incompressiveis, isto é, p
constante, a forma geral também satisfaz pq o
termo transiente deixa de existir e ela se reduz
para:
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Eq de Navier Stokes

* A Equacao de NS ndo é uma equacao escalar mas
vetorial. Esta é uma das dificuldades que a forma
geral da equacao de transporte encontra.

+ Ela é superada tratando cada componente da Eq.
NS como uma equagao de um escalar.

» A estratégia é: colocar os termos que forem
possiveis das Eq. NS para cada componente na
forma da Eq. Geral de Transporte (escalar) e,
aqueles que nao se ajustarem entram como termo
fonte.
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Eq de Navier Stokes

ﬂapt—v)+V-(p\7\7)=—VP+V-|:—§uV-V+2uS:|+p§

« A componente i é:

a(pV;)
ot

0 0 2 - 0 v, 0V;
AR (AVAA) ISR S 25 4 IR Y AS BRaS N | VY
x; (p 1 ') 6x1|: 3t :| 0x; [“(axj ox; ]] PEi

+ onde i e j podem variar de 1 a 3 representando
cada uma das dire¢oes ortogonais.

« Cada componente é gerada fixando umie
somando as variagoes de j,

* O préximo slide traz como exemplo a componente
na diregcao X;
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Eq de Navier Stokes, dir. X

opvi) o ) [ 2 a} ) av; oV
B FAVATA P+ipv.v|+-L .|y & 200 .
o OV o L T3 T M, Ty )| PR

Xj

+ Assumindo que os indices 1,2 3 representam as
diregoes ortogonais X, Y e Z e que por sua vez
estao associadas as velocidades U, Ve W, entdo a
equacgao para diregao x é:

aeV) ,
at

—i[P+EpV-V]

0 0 0
= (pUU)+ — . (pVU) + — - (pWU) =
oX (p )+ oY (p )+ oL (p )

oX 3
S AR R )
+pgy
Equacéao de NS
a(pV1)
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_ . 0V,
+i'(PVjVi)=— 0 [P+Euv.vi|+i. u al_l__l +pg;
ot ox; 0x; 3 0x; ox;  0x
+ Pode-se perceber que a forma da equacgao de NS
ainda esta longe de se ajustar a forma geral:

opo) , @

o
+Z | pvio-T-Lo|=s
o o, [p i® 6qu)]

* Rearranjando os termos viscosos podemos re-
escrever as componentes de NS como:

apv;) o ov; P D [2 a} 0 oV
— .| pV.V, — = - |2V |+ = .
a0 +axj PViVi—pv o 3¢ + p +pg;
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Eq de NS: compressivel e u variavel

a(pV; 8 oV P 0 [2 - 8 ov;
b ‘)+ax-(ijVi—pv ‘J=——[3W-V}+-[u ’}+pgi
; .

ot ox i j 6xi

» A representagcao de NS atende a forma geral e é
valida para um escoamento em regime laminar,
compressivel ou incompressivel, e viscosidade
variavel (fungdo da Temp. ou S) ou constante.

* O lado direito da equacao traz os termos fonte:
Pressao, Sp

Compressivel, Sc

Viscoso, Sp

Forgca de Campo, Sg

Note que a viscosidade do fluido pode variar com a temperatura ou
também com o médulo do tensor 8 no caso de fluidos ndo
Newtonianos Generalizados (power law fluids)

FENOMENOS DE TRANSPORTE — CHEMTECH

Eq de NS: incompressivel e u variavel

» Para escoamentos incompressiveis, VV=0 portanto
a eg. NS pode ser simplificada e um termo fonte é
eliminado.

+ Desejamos manter ainda a possibilidade de
viscosidade variavel (T ou S)

opV; 0 ov; opP 0 ov;
M"‘_[PVJVI—[)V 1J=__ |:H_J]+Pg1

+ —_—
ot Ox ox j ox; Ox i OX;

j i i

* O lado direito da equacao traz os termos fonte:
— Pressao, Sp
— Viscoso, Sp
— Forga de Campo, Sg
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Eq de NS: incompressivel e u cte.

Se a viscosidade é constante, o termo fonte
viscoso, SlLL é nulo:

0 oV; o |9V;
_ u = u | —1 = 0
an axi OxX; aXJ

PR

V-v=0
Neste caso a Eq. NS assume sua forma mais
simples, com dois termos fonte: pressao e forga de
campo.

opvi), o | [ijVi .

+ .
ot ox PEi

j Ox OX;

1

avi] _op
i

O termo de campo é relevante somente para
escoamentos com superficie livre; escoamentos

internos ele pode ser incorporado ao termo de
pressao: P* =P - pgz.
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Eq de NS — Regime Turbulento

Considerando que a eq. NS representa o campo
médio de velocidades, surge um termo extra de
tensao (tensdes de Reynolds) devido a presencga
dos turbilhodes.

O tensor das tensées para um fluido Newtoniano,
incompressivel com p constante é:

ov;

0x;

6V1 i
Tij =—P8ij +“[6 ]—pViV j E—Psij +(H+HT)

Xj

e a equacao de transporte passa a ser

opv,) o ov, oP
© ‘)+—'[pV,-Vi—(pV+va) ‘J=— + pg;

ot ox j ox i ox;

onde v; é a viscosidade cinematica turbulenta
obtida por meio de modelos de turbuléncia
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Termos Extras

A analise até o momento foi realizada num tensor
cartesiano. Para outros sistemas de coordenadas
surgem termos associados a inérciae a

viscosidade.

Exemplo:, sistema cilindrico-polar com axi-simetria
para um fluido com propriedades constantes

9(—)X—)i|:pWU—
o0Z
al
Re Y- —|pWV
15/4

177> i[pWW paﬁ}+ i[pVW
oz to// oY 6Y

oul o U
UL, 9 lovu- 0
”az}raY[p ”ay}

07| oY oY oY y?
aw} _op
oz

(0,R,Z) correspondendo a (X, Y,Z)

A ov oP \% U
—uf}f[pVV—uf}—f—ufﬂv

2

Y
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Eq. Geral NS e seus Termos Fontes

opV; 0 0
(6t )+6X [pVV Fa i]zSP+SC+Su+pgi
J j
v, s
_al_zi(uV.V)+
Q.Mov.X | U X 30X
22 68) 262):
ax\Max) oy (Pax) Tz \ M ax )T PEx
_oP 29 (uV \7)+
Q.Mov.Y | V oYy 30Y
S0 562 262
ax \Mav) oy Moy T az My )T PEX
_al_zi(v )+
Q. Mov. Z W oz 36Zu
S62) 5062 262
ox\Maz) ov\Maz) T ez \M oz )T PEX

Representacgéo valida somente para coordenadas cartesianas
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Eq. Geral NS e Implementagcdo PHOENICS

* O PHOENICS ja possui implementado trés termos
fontes para eq. NS : pressao, centrifugo e Coriolis.
Todos os outros o usuario tera que inserir.

Compressivel? | Viscosidade Regime So
Comp [Incomp | pcte | pvar | Lam Turb | Phoe | User
X X X Sp | S¢S,
X X X S, S¢
X X X S, S,
X X X S, -
X X X Sp -

Sistemas de coord. cartesiano e cilindrico-polar requerem termo
fonte viscoso que devera ser implementado pelo usuario.
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Eq. Geral NS e Implementacao PHOENICS

* Os efeitos de compressibilidades nao sao sentidos
até Ma ~0.3. Em geral o termo 2/3uV.V é pequeno e
pode ser desprezado na maioria das aplicagoes,
exceg¢ao pode ocorrer na presenga de choques.

* O termo fonte viscoso se faz sentir para dois casos:
quando p varia com a temperatura e também para
simulagées com fluidos nao-Newtonianos.

1. A variacédo de p com T ‘pode ser lenta’ e fazer com
que o termo Sy seja desprezivel. Ele de fato é para
Escoamentos em Camada Limites.

2. Fluidos nao-Newtonianos tem a viscosidade
dependente da deformacao e o termo S, ndo pode ser
desprezado. O manual do PHOENICS nao é claro
sobre a pratica adotada, vale a pena investigar mais...
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Eq de Transporte da Entalpia, h

+ A Equacao de Transporte da Entalpia é de

natureza escalar.

at * 6Xi (p ! ) 6Xi ( 6xi j * Dt * l"l'¢ * 1

» A estratégia é: colocar os termos que forem

possiveis da equagao na forma da Eq. Geral de
Transporte (escalar)

opo),

8
Z Jpvie-T-L0|=5
ot ox [p i® axj‘p]

e, aqueles que nao se ajustarem entram como
termo fonte.
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Eq de Transporte da Entalpia, h

A primeira dificuldade encontrada é que o termo
difusivo nao depende da entalpia, mas da
temperatura.

Para uma substancia simples,

oh

oh
h=h(P,T)—> dh = —
(,) oT

dT + —| dP
P

T

coef compress.
p isobarica
Para liquidos, h = h(T) e portanto dh = CdT

Para gases ideais, b = 1/T, portanto dh = CpdT

Para gases reais, h = h(P,T) mas para eq. Energia
adota-se a aproximacgao: dh = CpdT

opP

dh = CpdT + (1-T1p) ap; p=p
p oT
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Eq de Transporte da Entalpia, h

Pode-se expressar a temperatura em funcgao da

entalpia no termo difusivo da equacgao:

oh oT OT 1 o6h
= CP - =

aXi axi aXi CP aXi

Assim chega-se a forma geral da eq. transporte,

oph) , o -[pVih— K 6h] DP

- 4 +q”
ot ox Cpox, ) e THOTA

i

O lado direito da equacao traz os termos fonte:
— Trabalho de Presséo, Sp

— Dissipagéo viscosa, u¢

— Fonte volumétrica de energia, q

LR

A eq. é valida para escoamentos compressiveis
ou incompressiveis e propriedades variaveis.
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Eq de Transporte da Entalpia, h

* Para ajustar-se a pratica do PHOENICS ainda é

necessario definir o coeficiente difusivo, I'":

C
PV K )=ty
k a

Pr(h) CP
* Neste caso o Pr(h) é o préprio N. Prandtl do
fluido,
alph) o _pv oh)_DP
ot ¥ 0x; [pVih Pr ox; Dt tubta
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Eq Transporte Turbulento da Entalpia, h

* O fluxo turbulento de energia é proporcional ao
gradiente do campo médio de temperatura
(hip6tese de Boussinesq):

” _ V_T oT
(qT)i = pCP[PrTJ ox,

* Ele pode ser diretamente incorporado ao termo

difusivo da eq. da entalpia :

a(ph)_l_i PVih— ﬂ+pv_T a_h =£+“¢+q"’
6t 6Xi Pr PrT 6Xi Dt

* Pr; é o n. Prandtl turbulento, Pr; ~0.9.
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Eq de Transporte da Entalpia, h

* A equacgao de transporte de entalpia se ajusta
bem a forma geral da equacgao de transporte. Ha
porém um inconveniente em sua aplicagao:
definicao de condicao de contorno em paredes.

+ Em geral se conhece nas paredes sua
temperatura e nao sua ‘entalpia’, neste caso os
contornos onde estao especificados temperatura
terao que ser multiplicados por Cp.

» Para superar este inconveniente foi desenvolvida
a equacgao para transporte da Temperatura!




FENOMENOS DE TRANSPORTE — CHEMTECH

Eq de Transporte da Temperatura

A Equacao de transporte da Temperatura,

0 oT DP
-l k +BT—+ud+q"”
aXi [ 6xi] B Dt ud) d

a(pT) 0
2 (LV.T)=
Cp ot +Cp ox, (pV;T)

tem o calor especifico multiplicando seu lado
esquerdo. Isto causa um problema para expressa-
la na forma geral da eq. de transporte.

Dividindo ambos os lados por Cp,
@+i(pVT)=Li. ka_T +B_TE+H_¢+(1_
ot 0x Cp 0x; ox; Cp Dt Cp Cp

ainda nao é suficiente. Para forgar a forma geral
um novo fonte aparece:

ot 6Xi aXi aXi CP

i

|
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Eq de Transporte da Temperatura

No entanto, se considerarmos Cp constante ou
que o novo termo fonte associado a variagao de
Cp seja muito pequeno em relagdo aos demais,

A equacao de transporte para temperatura
simplifica-se para:

a(pT)+i.[pViT_L 6T]_+B_T£+u_¢+q_

ot 6Xi CP 6Xi a CP Dt CP CP
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Eq de Transporte da Temperatura

m+i.(pvﬂ [pv +pv_T]6_TJ_ BTDP 1w q
ot ox; Pr Pry ) 0x; Cp Dt Cp Cp
* O lado direito da equacao traz os termos fonte:

— Trabalho de Presséao, Sp

— Dissipacéo viscosa, u¢/C,

— Fonte volumétrica de energia, q’/C,

* A eq. é valida para escoamentos compressiveis
ou incompressiveis, transporte de calor em
regime laminar ou turbulento e propriedades
variaveis, exceto o calor especifico, C,,.
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Eq Transporte Entalpia Total, h,

« Aeq. Transporte da entalpia total é

e o pVina) =

0 or ) op o2 oV
k—|+—+V,; “n—+2uS; |+po+
6xi[ 6xi] ot oy, {3”6 H “] ho+a”

+ mas i[ﬁl} 2 [kano_ka(;v.v)JE 2 [Lahoj_i(ialj

ox; | ox; ox;(Cp ox; Cp 0x; ox;  Cp ox; ox; \ Cp Ox;

Ophy +i pVih, — pv PV ohy =
ot ox; | " \Pr Pr)ox
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Eq Transporte Espécies (escalar)

* A equacao de transporte para o componente ou espécie
quimica ‘m’ de uma mistura é:

opwm), 0 oViwn [PV, PV )W )y
ot 0x; Pr, Pry, ) 0x;

+ Onde w,, é a concentracdo massica da espécie m

* A variavel Pr_, é p/pD, também conhecida como n. de
Schmidt, Scm

» A variavel Pr,, é o correspondente Sc do transporte
turbulento

e ¥m representa a geragao (+) ou extingao (-) da espécie
m por reagdo quimica, ¥m tem unidade de kg, /(s.m?).
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Eq Transporte para Modelo k-&

Dentre os modelos de turbuléncia, o modelo k-c é
um dos mais populares. Para referéncia as eqs de
transporte para k e € sao mostradas na forma geral,

aik+ 0 (pVik—(pv+vaJakJ=Pk -

at 6xi Ok 6xi
ope O pvr | O¢ € g2
£y Vie—|pv+ L | = |=C, —P, -C, —
ot 0x (p i (pv ok )0x; ek ok
O termo de —— oV U, 0U;) av,
= . P =uu;- =Vvr + . =vrd
producao, P,, é ox; ax;  0x; ) 0x;
determinado por:
. . P Hipotese
e a viscosidade k Bousinesq
vi=C,—
turbulenta: g
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Eq. Geral Escalar e Termos Fontes

pv  PVT

r=(=E 2T

a(p(P)_'_i_(pVJ(p_r‘a_(p]:S onde (Pr"— PrT]
X :

ot ox; ox;
¢=h,T,hy,w, ,kee

¢ Pr S
_v_HG a—P+V~6—P +pd+q”
h Pry == [6t P, | THEHa
C m
T Prp= Y= BT a—P+Vi k1, pe, a" [or) 81
o k Cp ( Ot ox; ) Cp Cp ox; ) ox; ( Cp
h v ouc, | o a2 o) ok K .
0 Prh0=&=7k 6t+ '6xi 3Maxj+ D] 6xi Cp axj +pd+q
w,, Prw=%=Sc ¥,
k Pr, = Pk — &
€ g g’
Pry =1 Ce]KPk_Cel?

FENOMENOS DE TRANSPORTE — CHEMTECH

Eq. Geral Escalar e Implementagcao PHOENICS

O PHOENICS ja possui implementado dois termos
fontes para eq. entalpia : o trabalho de pressao e o
termo de dissipagao de energia mecanica em
energia térmica .

Estes dois termos fontes sao aqueles que a eq. H1
necessita, note porém que GXGENK - dissipagao en.
Mecanica nao inclui a parcela compressivel.

O PHOENICS nao possui termo fonte ‘implementado’
para nenhuma outra forma da equagao da energia
(TEM1 ou h;) pelo menos é o que o manual diz.

O PHOENICS nao emprega a forma geral da equagao
de transporte quando resolve temperatura, mas ele
também nao informa como ele implementa.

Os termos fontes para modelo k-¢ sao
implementados ao ativar o modelo no PHOENICS
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Notas Finais da Parte |

Até o momento vimos que as equagoes de
transporte podem ser representadas, de forma
genérica como:

%+V-(p\7(p—FV(p)=S

Nem todos os fenédmenos fisicos que elas podem
modelar requerem que todos os seus termos
estejam presentes.

A supressao dos termos: transiente, convectivo
ou difusivo muda o comportamento da equacao
e seus requerimentos de condi¢oées de contorno.

Para melhor entender este comportamento é
necessario classificar as EDP, assunto de nosso
préximo toépico.
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Parte Il

Classificagao das Equacgées
Diferenciais
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Condicoées Iniciais e de Contorno

* A definicao da Eq. Geral de Transporte

@+V-(p\7(p—FV(p)=S

nao é completa a menos que sejam definidas as
C.l. e C.C. do fendmeno que ela representa.

* As C.l. e C.C. variam dependendo do tipo de
equacao diferencial que o modelo emprega.

* A distingao é feita baseando-se no modo como a
informacao do contorno é transportada para o

dominio.
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Nota Introdutoria

+ A forma geral da Eq. de Transporte é complexa
para iniciarmos nosso estudo.

+ Vamos comecar estudando trés ‘simples’ EDP
lineares e sua dependéncia com relacao a
informagao do contorno.

 Elas sao: CR.9%
2 2
— Equagdo da condugio em / ox~ oy

regime permanente

2
— Equacao da difusao em 6_(p = 6_(2[’
regime transiente ot oy
— Equacao da onda
T~ 8%, 0%
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2 2
Eq de Laplace: 6_(2p + a—‘z" =0
ox oy
+ Este tipo de equacao possui derivadas de 22 ordem
para cada diregao, portanto ela necessita de duas
c.c. para diregcao x e outras duas para diregcao y!

A
3’ o(x,b)
9(0,y) J0p/ox|x=a
0 o(x,0) aX

+ Pode-se generalizar que ¢ é determinado pela
informagao de TODO o contorno.
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Eq de Laplace: modelo ELIPTICO,

@(x,b)

Qualquer ‘perturbagio’ vyt
introduzida no b
contorno influencia o

valor de TODOS os 0(0,y) [ w‘// J0p/ox|x=a
pontos do dominio, ’ / P(x,y)
entretanto tanto menor N

»
»

X

sera a influéncia num
ponto P quanto maior 0 9(x,0) a
for sua distancia da

perturbacgao.

* A informagao do contorno se propaga em TODAS as
diregcoes instantaneamente, i.e. velocidade ‘infinita.

* Por sua vez, uma pertubacao em P ira influenciar o
dominio a montante e a jusante de P.

» Esta equacao é classificada como ELIPTICA
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. L op g
Eq Conducgao Transiente: ot oyt
« Esta EDP é de 12 ordem no tempo e 22 ordem no
espaco, portanto ela podera satisfazer uma unica
C.l. e duas C.C. nadirecao Y

3’“ o(tb)
¢(0,y)
0 o(t,0) at

« Como a EDP s6 satisfaz uma Cl, o dominio é aberto
no eixo do tempo! Nao se especifica C.C. na outra
fronteira.

* A informagao no eixo T caminha numa unica
direcao enquanto que no eixo Y caminha nas duas
diregoes
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Eq. Condugao Transiente: modelo PARABOLICO
* A solugao desta EDP marcha para frente no tempo
mas é ‘difusa’ no espaco.
* Introduzindo uma perturbacao em P, ela s6
influenciara parte do dominio computacional onde
t>t

3’“ o(t,b)
(P(O,Y) 'i
* P(t,y,)
0 o(t,0) at

A pertubagdo em P NAO influencia valores de ¢
parat<t,

« As EDP com este comportamento sao
classificadas como PARABOLICAS.
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* *
Eq Onda: ?;p = ¢? ay—‘z"

+ Esta EDP é de 22 ordem no tempo e no espaco,
portanto ela requer duas C.l. e duas C.C. no espaco.
* Uma corda vibrando presa em duas extremidades.
— CI: p(x,0)=sen(nx), dp/d(x,0)=0; & CC: ¢(0,t)= ¢(1,t)=0,
— Solugéo exata: p(x,t)=0.5[sen(zx+at)+ sen(nx-nt)]
» A solucgao geral deste tipo de equacgao é:
o(xy t) = f(x — ct) + g(x + ct)
+ As fungoes f e g sempre satisfazem a equacao da
ondal!

* Note que o argumento de f e de g o espago e o
tempo estao relacionados de forma que se
caminharmos numa linha caracteristica dx/dt = *c
seus valores serao constantes. .
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Eq Onda: modelo HIPERBOLICO
* A CI é definida quando t = 0:

o(xy0) = f(x) + g(x) e 6(p/6t|t=0 =0

o(xq:ty) = f(x_4)*+a(x,q)
t 4 t

x+ct=x, X -ct=x,,

to ************ (P(XO’tO)

+ O valor de ¢(x,,t,) depende somente da regiao
vermelha;

* Por outro lado, ¢(xy,t,) influencia o valor de ¢ na
regiao azul.
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Regiées do Dominio

Como um contorno do dominio influencia
somente uma regidao do dominio costuma-se
dividi-lo em regiodes:

1. Zona de Siléncio
2. Zona de Dependéncia
3. Zona de Influéncia
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Familia de garacteristicas

Curva Caracteristica

Definida com familia de
superficies ou curvas
onde certas
propriedades
permanecem
constante ou certas
derivadas podem se
tornar descontinuas.

A shock wave is
observed in front of a
sphere at M = 1.53.
(photograph by A.C.
Charters.)
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Curva Caracteristica & Contorno

* A informacgao se propaga do contorno para o
dominio ao longo de linhas caracteristicas com
velocidade c (variavel ou constante).

* A informagao do contorno (Cl ou CC) ndo pode
coincidir com uma curva caracteristica.

tu

L \ N

¢ especificado

5

¢ especificado
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Sumario
+ A forma como a variagdao em um ponto influi nos

eventos dos pontos vizinhos depende se a EDP é
eliptica, parabdlica ou hiperbdlica.

* Diversos fenémenos fisicos se enquadram nestas
categorias e eles dependem se o regime é
permanente ou transitério, se a propagacao das
perturbacgoes é finita ou infinita!

P(x,t)
i
T
P(x.t) o
® — 2 X AN
X
Zona Zona
|DeEendéncig [Dependéncial
HIPERBOLICO PARABOLICO ELiPTICO
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Sumario
» A informacgao do contorno ‘sempre’ propaga-se a
jusante (downstream) nas EDP parabdlicas e
hiperbdlicas.

» Esta caracteristica faz com que as EDP parabdlicas
e hiperbdlicas sejam resolvidas por métodos que
‘marcham’ a jusante. As EDP elipticas, que recebem
a influéncia de todo o contorno, sao resolvidas por
métodos de ‘equilibrio’.

P(x,t)
Ny ¢ P
P(x,t) [ )
® AN
Zona Zona
Dependéncial Dependéncial
HIPERBOLICO PARABOLICO ELiPTICO
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Método de Classificacao para Simples EDP

* A classificagao de uma EDP 22 ordem é baseada
no comportamento dos seus termos de ordem 2:

2 2 2
AZ <2P+B§6<P +CZ (2p+DZ—(p+E%p+F(p+G=0
X X0y y X

H

» A classe da EDP 22 ordem é identificada
procurando-se curvas caracteristicas de eq.
hiperbdlicas. Se elas existirem ela é hiperbdlica,
do contrario ela pode ser eliptica ou parabdlica.

* Isto é realizado forcando uma busca para
equacao homogénea por meio de uma
combinacgao linear dos termos.




Método de Classificagao para Simples EDP

» Solugdes simples do ‘tipo eq. da onda’ existem
se a equacao caracteristica tiver duas raizes

X
2
S
w
S reais:
| 2
w d d
o dx dx
a
)
=
E B2-4AC Tipo Caracteristicas
w
8 >0 Hiperbodlica 2 caracteristicas reais
o
”2~l =0 Parabdlica 1 caracteristicas real
=
‘2 <0 Eliptica Sem caract. reais (2 Imaginarias)
i
Eq Protétipos
X
0
~
E * Equacao de Laplace: o' 9%p
S _ A=1,B=0eC=1;B2-4AC=-4<0 o oy "
I portanto Eliptica, dy/dx = * i,
w
~
S
% * Equacao de calor transiente; 80 6z(p
2 - A=1,B=C=0; B2-4AC =0 portanto E=a_z
E Parabélica, dy/dt = 0 y
a8
Q * Equacao da onda: , ,
> - A=1,B=0eC=c%B2-4AC=tc 0"e _ 2070
"5” portanto Hiperbdlica, dx/dt =* ¢ ot2 oy
o
2
i
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Eq. Burgers Completa ©Ou  ou o*u

« E uma EDP nao-linear do tipo convecgao-
difusao utilizada para modelar eq. Q. Movimento
X para modelos numéricos;

* A omissao do termo udu/dx a 5
reduz para a equacao da 6_u = v a_“
difusdo ou 1° prob. Stokes; ot ox*

« Também pode representara jT oT 62T
equacao linear da energia em 6_ +u 6_ =V_ 5
termos da temperatura; t X ox

* Os coef. da Eq. Burgers sio A=1,B=C =0; B2-
4AC = 0 portanto Parabdlica,.

FENOMENOS DE TRANSPORTE — CHEMTECH

Os Coeficientes A, B e C da EDP

* Os coef. A, B e C ndo necessariamente sao constantes, mas
podem ser dependentes das propriedades do fluido ou mesmo da
propria variavel que se esta resolvendo.

* Por exemplo, o escoamento potencial de um fluido compressivel
mostrado no semi-corpo da figura é representado pela equagao:

* Ele contém regi6es super-sdnicas M>1 e também regides sub-
sdnicas M<1. Note que nas regides onde M>1 a equacgao é
hiperbdlica enquanto que onde M < 1 ela é eliptica.

» Conseqiientemente sera necessario mudar o método de
aproximar, numericamente, as equagdes para adequar a natureza
local do escoamento!
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Sistema de Equacgées

» As equacgoes de transporte freqlientemente sao
empregadas na forma de um sistema ao invés de

isoladamente.

+ A sequir sera apresentado uma classificagao para
um sistema de EDP de 12 ordem com DUAS
variaveis independentes: (x,y) ou (t x).

ou ov ou ov
Ay —+Ap-+By—+Bp—=E

ox ox oy oy

ou ov ou ov
Ay —+Ay —+By —+By —=E
21 5 2 5 21 22 oy 2

* Na forma matricial:

|:A11 A12} . [3“/5"} + |:B11 By,
Ay Ap| [0v/ox| T [By By
—_— —_—

A B

[{&al-Le:

FENOMENOS DE TRANSPORTE — CHEMTECH

Auto Valores, 4

* Os auto valores A que tornam o sistema
homogéneo, definem as caracteristicas:

det/Ady - Bdx|=0

+ onde A = dy/dx ou A = dx/dt se as variaveis
independentes forem (x,y) ou (t,x);

* e A e B sao as matrizes que compoem o sistema

com ‘n’ EDP de 1a ordem

Auto Valores Tipo
n reais e distintos Hiperbdlica
n reais , 1<n <n-1 e ndo ha Parabolica
valores complexos
Se nenhum valor real for obtido Eliptica
Reais e Complexos Misto H/E
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Eq. Onda nao-Linear de 12 Ordem
Eq. Burgers sem viscosidade

ou ou
—t+u—=
ot Ox
« Somente uma equagao. As matrizes contém
somente um elemento: A=1e B =u.

det/dx — udt| = 0 > dx _ u
dt

0

« A EDP é hiperbdlica. A onda se propaga com
velocidade u, que também é uma variavel da
equacao.

+ Ela permite o surgimento de choques: ondas
com vel. propagacao maior alcangam as mais
lentas.

A anélise da Eq. Completa de Burgers leva a matrizes singulares
(determinante nulo) veja Whitham pg. 115 para resolver esta
dificuldade
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Eq. Laplace / Poisson o’ + o’ _ S
ox?  oy?
* Fazendo u = do/dy e v = do/dx

ov Ou
+ — =

— 0
o e [ ABRIE M3
ox Oy
detAd—y B‘=0 d—y=il
dx dx

+ Como os auto-valores sdao complexos, o sistema
é Eliptico!




FENOMENOS DE TRANSPORTE — CHEMTECH

6211 zazll
Eq. Onda 22 Ordem 7 7
ot [5).¢
Fazendo w = c.du/dx e v = du/dt
ov_on ow_ ol ow_ v
ox otox ot oxot ot ox
av_o ow_ oh v _ ow
ot o2 ox  ox? ot ox
1 0 0w -c 0 o0|lw 0
= b Al SRl
A B
detAdX—B‘=0—>dx=ic
dt dt

Como os auto-valores sao reais e distintos, o
sistema é Hiperbdlico! A informagao propaga com
velocidade finita em duas dire¢oes

FENOMENOS DE TRA

Equacées Euler Incompressivel

Trata-se de um sistema misto:
hiperbdlico e eliptico.

(ou  ov
ox 0y
<ua—u+va—u+a—p=0 1 0 0 ~ful [0 1 0 -lu 0
Ox oy 0Ox u 0 1~a—v+v 0 l.aiv =lo
u ol Xipl 0o v of Yp 0
e
ual+vg+6l=0 A B
\_"ox 8y oy
I:>detAdy—B‘=o_>dy=_“ ‘Ly:iﬁ
dx dx v dx




7
2|2

FENOMENOS

Equacées Euler Compressivel, 1D
- gds perfeito & ¢ = (kRT)"?2

ox o0x
1 0 o P u o) 0 p
ou 1a—p=0 0 1 0-2u+0 u 1/p -Eu =
Ox an 0 0 1 ot p 0 pc2 u ox P
0 Ou A B
u® o2 Moy
ox ox
dx dx dx
dt‘A——B‘=0 .
dt dt dt

Auto Valores reais e distintos: sistema hiperbdlico.
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NS incompressivel e permanente, 2D

ou Ov
— 4 — =

0
ox 0y
du odu op 1(o*u o
U—+VvV—=——"+—|—+—
ox 9y  0Ox Relox?  oy?
ov  ov  op 1 (8 v v
U—+V—=——"4+—|—5+—
ox dy Oy Relox® oy?




Formando um Sistema de EDP de 12 ordem

u, v e p sao as variaveis dependentes. As eq. NS sao
reduzidas a um sistema de 12 ordem introduzindo as
variaveis auxiliares: R = dv/dx; S = dv/dy e T = du/dy

ou -1 )
Ox
ou v - 0 As eq. das varidveis
ox Oy auxiliares sdo
_R, 8 - 0 escolhidas de modo a
o o > evitar que as matrizes
s o1 - 0 A ou B sejam
o X singulares (tenham
1oS_ 10T op_ o o determinante nulo).
Redox Redy 0Ox
_1oR 138 +@=HR_VS/
Re 0x Re oy ox

NS, incompressivel e permanente, 2D

 Na forma matricial:

0 0 0 0 0 0 u 1 0 0 0 0 0 u T
1 0 0 0 0 0 v 0 1 0 0 0 (1] v 0
0 0 0 1 0 0 0[R 0 0 -1 0 0 0] 0 |R _ 0
0 0 0 0 1 0o 5|s|[flo o o 1 0 03y |S|[T| o
0 0 0 l/Re 0 1 T 0 0 0 0 - l/Re 0 T uS —vT
0 0 - l/Re 0 0 0 P 0 0 0 - l/Re 0 1 P uR - vS
, . | N |
detA—-B/=0—> —=1.-1
dx dx

* Auto Valores complexos: sistema eliptico.
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Comentarios sobre Comportamento NS

As Eq. NS formam um sistema nao-linear de EDP
22 ordem com 4 variaveis independentes.

* O esquema de classificagcao nao se aplica
‘diretamente’ as Eq. NS.

Entretanto, as Eq. NS possuem muitas das
propriedades de Eq. Eliptica, Parab. e Hiperp.

* Ao invés de classificar as eq. NS como um todo
aponta-se seu carater em cada diregao.
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Comentarios sobre Comportamento NS

» Eliptica no espaco — modelo viscoso,
incompressivel, regime permanente com
recirculacao, i.e. escoamento com diregcao
contraria a dire¢ao principal, requer que a
informagao a montante e a jusante. O dominio
de solucao é fechado mesmo que parte de sua
extensao seja infinita (escoamentos externos).

» Eliptica no espaco e Parabdlica no tempo —
modelo viscoso incompressivel e regime
transiente. Problemas transientes nunca sao
elipticos. Neste caso o esquema do tempo é um
esquema de marcha enquanto que no espaco ele
é elitico.
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Comentarios sobre Comportamento NS

« Parabdlica no espaco — modelo viscoso,
incompressivel, regime permanente porém o
escoamento é caracterizado por uma unica
direcao (one way flows). Neste caso as Eq. NS se
reduzem as Eq. Camada Limite. O dominio é
fechado numa direcao e aberto na outra.

+ Eliptica no espaco — modelo viscoso,
compressivel - sub-sénico e regime permanente.

» Hiperbodlica no espaco e Parabodlica no tempo -
escoamento compressivel supersonico em
regime transiente.

FENOMENOS DE TRANSPORTE — CHEMTECH

Classificagao EDP
Classificagao Classificagao
Fisica Matematica
I
I }
Problema Eliptica
Equilibrio EDP
t 1 )
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Notas Finais Parte Il

+ A diferenga no comportamento da equagoes

deve refletir nos métodos empregados para sua
solucao de forma que eles possam descrever
comportamento fisico das equacgoes que eles
estao resolvendo.

Evidentemente o conjunto completo das Eq. NS
é complexo e pode requerer muito esforgo
computacional.

Entretanto nao sao raras as oportunidades de se
realizar simplificagoes nas Eq. NS de forma que
elas ainda representem um problema fisico
porém com uma significativa simplificagdao no
modelo que ira refletir no método numérico.
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