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Equacdes da Camada Limite Tri-dimensional

Para o0 estudo de escoamentos com camada limite tri-dimensionais, €
conveniente colocar as equagdes da massa e de momento em coordenadas ajustadas ao
corpo. A utilizacdo destas coordenadas permite que se revele onde ocorre 0s maiores
gradientes de velocidades, e de maneira analoga ao caso bi-dimensional, pode-se fazer as
aproximacdes da camada limite.

Considere S a superficie de um corpo s6lido como mostra a Fig. 1. A posi¢éo
de um ponto P no espaco é descrita através da distancia ¢ paralela ao vetor normal a S e do
vetor posigdo r que indica a posi¢do do ponto P' na superficie S.

X

T
Z

|
- — - — Ll

Y R=T(gm)+n(ED

Fig. 1 - Sistema de coordenadas &, n e ¢ ajustados ao corpo.

As coordenadas &, n definem a superficie S através do vetor posicéo r,

r=r(&m)

Entdo um ponto P pode ser definido pelo vetor posicdo R como:

R=r(&n)+¢n(g,n) )
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onde n é o vetor normal a S em P'. Para que as equacdes de conservagao possam ser escritas
em termos das coordenadas & mn e C, é necessario definir os fatores de escala
correspondentes a cada dimens&o que determinardo um comprimento de arco ds:

(ds)’ = hi(dg)" + hi(dn)” +h3(dc)’ @

Sem perda de generalidade, pode-se definir um sistema ortogonal de
coordenadas &, n e € em S de forma que superficies paralelas a S sdo definidas por

€(x,y,z) = constante
Analogamente, pode-se definir duas outras familias de superficies:
€(X,y,z) = constante e n(x,y,z) = constante

tal que as trés familias &, n e  formam uma base tripla ortogonal. A interseccdo da
superficie S ({ = 0) com as superficies que definem & e n determinam as linhas de
curvaturas de S. Além disto, pela definicdo de ¢, que é a distancia real medida ao longo de
uma normal a superficie S ao ponto P, o fator de escala h, associado a ¢ € entdo igual a 1.
Os fatores de escala h, e h,, estdo associados as coordenadas & e n respectivamente. Eles
sdo calculados atraves das expressoes:

hf — % + @ + g
g o o
h; — % + Q + @
on on on

As equacOes paramétricas para as coordenadas X, y € z em termos das variaveis &, n e ¢
podem ser obtidas diretamente da Eq. (1), decompondo-se o vetor posi¢do R nas dire¢des X,
y e z.. Desta maneira pode-se definir as relacdes para x e y como:

X= FX(C’T])'I'C.GX(C!T])
y=F,(&m)+eG, (&)

@)

(4)

onde Fx e Fy referem-se a funcdes que descrevem as projecOes do vetor posicao r nas
direcbes x e y respectivamente; similarmente, Gx e Gy a funcBes que descrevem as
projecBes da normal a S no ponto P' definido por r(§,n). Substituindo-se Eq. (4) em Eq. (3)
encontra-se que a forma funcional esperada para os fatores h, e h, de escala é:

h1,2 - F(iin)JFC‘ G(é!n)
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A equacgdo da conservacdo da massa para um fluido incompressivel, para o
sistema ortogonal de coordenadas fica sendo:

.o 1|0 0 0
divV=——| L (hu)+-L(hv)+<(hhw)|=0

onde hl, h2, h3 e u, v, w sdo os fatores de escala e as respectivas velocidades associadas
as direcoes &, 1, C, respectivamente.

Havendo uma camada limite em S, entdo £ e w sdo pequenos e a derivada de w
com relacdo a ¢ é grande comparada com as derivadas relacionadas com as direcoes & e 1.
Além disto, considerando-se que a superficie S apresente uma curvatura suave, os fatores
de escala h, e h, séo de ordem de grandeza unitaria, h, e h, = O(1). Definindo-se um
comprimento caracteristico L para as dimensdes & e n e & (espessura da camada limite)
para a dimensdo C, encontra-se, a partir da Eq. (6), que a ordem de grandeza da velocidade

)

onde U, é a velocidade caracteristica do escoamento externo. Analogamente ao caso bi-
dimensional, esta ordem de magnitude da velocidade w sera usada na equagdo do momento
para se determinar os termos significativos na aproximacgdo da camada limite.

A equacdo do momento requer uma maior elaboracdo dos termos. Como a
expansdo de todos os termos envolvidos na equagcdo do momento para um sistema
ortogonal de coordenadas é excessivamente longa, serdo apresentados as expansdes
parciais respectivas aos termos de: aceleragdo (oV/ot+ VeVV ), pressdao (1/pVP)e
viscosos (v[V(VeV) - Vx(VxV)] ), levando-se em conta que h, = 1.

As componentes de aceleragéo séo:

: Du oh , oh oh
(dirf)=» —+uv—=—-—-VvV —2—4+wu—-
Dt hhdon  hhot  hog
. Dv , éh oh oh
(dirm) = —-u"—— 2 WV —2
Dt hhon — hhoe — hoC
(dir.{)= bW _ on__ V? on,
Dt  hot  hoc
0 0 0 0

onde E =—+U +V +W
Dt ot h,0¢ h,om oC

(")
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Considerando mais uma vez que h = O(1), £ e n = O(L), £ =~ O(3); u = v =~ U,, temos entéo
que a ordem de grandeza dos termos envolvidos no operador D/Dt ~ (U,/L) para as
direcbes & e m, enquanto que para a direcdo ¢, D/Dt = (8/L)(U,/L). Entretanto os termos
inerciais também estdo associados a produtos da velocidade com as derivadas de h. Pode-
se mostrar que as derivadas de h estdo relacionadas com a curvatura k da superficie de
acordo com as relagdes (Howarth 1951, Morse and Feshbach 1953):

__ 1 oy
*" hh, o
K é:_ia_hl (8)
B h1h2 on
. __Loh 1 6h,
=T e e T T
, OC ,

Onde o primeiro indice refere-se a superficie e o segundo a dire¢do do pardmetro onde esta
havendo a variagdo. Por exemplo: ké,n refere-se a curvatura da superficie definida por § =
constante na direcdo da coordenada m ou seja, na curva { = constante na superficie & =
constante, analogamente, knyi é a curvatura da superficie n = constante na direcdo de & e
finalmente, kgg} e kC,n referen-se a curvatura da superficie ¢ = constante nas direcdes de &
e 1 crescentes, respectivamente.

Enquanto que h ~ O(1), ndo se pode, a priori, dizer o0 mesmo sobre suas
derivadas. A ordem de magnitude destas derivadas estd intimamente relacionada com a
curvatura e, consequentemente, com forma especifica da superficie S. Portanto a ordem de
magnitude dos termos inerciais, associados aos efeitos de curvatura s6 podem ser
determinadas tratando-se dos casos individualmente.

Relativo as componentes de pressao :

. 1 6P
dir. =
(dir.g) = Y
. 1 opP
dir. = 7 9
(dir.m)= phan 9)
1 oP
d
(dir.g)= Y

e, finalmente, as componentes da tenséo :

(dir.g)= {jg[hllhz(aag(h u)+ aa(hlv)+;;(hlhzw)j:{;][hi(;ﬁ(th)—:n(hlu) )_;(E[;(hlu)_i(w)jﬂ}
a|fo 0 0 :a h,( o d a(h, 8
{ac[(aa“‘ o ag“““zv”ﬂ Ar -2 S Gw-2o0))

(dir.g)=
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(10)
Levando-se em conta as escalas caracteristicas da camada limite, pode-se chegar, por
inspec¢do na Eqg. (10), que os termos dominantes das forgas viscosas séo:

= 3w -2

0
: o(h( 0 U
(dlrn):hla—g(h—l E(hZV))j ~ O( 802\/) (11)
v

Agrupando-se as equagdes (7), (9) e (11), chega-se a equagdo da conservagdo do momento
da camada limite, que, em termos das direcOes &, n e C fica sendo:

] Du oh oh oh 1 oP v O0fh,( 0

dir.{)=> —+uv L _y? Z_ 4 wyu—=~=-= + ——| =2 —(h,u

( a) Dt h,h,on h,h,0¢ h,oC phog h, Gg(hl( (M ))]
DV 2 ah 2 W ahZ —

(dirm)=> ——u"———+wu N, gy Mo 1P VO ﬁ(hzv)
Dt~ hhon  hhag h,6C  ph,on h oC\ h,\ &C

(dir.f)= +u? on, +V? on, 1P
hot — h,oC phoC

(12)

O gradiente de pressdo na Eq. (12) é obtido, de maneira andloga ao escoamento
bi-dimensional, do campo de escoamento externo a camada limite dado pela equagéo de
Euler. Como no processo da camada limite 8/L — 0, o campo de velocidades externo é
avaliado na superficie S e apresenta duas componentes de velocidade: Uy (&) e V(§1),

LoP _ U, U, U,y h e ol
phoe ot hoe °h,on hhon ° hh,oe
LoP _ o, oV, .. oh oh,

+ U, +V0 — Y + VY,
phon ot °hdg  °heon ° hhon h.h, o€

172

(13)
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O conjunto de equacgdes (6), (12) e (13) descrevem as equacbes da camada
limite tri-dimensional que esta sujeito as condi¢Bes de contorno que passam agora a ser
discutidas:

Né&o deslizamento: =0 = u(§, n,0,t)=0; v(§ n,0t)=0
w(&, n,0,t) =0 sem injecdo ou succdo de massa
W(E, n,0,t) = £ wg com injecdo (+) ou succdo de massa (-)

Condicdo Inicial: t=0 = u, Vv, w, Uge Vg séo conhecidos em todo campo parat =0

Condiciode  £=& = Uu(&y, MpGil) = f(G1); V(& o,Cit) = 9(C.1); e gsdo
Entrada n=n, conhecidasem &, , 1,

Casamento com
Escoamento oo = U, o) =Ug; V(E, no,ot) =V,
Externo

Para iniciar a anélise dos fendmenos em camada limite tri-dimensional, resta
ainda mostrar a forma da tensdo de cisalhamento no sistema ortogonal de coordenadas.
Para um fluido incompressivel, a tensdo é proporcional a parte simétrica do tensor das
deformacdes:

T, =2uS,,; S, = parte simétrica (V V)
Considerando-se as aproximacdes de ordem de magnitude da camada limite, a tenséo de
cisalhamento na direcdo & e n se reduz a:

T, = hil
=~ e,

o[V
chn = thg_(; h—

Verificando-se para as equacdes (6), (12) e (13) que séo trés equacbes com trés
incégnitas, u, v e w, conjuntamente com suas condi¢cGes de contorno, pode-se tirar as
seguintes conclusoes:

1. Camada limite tri-dimensional é consideravelmente mais complexa que a bi-
dimensional.

2. Até que sejam especificados os fatores de escala h: e hz, particulares a superficie em
estudo, muito pouco pode ser dito a respeito das equacgoes.
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3. As relacdes para determinacdo do gradiente de pressdo, baseados na solugdo da
equacao de Euler para o escoamento externo, sao também complexas, o que faz com
que frequentemente ndo seja possivel se ter uma forma analitica para o campo de
velocidades externo. Um agravante existe se houver separacdo. O fenébmeno de
separacdo apresenta a forte tendéncia de alterar o escoamento externo de maneira que
a aproximacéo do escoamento externo por uma solucdo da equacéo de Euler pode ndo
ser valida.

4. Uma das etapas mais importantes da analise consiste em uma escolha adequada das
coordenadas de maneira que os fatores de escala resultantes, h: e h2 , simplifiquem as
equac0es e as condicOes de contorno (Moore 1964).
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Escoamento Axi-Simetrico com 3 ( r,

As equacOes da conservacdo da massa e momento, Egs. (6) e (12), quando
aplicadas ao escoamento axi-simétrico gerado por um corpo de revolucdo podem ser
simplificadas devido a simplicidade de seus fatores de escala. Considere um corpo de
revolugdo como mostrado na Fig. 2. A origem do sistema de coordenadas curvilineas
ortogonal esta no ponto O da figura. O eixo z € o eixo de revolugdo e r,(x) é a distancia do
eixo z a superficie S. As coordenadas x e 6 sdo tomadas na superficie S; x é a distancia de
um ponto da superficie ao ponto O e 6 indica a posi¢do angular. A coordenada y € a
distancia normal da superficie S a um ponto genéricio no campo de escoamento.

Fig. 2 - Sistema de coordenadas para um escoamento axi-simétrico através de um corpo de
revolugéo.

A escolha deste sistema de coordenadas (x,0,z) deve-se a Mangler (1945). Os fatores de
escala associados as direc¢Oes x,0,z sdo respectivamente:

h, =[1+yek]
h, :[ro(x) +yocos(oc)] (14)
h, =[1]
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onde Kk é a curvatura da superficie S e a é 0 angulo que a normal de S faz com a normal do
eixo z. Fazendo-se uma analise da ordem de grandeza dos termos envolvidos em h, e h,,
encontra-se que para h:

h, = (1+ O(kd))

mas 6 = L Re,¥2 onde L é uma dimensdo caracteristica do corpo medida ao longo da
direcdo x, portanto

h, = (1+ O(KL Re 12))

Desde que k (( Re ¥2/L, entdo:

1

h, = 1

0 que € bastante plausivel pois a curvatura de corpos de revolucdo é bastante suave. De
maneira similar para h, encontra-se:

h, = (r, + 3)

pois cos(a) = 1. Desde que 3 ((r, ou r, ))L Re 2 entdo:

Sob estas consideracdes de ordem de magnitude, o conjunto de fatores de escala definidos
na Eq. (14) fica sendo:

h, =[1]
h, =[r,(x)] (15)
h,= [1]

Substituindo-se Eq. (15) nas Egs. (6) e (12) encontra-se para as equagdes da conservacao da
massa e momento para uma camada limite axi-simétrica quando & (( r,

(cons. massa) = a—ax[ro(x)o u]+%[ro(x)ov] =0

(Momento)
- ou ou ou w'oar, 1oP  du
(dirx)= —4+Uu—+V———2=—-"""1v
ot OX ay I’O OX an ayz

10
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OW oW oW uwor, 0w
+tU—+V—+——L=v

OX oy 1, OX oy’

(dir.y) = %on (16)

(dir.0) =

E interessante observar que na equagdo da conservagdo da massa aparece o fator ry(x)
multiplicando a velocidade. Este fator surge como uma consequéncia do escoamento ser tri-
dimensional, e a ele se deve o efeito chamado de divergéncia. Isto €, a geometria axi-
simétrica causa um estiramento ou contracdo na largura dos tubos de corrente que resulta
em um afinamento ou espessamento da camada limite. Deve-se lembrar que,
diferentemente de escoamentos bi-dimensionais onde a largura dos tubos de correntes é
constante, em escoamentos tri-dimensionais axi-simétricos, a introducdo da terceira
dimens&o proporciona um grau de liberdade a mais no sistema permitindo que a largura dos
tubos de corrente ndo seja constante.

Na extremidade da camada limite, a velocidade da corrente livre Uy(x) e a velocidade de
rotacdo W,(X) estéo relacionadas, através da equacdo de Euler Eqg. (13), com o gradiente de
pressdo na camada limite:

Uy, Yy Wy or,_ 10P
ot "ox 1 ox  pox
oW,

U 8W0+UOWO%:O
OX

0

ot ) r

0

(17)

As condicdes de contorno aplicéveis as equacdes (16) séo:

Na parede,y =0
u=0
v =0ou * v, (succdo ou injecdo de massa)
w = 0 ou r,Q(t) (superficie com rotacéo Q(t) no eixo revolugao)

Fora da Camada Limite, y — o

u — Uy(x,t)

w — W, (X,t)

a condicdo de contorno em v foi perdida porque a equacdo do
momento em y é de ordem de magnitude inferior, ndo considerada na
andlise.

11
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A Transformacédo de Mangler

Considerando-se um escoamento incompressivel axi-simétrico em regime
permanente e sem rotacdo, as equacdes da camada limite neste caso ficam sendo:

SlE00sul L 09ev]=0 a9

ou ou oy, Ju
u—+v—-=uU + v (19)

ox oy °‘ox oy

onde na Eg. (19) o gradiente de pressdo foi substituido pelo termo equivalente da
velocidade externa a camada limite. E interessante notar a similaridade deste conjunto de
equacdes com as equacOes da camada limite bi-dimensional. O fator que diferencia estas
equacdes e ry(x) que multiplica os termos de velocidade na equagéo da conservagdo da
massa, € ele é o responsavel por introduzir o efeito de divergéncia no escoamento.

Ao invés de estudar as solucdes destas equacgdes, Mangler em 1945, prop6s
uma transformacdo de variaveis (provavelmente baseada em argumentos dimensionais),
que reduz estas equacdes a um sistema de equagdes equivalente ao caso bi-dimensional.

As Egs. (18) e (19) sdo transformadas introduzindo-se novas variaveis
dependentes e independentes definidas por:

1%, ry
X'=—|r" (x)dx, ‘==
Lz'([ 0( ) y L
U=, v':E[v+ﬂ%} U,'(x) = U, (%)
I r, dx

onde L é um comprimento de referéncia (constante) e pode ser escolhido arbitrariamente.
Antes de substituir estas relacdes nas Eqs (18) e (19) é necessario definir as derivadas em
termos das novas variaveis independentes x' e y'. Do célculo diferencial de multiplas
variaveis pode-se mostrar que:

o()_ax o) oy, o)
oX ox ox' ox oy
o), ydr o)
oy’

2 ox' rodx
)_ox o) oy o)
oy oy

o
oy

2
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A substituicdo destas varidveis de transformacdo nas Eqs (18) e (19) leva a:

o , O
—u'+—Vv'=0 (20)
ox' oy'
ou'ou' oJ, o
u—+v'—=U Y (21)

As condigdes de contorno para u' e V', para uma parede impermeéavel, sdo: paray' =0; u' =
vVi=0;, e para y—>ow, U->U,

Através da transformacdo de Mangler é estabelecido uma correspondéncia
formal entre escoamentos de camada limite axi-simétricos e bi-dimensionais. Notar que
(x,y,u',v') representam, genuinamente, um escoamento em um corpo bi-dimensional
ficticio definido pelas transformacgdes. Ha somente uma equivaléncia matematica através da
transformacdo. A grande vantagem da transformacdo de Mangler é que ela coloca a
disposicdo uma variedade de métodos aplicaveis para escoamentos bi-dimensionais para
uso em escoamentos axi-simétricos.

Solugdes por Similaridade Utilizando a Transformacéo de Mangler:

Pela correspondéncia direta com escoamentos bi-dimensionais, escoamentos
axi-simétricos devem apresentar solugdes similares quando a velocidade externa, U,(x) for
proporcional a uma poténcia de X,

U,(x) = Kx"

Escoamentos potenciais axi-simétricos proporcionais a uma poténcia de X ocorrem em
superficies conicas cujo semi-angulo interno ¢ é dado pela tabela 1:

m ¢ (graus) m ¢ (graus)
0.00 0.00 1.20 97.01
0.05 19.10 1.40 102.99
0.10 27.73 1.60 108.12
0.15 34.52 1.80 112.61
0.20 40.33 2.00 116.58
0.30 50.11 2.50 124.60
0.40 58.22 3.00 130.89
0.50 65.20 4.00 139.90
0.60 71.31 5.00 146.12
0.70 76.84 6.00 150.71

13
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0.80 81.60 7.00 154.12
0.90 86.00 8.00 156.86
1.00 90.00 9.00 159.70

Tabela 1 - Correspondéncia entre o pardmetro de velocidade m e o semi-angulo ¢ de um
cone

Fig. 2 - Superficie conica com semi-angulo ¢ com solucao por similaridade utilizando-se a
transformacdo de Mangler

Nota-se pela tabela 1 que a relacdo entre o pardmetro m e o angulo ¢ néo é simples como a
encontrada no caso bi-dimensional para escoamentos em cunhas; 6 = 2x/(m+1). Para o
cone com semi-angulo ¢, ro = xsin(¢), a transformacdo de Mangler conduz a: X'
= (x3sin2$)/3L2 = Kx3. Entdo x13 = X, e desde que Uo ~ x™ para 0 cone, Uo' = Xx™3 para o

escoamento bi-dimensional equivalente. O que vale a dizer que:

m — m?:fD
2-D
3

onde m, , é o parametro de velocidade para um escoamento axi-simétrico em um cone com
angulo de ataque nulo e m,, é o parametro equivalente para um escoamento bi-
dimensional. Além disto, substituindo-se esta relacdo na definicdo do parametro B da
solucdo de Falkner-Skan encontra-se que:

Bcone = 2m2_D = 2m3_D

m,,+1 m, +3

14
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A equacdo de Falkner-Skan fica sendo:

F+FF'+p,, (1-F?) =0

cone

com condicdes de contorno:
F0)=0; F(@©)=0 e F(o)=1

e, as variaveis de similaridade, expressas tanto utilizando-se as variaveis fisicas do
problema (x,y) como utilizando-se as variaveis de Mangler (x',y"), estdo na tabela 2.

Variaveis Fisicas do Problema (x,y) Variaveis de Mangler (x',y")
1/3
1 L2 )
X:(:iri(b] X,_x33|n2<|)
3L’
_yl Lt i (xsin¢)
Y=Y x3sing y'= (XSOl
L
U, (%) = Kx™ Uy () =K (x)"™
(my, +3)U,(x) o \/ Uo (X)
T]Zy\/ X n=y (mzo +1) 2ux’
u U
u. =F(n) U, F'(n’)

0

Tab. 2 - Relagdes entre as variaveis fisicas do problema e as variaveis de Mangler

Exemplo: Escoamento em um Ponto de Estagnacdo Axi-Simétrico

O escoamento na vizinhanga de um ponto de estagnagdo axi-simétrico €
descrito, esquematicamente, na Fig. 3. A direcdo y ¢ a direcdo normal a superficie e x é a
distancia radial do centro da superficie.

15
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Fig. 3 - Ponto de estagnacdo Axi-Simétrico

A superficie apresenta um semi-angulo ¢ = 90 e, de acordo com a Tab. 1, o coeficiente m,
=1 e avelocidade U, fica sendo proporcional a:

U,(x) = Kx

Substituindo-se os valores de ¢ e m na tabela 2, encontra-se:

Variaveis Fisicas do Problema (x,y)

Variaveis de Mangler (x',y")

x = (x'312)" X'=x*/312
B ' L 1/3 ' (X)y
v=y( ) y=10
U, (x) = Kx' U (x) = Kx*?
_ 2U0(X) _ 2 Uo(xl)
T TN W

16
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Utilizando-se a transformacdo de Mangler, o escoamento axi-simétrico reduz-se a um
problema bi-dimensional dado pela equacéo de Falkner-Skan:

F"+FF"+B(1-F2) =0; ondep=1/2
sujeito as condi¢des de contorno:
F(0)=0;F(0)=0eF'(0)=1

A solucdo numérica do escoamento na vizinhanca de um ponto de estagnacgao axi-simétrico
é mostrada na Fig. 4, onde:

u :
UOZF(H)

Vi My +1 F+m2D_1n'F'

U, +2Re, m,p +1

1
T (m,, +1)Re
— 2D X ° Fll
(LU, /) 2
2.00 —
//

- F= v )/

1.60 — /
/
1.20 —, /
\\ /// Eau

4 . F':1 )/ /o eoen R
0.80 — \ Py

- /X\ ,/ ——  Axi-Simétrico

// N S Bi-Dimensional
040~
/ / AN
// /// T -

0.00 — | T | — 1 T I

0.00 1.00 2.00 3.00 4.00

n

Fig. 4 Solugdo numérica para 0 escoamento na vizinhanga de um ponto de estagnacao: axi-
simétrico e bi-dimensional.
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Por motivos de comparagdo, os resultados numeéricos do escoamento na vizinhanga de um
ponto de estagnacdo bi-dimensional também sdo apresentados na Fig. 4. Nota-se que a
velocidade u do caso axi-simeétrico € sempre menor para o caso bi-dimensional. Isto deve-
se ao efeito de divergéncia, enquanto que no caso bi-dimensional os tubos de corrente sdo
definidos por planos paralelos, no caso axi-simétrico, eles sdo definidos por planos
divergentes, como mostra a Fig. 5

Fig. 5 - llustracdo do efeito de divergéncia. (a) tubo de corrente para escoamento axi-
simétrico (b) tubo de corrente para escoamento bi-dimensional.

Como consequéncia do efeito de divergéncia, a tensdo de cisalhamento na
parede para 0 caso axi-simétrico € menor que a do caso bi-dimensional; e a espessura da
camada limite, 5, estimada pelo valor de n onde u/U, = 99%, é maior para 0 escoamento
axi-simetrico do que para o caso bi-dimensional. O valor de & para 0s casos axi-simetrico e
bi-dimensional sdo respectivamente:

8, =2.75

x| <

8,, =2.40

X<
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O Atomizador de Taylor

Até o momento analizou-se escoamento axi-simétricos, onde & ({ r,, e com
escoamento externo ausente de movimento de rotacdo, W,(x) = 0. Uma aplicacdo de
escoamentos axi-simétricos com rotacdo pode ser encontrada em atomizadores ou
separadores ciclonicos. O desenvolvimento desta aplicagcdo deve-se a Sir Geoffrey Taylor
(1950). Este problema desenvolvido por Taylor ilustra o comportamento de uma camada
limite axi-simetrica, onde & (( r,, que ocorre quando 0 escoamento externo é do tipo vortice
livre, vy =T'/r

O atomizador consiste de um bocal cbdnico, convergente e ndo rotativo,
conforme Fig. 7. O fluido que entra pela se¢cdo maior do bocal possui um forte movimento
de rotacdo que tende a promover a dispersdo do jato necessaria para um processo de
atomizagdo ou necessaria para promover a separagao entre uma fase gasosa e sélida quando
aplicado em ciclones de separacdo. Taylor representou o bocal como um tronco de sec¢éo
conica e assumiu que o comportamento do fluido externo a camada limite é representado
por uma solucdo cléassica de vortice livre. O movimento axial que € superposto ao
movimento de rotacdo é considerado pequeno suficiente que pode ser desprezado.

i

!

Orificio de
Descarga

Orificio de
Entrada

Fig. 7 - Atomizador de Taylor

As equacOes da camada limite sdo definidas pela Eg. (16), onde rO(x) = X sing,
que para regime permanente sao reduzidas para:

a—i[u(xsin¢)]+%[v(xsin¢)]=O (21)
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ou ou  w? 1 0P o°u
UtV —— ===t v (22)
oXx oy X pox oy
OW OW Uw O°W
u +V—+ =V

OX oy X oy’

(23)

O campo de velocidades externo a camada limite pode ser modelado por um vortice livre,
onde a velocidade tangencial é inversamente proporcional a distancia do eixo de rotacao,

Wo (X) - L

— 24
2n(xsing) &4

onde T" é a circulagdo. Considerando que o movimento axial do escoamento externo é
desprezivel, U,(x) = 0, da equacdo de Euler, Eqg. (17) obtém-se o gradiente de presséo que
atua na camada limite:

oP W, dr r

> PT ax Pacnsine

OX rodx = 4n’x’sin®¢

0

(25)

Integrando-se Eq. (25) ao longo de x até L, obtém-se a distribuicdo de pressdo na camada
limite:

pl'* L
P(L)-P(X)=—"—— | = -1 26
(L)=P() 87c2LZSin2(|)(X2 ) 20)

Através da Eq. (26), nota-se que a pressao diminui a medida que o escoamento se aproxima
do vértice do cone. Este efeito causa uma aceleracdo no fluido da camada limite que causa
a descarga efetiva do fluido pelo orificio de descarga do atomizador. Como o escoamento
externo a camada limite possui um movimento axial desprezivel, a descarga € resultante do
escoamento da camada limite e representa um efeito tri-dimensional tipico causado pela
rotacdo do fluido na entrada.

Apos substituir-se Eq. (25) na Eq. (22) chega-se as equacOes da camada limite
que governam o0 escoamento no atomizador:

ou ov u
—+—+—=0 (27)
oX oy X
(UL W T o -
oX 0y X 4r’x’sin’g oy’
oW Ow uw  o'w
U—+V—+—=vV (29)
OX oy X oy’
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Para resolver este conjunto de equagfes Taylor usou uma adaptacdo do método
integral de Karman-Pohlhausen (Moore, 1964; Schlichting, 1960). Uma distribui¢do
qualitativa do campo de velocidades é mostrado na Fig. 8.

Fig. 8 - Campo de velocidades no atomizador de Taylor. A area hachurada G, representa a
regido de camada limite.
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Escoamento Axi-Simetricocom 3 ) r,

Até o momento foi visto simplificagcbes nas Equagdes da Camada Limite Tri-
Dimensional, Eqg. (16), aplicaveis a corpos axi-simétricos onde o raio de curvatura
transversa da superficie € muito maior que a espessura da camada limite, isto é; & (( r,.
Entretanto existem muitos outros casos em que esta hipétese ndo é verdadeira. Considere
por exemplo aplicacBes onde se deseja rebocar um longo cabo cilindrico ou o escoamento
na fuselagem de um missil. Nestes casos, a camada limite que se desenvolve sobre a
superficie cilindrica havera de ser, em algum ponto a jusante do corpo, maior que o raio
deste cilindro e ai a hipdtese cessa de ser valida. E importante avaliar quais as mudancas no
escoamento quando d )) r, e como elas devem ser tratadas.

Como ponto de partida, deve-se reavaliar as hipdteses originais relativa a ordem
de magnitude dos fatores de escala h com relacdo a espessura da camada limite &. Para este
proposito, considere uma superficie cilindrica desenvolvivel como mostra a Fig. 9. A
coordenada x foi escolhida de forma a ser paralela a geratriz da superficie, a coordenada y
normal superficie e a coordenada © ao longo da superficie sendo ortogonal a y e X,
conforme mostra a Fig. 9.

Wt

F_i
e
7 vy
e -
L1

Y
5\

i/
S
>

Fig. 9 - Coordenadas e velocidades para o escoamento sobre uma superficie cilindrica.

Os fatores de escala associados as dire¢Ges (x,0,y) sdo dados, respectivamente,

por:
h,=1

h,=1+ky (30)
h, =1

onde k, a curvatura lateral da superficie, ¢ uma funcdo de 6 apenas. Substituindo-se estas
relaces nas Eqgs (6) e (12) e considerando que o0 escoamento externo é uniforme com
velocidade U, paralela a direcdo x e que a velocidade associada a direcdo 6 é nula,
encontra-se as equacdes da conservagao da massa e momento como:
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— A+ ky)u|+—[(A+ky)v|= (31)
2 farkyl+ 2 [ar k=0
au ou o’u k ou
U—+V—=1vV + — (32)
oX oy (1+Kky) oy

Para lidar com as Egs. (31) e (32) é conveniente introduzir as transformacgdes abaixo
relacionadas:

X'= X, y'=[(1+ky)e
0 (33)
u'=u, v'=(1+ky)ev

Substituindo-se Eq. (33) nas Eqg. (31) e (32), encontra-se a equacdo da conservagao da
massa e momento em termos das varaiaveis x',y',u’ e v' em uma forma mais simplificada:

ou’ av
(31a)
ox' ay
u'au'+v'6u' =V a{(l 2ky)6u} (32a)
ox' oy oy oy’

Equacdes (31a) e (32a) sdo as equacdes da camada limite para corpos delgados ( raio de
curvatura transversal menor que espessura da camada limite, r, ( § ). Deve-se destacar que
as Eqgs (31a) e (32a) sdo semelhantes as equacdes do problema de Blasius a exce¢do do
fator 2ky'. E portanto fisicamente esperado que nas regbes proximas da montante da
superficie, onde a camada limite ndo teve tempo suficiente para crescer, isto é, & ( 1/k, a
solucdo do problema deve se aproximar, assintoticamente, da solucdo de Blasius. Por outro
lado, em regiBes da superficie onde & > 1/k, o fator 2ky' deve ser mantido na formulacéo.
Neste caso, 0 problema ndo apresenta solucdo similar, entretanto é conveniente definir duas
novas variaveis independentes, em analogia as solugdes convencionais de camada limite bi-
dimensionais, de modo que elas passam a refletir escalas para as direcdes x e y do

escoamento:
X =4k K; Y:l & (33)
U, 2 \vx'

Reconhecendo que 5(x") (solucdo de Blasius) é:

o=y

a variavel X e proporcional ao produto:
X ~ k-8(x)

23



Camada Limite Tri-Dimensional Prof. Eugénio Spané Rosa

lembrando que k € a curvatura, 1/k € o raio de curvatura, logo X é proporcional a razéo
entre a espessura da camada limite, 5(x’), e o raio de curvatura da superficie. Por sua vez, a
variavel Y € a razdo entre a coordenada y' e a espessura da camada limite 3(x').

1

_ Yy
V= 5(x")

Sem perda de generalidade, pode-se definir uma fungéo corrente ' (x',y') tal que:

' (x,y') = Jvx U F(X,Y) (34)

Note que Eg. (34) automaticamente satisfaz a conservacdo da massa, Eq. (31). O fator
expresso pelo argumento da raiz quadrada ajusta as derivadas parciais de y de tal modo
que ela satisfaca Eq. (31). Ele é semelhante ao fator utilizado por Blasius. A fungdo F(X,Y)
sera definida pela solucdo da equacdo do momento, que é obtida a partir das derivadas
parciais de y' como segue:

u':aLIJ V O.ﬁﬂ_i.ﬁ
oyt oYoy 2 oY

ov_ [1 [, OF OX | OF oY
Vi=— F+./vX
o {2 ) (ax X oY ox H

_(4kv) [Y oF F 6F}
2 XoY 2 oX
as derivadas de ordem superior das velocidades podem ser obtidas através do mesmo
procedimento. Por possuirem diversos termos, que depois de substituidos na equacdo do

momento, Eq. (32), se cancelam elas ndo serdo apresentadas. Apos a substituicdo destes
termos, equacdo do momento, em termos de F e suas derivadas, resulta em:

P xv)a LpOF ([ FOF_F OF ] o
oY> | axaY? oY aYax

sujeito as condi¢des de contorno:

oo B= T oy T
oY oX oY
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O primeiro termo da Eq. (35) refere-se aos termos viscosos; o fator XY que multiplica a
derivada segunda esté associado ao efeito da curvatura transversal do corpo. Os segundo e
terceiro termos referem-se aos termos convectivos, em particular o terceiro termo vem
multiplicado pelo fator X que esta associado ao efeito da curvatura transversal do corpo. O
efeito da curvatura transversal destroi a similaridade da equacgéo e o perfil de velocidades
muda continuamente a medida que o escoamento se desenvolve ao longo da geratriz se
afastando do bordo de ataque. Equacéo (35) e suas condigdes de contorno foram obtidas
pela primeira vez por Seban e Bond (1951). Mais uma vez destaca-se na Eq. (35) sua
semelhanca com a Equacdo de Blasius quando X — 0,

al:+F6F=O; para X— 0
oY®  oY?

Exemplo: Escoamento ao Longo da Geratriz de um Cilindro

O escoamento ao longo da geratriz de um cilindro, veja Fig. 10, foi
originalmente tratado por Seban e Bond (1951). O escoamento externo ao cilindro de raio a
possui velocidade U,. A coordenada paralela a geratriz € x e y € a coordenada normal a
superficie do cilindro.

-

Ug r

Fig. 10 - Escoamento ao longo da geratriz de um cilindro de raio a.

Neste caso particular a forma resultante das Eqgs (31) e (32) é idéntica ao sistema de
coordenadas cilindricas, verifique. Isto de fato ndo é surpresa, por que sendo o cilindro de
curvatura transversal constante 1/a, o raio r e a coordenada y estdo relacionados através:

r= Loy - aq
ky y
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Isto mostra que a camada limite ao longo da superficie da geratriz de um cilindro que
possui uma sec¢do regular, mas de forma arbitraria, se desenvolve exatamente da mesma
forma de um cilindro circular equivalente cujo raio é a = 1/k.

Observando o caracter assintotico da Eq. (35), Seban e Bond propuseram uma
solucdo obtida através do parametro de perturbacdo X. Expandindo a funcdo F em série de
Taylor com relacdo a X na vizinhanca de X = 0, obtém-se:

F(X,Y)=F(Y)+XeF(Y)+X*eF (Y)+0O(X?) (36)
substituindo-se Eq. (36) na Eq. (35) e agrupando-se iguais poténcias de X, obtém-se:

(X°)=F"+FF"=0
Y=0 F(0)=F'(0)=0; Y —> o F'(0)=2 (37a)

(Xl): F1III+F0|:1||_F0|F1I+2FOIIF1+Y.F0|l|+F0|l|:O
Y=0RO=RO=0 Y- e F(=)=0 (370)

(X*)= F'"+FF"2F'F'+FE"F +F"+YeF""

FE"+FEF"+2F"-F'F'=0
Y =0 E(0)=E'(0)=0; Y > E'(0)=0 (37¢)

O conjunto de equagdes (37) é resolvido utilizando-se, por exemplo, uma integracdo por
Runge-Kutta. A Eq. (37a) é obtida primeiramente e na sequéncia sdo obtidas as equagdes
(37b) e (37c). A solucdo apresenta boa concordancia com dados experimentais até X
< 0.16. Esta limitacdo na validade da solucdo é por que foi utilizado uma expansdo de
segunda ordem. Em termos praticos, isto significa que a solugdo representa o escoamento
em cilindros "curtos", onde a razdo entre a espessura da camada limite e o raio do cilindro é
menor que 0.16.
Resolvendo-se Eq. (37), pode-se mostrar que o coeficiente de atrito é:

C =1+0.525¢ X -0.120 & X*

fBLASIUS

onde Cfg, g5 € 0 coeficiente de atrito do escoamento sobre uma placa plana. Note que para
X— 0 Cf/Cf, ,qus tende a um, significando que o efeito da curvatura é desprezivel (este
comportamento j& era previsto pela forma da Eq. (35)). A medida que X aumenta, nota-se
que o coeficiente de atrito local do cilindro torna-se superior ao da placa plana. Esta
tendéncia estd mostrada na Fig. 11. Fisicamente falando, o fato de: Cf/Cf, oqus ) 1 €
esperado se considerar que a difusdo de momento na superficie cilindrica ocorre de maneira
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mais "rapida" que em uma superficie plana por que a area cresce com 0 raio na superficie
cilindrica enquanto que na plana a area é constante com a coordenada normal a esta
superficie.

Estas observacbes podem ser generalizadas no sentido que: superficies
convexas (k ) 0) tendem a aumentar o fator de atrito em relacéo ao valor obtido por
Blasius para a placa plana; o inverso também € verdadeiro, superficies concavas,
(k{0) tendem a diminuir o fator de atrito em relagdo ao valor obtido por Blasius.

1.60 —

1.40 —

Cf
1.20 —

CfBLASIUS

1.00 —

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig. 11 - Coeficiente de atrito para cilindro paralelo a uma corrente uniforme.
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Jato Axi-Simétrico Laminar

Neste topico sera abordado o estudo de um jato laminar formado por um
orificio circular que se mistura com o fluido ambiente. Vale destacar que a relevancia desta
andlise é de caracter didatico por que na maioria dos casos praticos o jato circular é
turbulento. Entretanto, as equacOes resultantes para o caso turbulento s&o idénticas ao
caso laminar.

I

S

A solucgdo para o jato circular laminar é

andloga ao caso bi-dimensional ja

estudado, veja Fig. 12. Serd ressaltado

algumas peculiaridades referentes a

geometria axi-simétrica do escoamento.

A pressdo é considerada constante,

= — como no caso bi-dimensional. O sistema

%_’ de coordenadas adotado serd o

. cilindrico com o eixo x paralelo a

: / //-/; direcdo do jato e o eixo r perpendicular.

As componentes de velocidades serdo u

Flg 12 - Jato circular: linhas de corrente e eve Correspondem as velocidades nas
perfis de velocidade direcdes x e r, respectivamente.

T

A equacéo da conservagao da massa e momento, utilizando as aproximacges da
camada limite, s&o representadas por:

0 0
—(ru)+—(rv)=0 (38)
OX or
ou ou vof ou
U—+V—=——— (39)
oXx o ror\_ or
As condicdes de contorno sao:
r=0 (linha de simetria) : v=0; oulor=0
r=oo > u=0
X=X, : uev satisfeitos por similaridade

Além disto, pelo fato do gradiente de pressdo ser nulo, 0 momento total do fluido deve-se
conservar, isto é:

M = 2np[ u’rdr = const. (40)
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A solucéo por similaridade é procurada fazendo-se:

—[nif(r)’:)()] =F'(n) (41)

Na Eq. (41), descata-se dois pontos: a) a similaridade que se procura é com a
varidvel (ru) e ndo u; b) U(x) ndo é uma velocidade caracteristica, U(x) tem dimensédo de
espago ao quadrado por tempo. Neste sentido a busca por solucdo de similaridade difere,
fundamentalmente do seu analogo bi-dimensional. A razdo por se buscar uma similaridade
do tipo proposto pela Eq. (41) é devido a forma da equacdo da conservacao da massa, Eq.
38, escrita no sistema de coordenadas cilindricas. A variavel de similaridade n é escrita de
forma similar aos casos bi-dimensionais:

n=reh(x) (42)

O parametro U(x) ainda ndo especificado é determinado pela Eq. (40). Substituindo-se Eq.
(42) e (41) na Eq. (40), encontra-se:

“U(x) e F”

M = 2mpf U 02 F ()

0

e dn = const. (43)

Para que Eq. (43) seja satisfeita é necessario que ela seja independente de X, isto é, o
parametro U(x) é uma constante:

U(x) = U = const. (44)

o0 valor da constante U ser& determinado posteriormente com o auxilio da Eg. (43). Com o
uso das Eqs. (41) e (42) pode-se escrever o valor de u e suas derivadas como segue:

(ru)=UeF(n) (452)
% =U % F'(n) (45b)

a velocidade v é obtida da equacao da conservacao da massa, Eq. (38) :

9 U dh
—— Y ((ur)dr=—="2(F—F'
(rv) P~ [ (ur)dr - OIX( n) (45¢)
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A principal razdo de se escolher o produto (ru) ao invés da variavel (u) como parametro de
similaridade, veja Eq. (33), é para poder resolver a integral definida pela Eq. (37e). A
escolha da variavel (u), apenas, na Eq. (33) impossibilita o calculo.

Multiplicando-se ambos os lados da equagdo do momento, Eq. (39), por r e fazendo-se as
substituicGes de seus termos pelas Egs. (45 a - €), encontra-se:

( U dh] d(FF d(.. F
— | —] —||=— —— (46)
vh? dx J| dn\ n dn n
Equacdo (46) é independente de (x) somente se:
1 dh(x) 1

== tant h(x)=— 47
"(x) ox o = constante = h(x) —~ (47)

onde a é uma constante a ser determinada. Substituicdo da Eq. (47) em (46) leva a:

HRIE

(lijzl (49)
va

foi escolhido, arbitrariamente, igual a unidade. A Equacéo (48) foi obtida originalmente
por Schlichting em 1933. Integrando-se duas vezes Eq. (48), (realizando integracdo por
partes onde necessario), chega-se a:

2n95—4F+F2=0 (50)

dn

onde o valor da constante

cuja solucéo é:
2

F( i

S L — 51
W=y 1

que satifaz as condigdes de contorno do problema. Os valores das constantes U e a. podem
agora serem determinados atraves das Egs. (43) e (49), respectivamente em funcdo do

momento total M:
o= iﬂ e U= EM
16 npVv* 16 mp
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As relagdes entre a fungéo F e suas derivadas com o campo de velocidades estdo mostradas
na Tabela 3.

— iﬂ(i) e U= EM (52)
1 16 tpVv: \ X 16 ntp

3 M 2
[ ‘] (53)

v:l 3M1 n—(1/4)n2 (54)
4\m p x|[1+(1/4)7]

Tabela 4 - RelagOes entre F e suas derivadas com o campo de velocidades para um jato
circular em regime laminar.

A Fig. 13 apresenta a distribuicdo de velocidades para um jato circular, de
acordo com a Eq. (53). A abcissa é o valor da varidvel n definida pela Eq. (52) e a
ordenada é a velocidade U* definida por:

u o, 3 M

= 55
" 8mpvX 55

Onde U,, é a velocidade méxima do jato. Ela ocorre na linha de centro (r = 0) devido a
simetria axial do problema.

1.00 —

0.80 —

u*
1

00— 1 T [ T [ T [ T [ T |
0.00 1.00 2.00 3.00 4,00 5.00 6.00 7.00

n
Fig. 13 - Perfil de velocidade axial do jato circular
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Similar ao jato bi-dimensional, o jato circular ndo possui uma escala caracteristica de
velocidade que possa ser determinada a priori no inicio do problema. O decaimento da
velocidade da linha de centro do jato é proporcional a x?, enquanto que para jato bi-
dimensional ele ocorre proporcionalmente a x3. Definindo-se a largura do jato como
sendo o valor onde a razéo u/U,, = 0.01, encontra-se que n = 6. Logo a largura do jato, b é

igual a:
2

b~100./2Y x (56)
M

Nota-se entdo que o jato circular espalha-se diretamente proporcional a x. Em relagdo ao
momento M do jato pode-se afirmar entdo que quanto maior o momento do jato, menor é o
seu espalhamento. Por motivos de comparagédo, o espalhamento no jato bi-dimensional é
proporcional a x22. O fato do jato circular espalhar-se mais rapidamente que o jato bi-
dimensional pode também ser visto como uma manifestacdo do fendmeno de divergéncia
comentado anteriormente.

Outra caracteristica relevante é a vazdo massica através de uma secdo
transversal induzida pelo jato. Ela pode ser calculada através da integral

I’.n=27tp]2(l’U)0dr=8TtpVX (57)

Nota-se que a vazdo massica aumenta linearmente com x e é independente do momento M,
que apenas modifica a largura do jato. Em compara¢do com o caso bi-dimensional existe
uma grande diferenca pois m = (Mx)3.
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Cilindro Inclinado com Relacdo ao Escoamento Externo
Principio da Independéncia

Seré discutida uma classe de escoamentos de camada limite tri-dimensional na
qual as equacdes diferenciais que governam o fendmeno séo separaveis, significando que
duas das velocidades podem ser determinadas de maneira totalmente independente da
terceira. O problema mais representativo desta classe é o caso de superficies com
geometria cilindrica inclinadas com relagdo a corrente livre (yawed cylinders) e foi
desenvolvido pioneiramente por Prandtl em 1946.

Considere uma superficie cilindrica, um aerofélio por exemplo, de
comprimento infinito, que estd inclinado em relacdo a direcdo do escoamento nao
perturbado, veja Fig. 14. O sistema de coordenadas (X,y,z) adotado corresponde,
respectivamente, as dire¢des: ao longo do bordo de ataque - direcéo (x), normal a superficie
- direcdo (y) e ao longo da geratriz - direcdo (z). Como a superficie € infinita, no sentido
que os efeitos das extremidades ndo perturbam o escoamento, nenhuma das varidveis do
problema varia com z. Este fato introduz substanciais simplificacbes nas equacbes da
camada limite que serdo evidenciadas a seguir.

Fig. 14 - Coordenadas e velocidades para uma superficie cilindrica de extensdo infinita
inclinada em relagéo a corrente livre.

A velocidade da corrente livre pode ser decomposta em duas componentes: uma normal a
geratriz da superficie cilindrica, U(x) e outra paralela a superficie cilindrica W(x).
Destaca-se neste ponto que a velocidade externa W é uma funcdo apenas da coordenada
(x) por que a superficie tem simetria cilindrica, isto é: 6W/oz = 0. Fazendo-se as
aproximacOes usuais da camada limite, conclui-se que os termos de atrito sdo
proporcionais somente as derivadas na direcdo (y), enquanto que os termos convectivos
sdo retidos sem simplificagdo. Além disto, para a direcdo (x), pode-se supor que a razao
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entre a espessura da camada limite e o raio de curvatura € muito menor que a unidade de
maneira que a equacdo do momento para esta direcdo pode ser escrita como se fosse para
uma superficie plana. Assim, as equacdes da camada limite para este caso tomam a forma:

ou ov
—+—=0 (58)
oX oy
ou ou du o°u
U—+v—=U—"+v
ox oy dx oy’
OW oW o°W
U—+V—= (60)

=V
OX oy oy’

(59)

sujeito as condi¢des de contorno:
y=0 u=v=w=0; y=0w u=Ue w=W

Observando-se Eq. (58) e (59), nota-se que as velocidades u e v podem ser determinadas
unicamente por este conjunto de equacdes que € idéntico ao caso bi-dimensional estudado.
Por outro lado, a velocidade w é determinada pela Eq. (60) que € uma equacao diferencial
parcial linear em w!. Esta propriedade de separacdo de u e v de w que é denominada de
principio da independéncia.

Pelo principio da independéncia, equacbes (58) e (59) podem ser tratadas como
um caso bi-dimensional cuja superficie é definida pela secdo transversal da superficie
cilindrica. As ferramentas de analise desenvolvidas para casos bi-dimensionais podem aqui
também ser aplicadas. O método de solucdo das Egs. (58) e (59) para superficies cilindricas
cuja forma da secdo transversal ndo permitem solucdo por similaridade, por exemplo:
cilindros, elipses ou aerofolios, podem ser tratados atraves de metodos integrais, expansdes
por séries de poténcias ou métodos numéricos. J& para superficies que permitem solugdo
por similaridade, cunhas com simetria cilindrica, pode-se aplicar a equacdo de Falkner-
Skan.

Uma solugdo para superficies em forma de cunha com simetria cilindrica, veja
Fig. 15, pode ser facilmente desenvolvida. Utilizando-se a variavel de similaridade de
Falkner-Skan,

n= y\/(m +1) Uol), U,(x) = Kx" (61)
2V
que transforma as Egs. (58) e (59) em:
2m
F"+FF'+ —— |(1-F?)=0 62
( — 1)( ) (62)

1

Eqg. (60), por coincidéncia, é similar a equagdo da energia da camada limite se w — T, quando Prandtl do
fluido € unitério e a dissipacédo viscosa é desprezivel
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com as condicdes de contorno:
F(0)=0; F(0)=0 e F'(0)=1

e as velocidades u e v sdo definidas por:

U p( e _ v(m+l)(F+m—1nF,j ©3)

m+1

v
0 U, 2U X

Fig. 15 - Superficie em forma de cunha com simetria cilindrica inclinada em relagdo a
corrente livre.

As solugbes da Eq. (62) sdo os famosos perfis de Falkner-Skan e ndo necessitam serem
calculados mais uma vez nesta etapa. Uma vez determinados u e v a partir dos perfis de
Falkner-Skan, resta agora determinar a velocidade w dada pela Eqg. (60). Como a
velocidade externa, W, , ndo depende das coordenadas (X,y,z) w deve ser uma funcdo de
(x,y) apenas. Assumindo que w possa ser expresso atraves da mesma variavel de
similaridade:

—=0G(n) (64)
a Eq. (60) pode ser transformada em:
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G"+FG=0 (65)
sujeita as condi¢des de contorno:
G(0)=0 e G(x)=1

Como F é uma fungdo conhecida de n, Eq. ( 65) pode ser integrada duas vezes para obter

G(n) como:
{exp(—}Fdn)}dn

e o

Fendmeno de Separacdo em Superficies Cilindricas Inclinadas

O — 3

G(n)= (67)

Uma caracteristica peculiar desta classe de escoamentos é quando ocorre a
separacdo do escoamento. A Fig. 16 ilustra as linhas de corrente para 0 escoamento externo
e a linha de corrente limite (a que ocorre na superficie do corpo). Note que enquanto que a
linha de corrente do escoamento externo descreve um caminho que passa do bordo de
ataque ao bordo de fuga da superficie, a linha de corrente limite € desviada de maneira
assintotica para a linha de separacdo que por sua vez é paralela as linhas isobéricas do
corpo.

Este fendbmeno ocorre devido ao principio da independéncia. A velocidade u,
sendo incapaz de negociar com o gradiente de pressdo adverso cessa de ocorrer na linha de
separacdo. Por outro lado a velocidade w, que é independente da velocidade u e v, existe e
é diferente de zero na linha de separacdo. Esta caracteristica € exclusiva a escoamentos tri-
dimensionais, porque o escoamento proximo da superficie toma a direcdo das linhas
isobaricas na linha de separacdo, ao invés de descolar da superficie como ocorre com
fendmenos de separacdo bi-dimensionais.
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linha de corrente -
lirrte

linha de
separacio
-

-
s

Fig. 16 - Representacdo esquematica da linha de corrente do escoamento externo e linha de
corrente limite para um escoamento com separacdo sobre uma superficie cilindrica com
inclinacéo.

Este fendmeno ¢é relevante no projeto de aerofélios que operam com um angulo
de inclinacdo em relagdo a corrente livre. A ocorréncia de separagdo causa uma substancial
mudanca no padrdo do escoamento e consequentemente na forca de sustentacdo do corpo.
Uma visualizagdo das linhas de corrente limite é realizada através da identificacdo pelo
escoamento de gotas de dleo na superficie de uma asa (Visualized Flow 1988). O controle
parcial da separacdo pode ser realizado através da utilizacdo de "cercas aerodinamicas” que
impedem parcialmente o escoamento do fluido ao longo da geratriz da superficie.
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Disco Rotativo de Von-Karman

Talvez o primeiro estudo envolvendo escoamentos secundarios em fluxos tri-
dimensionais foi realizado por Von-Karméan em 1921. O assunto abordado foi relativo a
inducdo de velocidades por um disco em rotacdo em um meio infinito e estacionario. Este
trabalho pioneiro de Von-Karman abriu fronteiras para uma série de estudos no que se
chama hoje de escoamentos rotativos ou "swirling flows", com aplicacdes em diversas
areas entre elas: turboméaquinas, crescimento de cristais, transferéncia de calor em
equipamentos eletronicos, dispositivos cirdrgicos de assisténcia circulatoria, lubrificacéo
entre outras.

Deve-se destacar que a solugdo de Von-Karman é uma das poucas solugdes
exatas das equacdes de Navier-Stokes que se tem conhecimento. Entretanto sua solucdo
também apresenta um carater das aproximacdes de camada limite quando a rotacdo do
disco ¢ elevada e portanto serve também para ilustrar os conceitos de camada limite2.

Considere um sistema fixo3 de coordenadas cilindricas (r,0,z) e imagine que
uma superficie, de extensdo infinita, e paralela ao plano z = 0, est& girando com velocidade
® com relacdo ao eixo r = 0, conforme mostra Fig. 17. As velocidades associadas as
direcoes (r,0,z) sdo, respectivamente, (u,v,w).

Fig. 17 - Sistema de coordenadas para o disco em rotacédo

2
O mesmo ocorre para 0 escoamento na vizinhanga de um ponto de estagnagdo bi-dimensional (escoamento de
Hiemenz). Neste caso a espessura da camada limite é constante e proporcional a & = Vv/K.

3
A escolha de um sistema de coordenadas fixas ndo-rotativas elimina a necessidade de se introduzir os termos
relativos a forca de Coriolis nas equagdes do momento.
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Neste problema a forga motriz do escoamento € o torque externo aplicado ao
disco. Este torque, necessario para manter o0 movimento de rotacdo do disco, € resistido
pela forca viscosa do fluido que estd acima do disco. E através da viscosidade que as
camadas de fluido sdo postas em movimento. Pela condi¢do de ndo deslizamento, as
camadas de fluido adjacentes ao disco possuem velocidade or e este movimento é
transmitido as camadas superiores atraves da difusdo de momento (ou vorticidade) via
viscosidade do fluido e transportado radialmente pelos termos inerciais, entre eles a forca
centrifuga. Um movimento do fluido préximo ao disco exatamente circular ndo € possivel,
desde que ndo ha imposto nenhum gradiente de pressdo radial em dire¢do ao centro do
disco, e portanto, o fluido préximo ao disco descreve uma trajetoria espiral. Este
movimento radial do fluido proximo ao disco deve ser acompanhado por um movimento
axial em direcdo ao disco de maneira que o balango de massa seja conservado. A existéncia
deste fluxo axial previne que o momento (ou vorticidade) seja transportado via difuséo por
todo o campo do escoamento. As forcas no fluido induzidas pela rotagdo do disco
produzem um campo de velocidades tri-dimensional, veja Fig. 18, e fazem com que o disco
haja como uma bomba centrifuga, projetando fluido na direcdo radial e succionando fluido
em sua direcdo axial.

Verrar
]

By 1
""lnmumumnnmmll!“““'I

Fig. 18 - Escoamento laminar na vizinhanca de um disco em rotacao: a) linhas de corrente,
b) componentes de velocidade.

Nas equagOes de conservacdo todas as trés componentes de velocidade devem
ser mantidas, entretanto, devido a simetria azimutal, elas sdo independentes de 6 assim
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como a pressao p. Nestas condi¢des, as equacles da conservacdo da massa e do momento
para as direcdes (r,0,z) sdo, respectivamente:

10 ow
=—(ru)+—=0 (68)
ror 0z
ou ou Vv 10op o’'u 1du oJu u
U—+W———=———+ et (69)
or oz r p or o’ ror 0z° r’
ov oV VU v 1lov o°v v
U—4+W—+—=V —+-—+——— (69)
or oz r (8# ror 0z rzj
ow ow  1op (82w 10w azwj
Ui W = — =2y +-—+ (71)
or 0z p 0z o’ ror 07

O sistema de equagdes (68) a (71) é, por simples inspecdo, complexo o suficiente para que
mesmo se tente uma solucdo numérica. Todavia Von Ké&rman, em 1921, foi capaz de
deduzir uma solucdo apropriada para este sistema notanto uma dependéncia linear das
velocidades u e v na distancia radial r em analogia a dependéncia da velocidade na parede
do disco. De tal maneira que, o sistema de equacgdes (68) a (71) e suas condigOes de
contorno apropriadas (que serdo discutidas em breve), permitem uma solucdo tal que u/r,
v/r e w sejam fungéo da coordenada z apenas.

Antes de apresentar a anélise, deve-se também destacar o comportamento do
gradiente de presséo nas direcoes z e r. Pelo efeito de bombeamento produzido pela rotacéo
do disco, é esperado que se tenha um gradiente de pressdo negativo na dire¢do z.
Entretanto, na direcdo r, pelo fato do disco ser infinito e o fluido néo ser contido pelas
paredes de um reservatorio, ndo ha maneira de que se imponha um gradiente de presséo na
direcéo radial. Deste modo espera-se que op/or = 0 e, consequentemente, p = p(z).

Para reduzir as equagdes (68) a (71) a um sistema de equacdes diferenciais
ordinarias é necessario ainda que sejam definidas velocidades e dimensdes caracteristicas
para o problema. Pela agdo de bombeamento que a rotagdo disco produz é plausivel se
supor que uma escala que expresse a ordem de magnitude da velocidade radial u seja a
mesma da velocidade tangencial. Definindo uma dimenséo radial caracteristica R,

u~O(wR) e v=O(nR) (72)
Resta ainda definir uma dimensdo caracteristica para a dire¢do z. Fazendo-se um balango

de forcas em um elemento de fluido no disco, como mostra a Fig. 19, nota-se que, de
maneira simplificada as forcas principais que atuam sdo a forca centrifuga que tende a

4

A capacidade para se poder chegar a esta analogia, que de modo algum é obvia, deve-se a intui¢do da fisica
do problema que Von Karman possuia e que o coloca entre os grandes nomes na area de Mecanica dos
Fluidos deste século.
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impelir o elemento na direcdo radial (ndo h& gradiente de pressdo na direcdo radial) e a
forca viscosa que tende a se opor ao movimento:

F Centrifiga = ,o(mR}z

E
e

F. Viscosa =~ p (wEk)

Fig. 19 - Balango de forcas num elemento de fluido a uma distancia & do disco.

(oR) N (oR)

5 PR

w

de onde se conclui que uma escala caracteristica para a direcdo z é:

O~ A (73)
()

Esta escala mostra que a distancia com que o momento (ou vorticidade) penetra no fluido ¢
proporcional a raiz quadrada da razdo entre a viscosidade cinematica e a rotacdo 5. Ou seja,
para uma mesma rotacdo quanto maior for a viscosidade do fluido maior é a camada de
fluido acima dele que sera afetada pelo seu movimento. Esta escala é fundamental para
superficies que descrevem movimentos rotativos e deve-se destacar o caracter distinto que
apresenta a espessura de penetracdo contrapondo-se aos resultados obtidos da camada
limite produzida por um escoamento externo onde se viu que:

5

Esta espessura de penetracdo de momento é 0 mesmo que a espessura da camada limite. Ela delimita uma
regido onde os efeitos viscosos estdo confinados. Em particular, o resultado da Eq. (73) mostra que ela é uma
constante, independente de r. VVale destacar que 0 mesmo ocorre para 0 escoamento de Hiemenz. Isto mostra
que os efeitos de difusdo e de conveccéo se balanceiam de maneira que a 8 permanece constante
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so b
JRe

Uma vez definido um comprimento caracteristico para a coordenada z, pode-se definir uma
varidvel adimensional z* tal que ©:

z
Z* = (74)

Vo

Pela hipotese de dependéncia linear de u e v com r, as velocidades podem ser escritas em
funcdo de z* como:

== F(z¥) (75)
or
= =6(z4 (76)
or

A velocidade axial descendente, w, ndo depende de r, mas a partir de uma analise de
ordem de magnitude dos termos da equacdo da conservacdao da massa, Eq.(68), pode-se
chegar a:

W~ O(®d) = O(«/o)v) (77)
e definir a velocidade w como:
w
=—H(z* 78
2Jov (2%) (78)

Com as velocidades (u,v,w) postas na forma descrita pelas equagdes (75), (76) e (77) os
termos ndo nulos da equagdo do momento em z, Eq. (71) séo:

dw 1dp d’w
WV _

—— ==tV (79)
dz p dz dz
integrando-se uma vez em z, a pressao p pode ser obtida:
p dw 1 ,
E=v——ZwW +o(r) (80)
p dz 2

6
O que se busca ao dividir z por 3 é ampliar a escala da coordenada z, visto que qualquer propriedade
apresenta gradientes despreziveis para z ) 8. O mesmo ocorre para a variavel de similaridade n que é definida

por 1 ~ y/3(x).
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onde ¢ é uma funcdo de r apenas. Mas como, presumivelmente, o fluido ndo estd em
rotacdo para regides distantes do disco, P deve ser independente de r quando z )) & e
portanto @(r) = constante. O valor desta constante pode ser determinado conhecendo-se
um valor de w que satisfaca eq. (80). Em particular no disco, z = 0, w e dw/dz s&o nulos
(ndo deslizamento e eq. da conservagdo da massa). Assim pode-se por que ¢(r) = 0 e, eq.
(80) escrita em termos adimensionais torna-se:

P=—2(H+H?); P=— (81)
pVO

A equacdo da conservacdo da massa, Eq. (68), depois da substituicdes das
velocidades na forma adimensional resulta em:

2F—H'=0 (82)

Na equacdo do momento em r 0s Unicos termos ndo nulos quando u e v s&o linearmente
dependentes em r s&o:

(%)2 +W§—Z(u/r)—(¥j2 E ;222 (u/r) (83)

que, apos a substituicdo das velocidades em termos adimensionais, resulta em:

F? 4+ 2HF'- G2 = F" (84)

Note que a forga centrifuga G2, responsavel pelo fluxo radial, é equilibrada pelos termos
de convecgdo e tensdo viscosa na direcao z. De modo anélogo, na equagdo do momento
em 0, 0s unicos termos ndo nulos s&o:

@+w (v/r) v—z(v/r) (85)

r?
gue em termos adimensionais resulta em:
2FG-2HG'=G" (86)

A equacdo do momento em 6, mostra que a velocidade tangencial é transportada por
conveccdo HG' e difusdo G" na diregéo z.

O sistema de equacdes (68) a (71), escrito em forma adimensional, fica sendo:

Eg. Conserv. Massa F-H'=0 (82)
Eg. Momento r F?—2HF'-G* =F" (84)
Eg. Momento em 6 2FG-2HG'=G" (86)

45




Camada Limite Tri-Dimensional Prof. Eugénio Spané Rosa

Eq. Momento em z P= —2(H - H2) (81)

sujeito as condi¢des de contorno:

emz*=0
u=0, F@0)=0 n&o deslizamento
v=or, G0)=1 n&o deslizamento
w=0, H(0)=0 sem suc¢do ou injecdo de massa
p=0, P0)=0
emz* —» o H"(o0)=0
u=0, F(o)=0 ndo ha movimento radial
v=0, G(x)=0 ndo hd movimento tangencial

as condigdes de contorno e r séo satisfeitas pelo uso da dependéncia linear das velocidades
uevemr.

Note que a pressdo é desacoplada das demais equagbes no sentido que equagdes
(82), (84) e (86) podem ser resolvidas simultaneamente para F, G e H e posteriormente para
P, Eqg. (81). Observando-se também que, a Eq. (81) e demais equacgdes que compdem o
sistema apresentam derivadas de até primeira ordem em H, a condicdo de contorno para w
em z* — oo torna-se inexistente. Portanto, espera-se que H(w) = 0 devido fluxo induzido
pela rotacdo do disco.

O sistema de equacdes foi resolvido por Cochran em 1934. Para a solugdo deste
sistema € necessario determinar valores iniciais para F'(0) e G'(0) tais que fazem com que
F() e G(x) sejam nulos. Os valores iniciais de F'(0) e G'(0) encontrados por Cochran
foram 0.51023 e -0.61592 respectivamente. Um método para solugdo do sistema pode ser
implementado utilizando-se uma integracdo numérica através de uma rotina Runge-Kutta
de 42 ordem.

Apesar da equacdo da pressdo ser independente, ela pode ser determinada
simultaneamente com o sistema se escrita de forma conveniente para a rotina Runge-Kutta.
Derivando-se Eq. (81) em relacdo a z* e substituindo os termos equivalentes pela Eq. (82)
chega-se que o sistema a ser resolvido numericamente é:

2F+H'=0
F +HF -G’ =F"
2FG+HG'=G"
P'=2FH-2F

46




Camada Limite Tri-Dimensional Prof. Eugénio Spané Rosa

O sistema acima pode ser escrito em termos de equacdes diferenciais ordinarias de primeira
ordem fazendo: Y(1) = H, Y(2) = F, YB) =F, Y@4) =G, Y5) =G e Y(®6) =P.e
denominando-se por F as derivadas de Y. O sistema equivalente fica tendo seis variaveis:

F(1) = -2+ Y(3)
F(2)= =Y (5)Y(5)+ Y(3)*Y(3) + Y(2)*Y(1)

F(3)=Y(2)
F(4) = -2+ Y(5)xY(3)+ Y(1)*Y(4)
F(5)=Y(4)

F(6) = 2+ Y(1)*Y(3) = 2% Y(2)

A solucdo deste sistema esta apresentada na Fig. 20 em termos da variavel z* e das funcdes

F,G,HeP.
1.00 —
7 G= v
0.50 —
0.00 —
0.50 —
Jimc L L I A L A N BN BN
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Z*

Fig. 20 - Componentes adimensionais das velocidades u,v e w resultantes do movimento de
rotacdo de um disco infinito. z* ¢ a altura adimensional do disco definida na Eq. (74)

Diversos aspectos desta solugcdo devem ser observados, entre eles: 1) a
velocidade tangencial v é monotonicamente decrescente, seu maximo ocorre no disco, z* =
0, ii) a velocidade radial u atinge um méximo dentro do dominio e depois decai novamente
para zero, iii) a velocidade axial w é sempre negativa e indica o influxo induzido pela
rotacdo do disco. A andlise deste campo de velocidades confirma a agdo centrifuga de
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bombeamento prevista pela rotagdo do disco. Se for definido a espessura da camada de
fluido, onde os efeitos da acdo da viscosidade estdo confinados, pela regido onde v/ior =
0.01, encontra-se que esta regido possui espessura constante e igual a:

§=54. |~ (87)
()

O valor da velocidade axial, w, externo a esta regido € uniforme e igual a:

w =—-0.89Vwv (88)

indicando sempre um fluxo em direcdo ao disco devido ao deslocamento radial de fluido
causado pelo efeito de rotacdo. A velocidade de aproximacdo w diminui a medida que v
diminui, por que & se torna cada vez menor e consequentemente menos é fluido deslocado
radialmente. A vazdo, Q, de fluido deslocado radialmente através de qualquer superficie
cilindrica de raio r, concéntrica com o eixo de rotacao, é:

Q=nr*(0.89vwv) (89)

A solucéo por similaridade obtida acima, referente as magnitudes das velocidades u,v e w e
suas propriedades associadas, é valida para um disco infinito. Esta imposi¢do significa
dizer que as condicbes de contorno em r foram descartadas em favor de uma dependéncia
linear de u e v.em r e w sendo fungdo de z sdmente. Note que este fato estd também
refletido nas equagdes do momento, Eq. (83) e Eq. (85), onde nédo estdo presentes termos
associados a derivadas parciais em r. Em outras palavras, o fato do disco ser infinito em
extensdo impede que sejam colocadas condi¢es de contorno na sua extremidade. A analise
de discos finitos em extensdo € um tanto mais elaborado e a priori ndo admite solucéo por
similaridade por que é necessario que seja especificada uma condi¢do de contorno na
extremidade. Na verdade, € a condigdo de contorno na extremidade que distingue a solucao
entre um disco finito e outro infinito.

No entanto, a anélise de Von-Karman é util sob, pelo menos, dois aspectos : i)
ela é o ponto de partida para problemas mais complexos e solu¢des numéricas ou analiticas
de outras configura¢cdes devem de uma maneira assintotica se aproximarem da solucéo de
Von Karman. ii) Casos de discos finitos, apesar de ndo possuirem solucéo por similaridade,
podem ser razoavelmente aproximados pela solu¢do de VVon Karméan desde que:

g - —Va/(” (1 (90)

Equacdo acima é uma razao entre as dimenses caracteristicas na direcdo normal ao disco e
na direcdo radial. Quando &/a {( 1, equivale a dizer que os gradientes envolvidos na direcao
z sdo muito maiores que os gradientes envolvidos na direcéo r e a solugdo assume 0 mesmo
comportamento das aproximacdes de camada limite. Neste sentido, pode-se definir um
numero de Reynolds baseado na velocidade de rotacéo e no raio do disco como:
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_(wa)a

v
que expressa a razao entre as forcgas inerciais (centrifuga) e viscosa. Baseado nesta

definicdo de Re, a razdo d/a fica:

Re

a

d 1

a +/Re,

que é a caracteristica principal de escoamentos com fendmeno de camada limite laminar.
Os resultados numéricos foram validados através de medidas experimentais
do torque, M, exercido pelo fluido num disco de raio a. A expressao analitica para o torque
M ¢é mostrada abaixo e confirma uma excelente concordancia com os resultados
experimentais para Reg de até 3 105 onde o escoamento laminar transiciona para turbulento.

M = |1, 2nr’dr = 0.616mpa‘ (vor’)” onde 1T, = u?
0 Z{;,
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