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EQUACBDES DA CAMADA LIMITE BI-DIMENSIONAL

1. Fenémemo da Camada Limite Hidrodinamica

A equacio de Navier-Stokes para um fluido 1incompressive

com propriedades fisicas constantes, pode ser escrita em termo

adimensionais por:

(1

gt Re

onde as escalas caracteristicas para espagco € velocidade SAC
. . 2
respectivamente, L e Vo; para o tempo, L/Vo e para pressao pVo .

parametro adimensional ReL & o numero de Reynolds definido por:

o Vo L

Re =
L H

onde o e u sio respectivamente a densidade e a viscosidade dinamica
fluido. Este adimensional expressa diretamente a razio entre a ordem |

grandeza dos termos inerciais e os termos viscosos:

[T. INERCIAIS] (oVo’ /L)

Re =

1

[T. VISCOSOS] (uVo /L%)

Uma das maneiras de se classificar escoamentos & atraves
nimero de Reynolds. Pelo fato dele vir multiplicando o termo de mai
ordem da equagio de N-S, as solugGes possuem comportamento distint

para: ReL* 0 (escoamento com auséncia de termos inerciais ou escoamen



de Stokes); ReLz 0(1) (escoamento com termos inerciais da mesma ordem
de grandeza dos termos viscosos) e HeL» v ( escoamento com auséncia
dos termos viscosos ou escoamento sem viscosidade ou escoamento ideal).
A Figura abaixo mostra fisicamente estes 1limites para O escoamento

sobre uma placa plana, com velocidade uniforme Vo a montante da placa.
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Note que para ReLa 0 a regiio onde os efeitos viscosos se
propagam ettende-se a todo o campo do escoamento (este caso nio esta
representado na Figura). Por efeitos viscosos entende-se o surgimento
de gradientes de velocidade introduzidos pela condig3ao de niao
deslizamento na superficie sblida da placa.

Para ReLz 0(1) as forgas 1inerciais e viscosas se

equilibram, e a regiZo onde os efeitos viscosos agem & mais praxima a



placa plana. A medida em que a difusio do momento ocorre da superfici
sé1lida para o campo de escoamento, O0S termos convectivos tendem
“varrer” este efeito no sentido do escoamento. Como ReLz o{1),; 'o
efeitos de difus¥o e de conveccio s3o da mesma ordem de grandeza. For
da regiZo ondei existem os efeitos viscosos O escoamento possu
velocidade uniforme, isto &, o efeito da condigio de n3o deslizament
nio se faz sentir.

Na outra extremidade de nossa anilise, quando ReL» w , O
efeitos viscosos ficam confinados a pequenas regides do campo d
escoamento denominada por camada limite hidrodinamica. Fi1sicamente,
caracteri stica essencial da camada limite & ser uma regiio Qgu
apresenta um forte gradiente de velocidade na direg3o transversal ¢
escoamento. Fora dela o escoamento & uniforme. Matemazticamente, este
um problema de perturbagio singulﬁr. 0 pargmetro (1/ReL) & um paramett
de perturbacio. Isto indica que pode-se buscar uma solugZo aproximac
para o problema dividindo-se em duas regides: regiio externa (onde n:

hi efeitos viscosos) e regiiao interna, também conhecida por camat

limite onde existem efeitos viscosos.

Expansio Externa para Placa Plana; Escoamento Basico sem Viscosidade

Para ReL+ ©, a Eq. (1) pode ser aproximada por:

-+
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| e (
Fa
que & também conhecida como equagio de Euler. Deve-se observar,
entanto, que ao omitir os termos vis cosos hna Eq. (2), por.B ser
(1/ReL) vezes menores que os termos inerciais, a ordem da E.D.P. f

2,
reduzida de ordem dois para ordem um. Isto implica qué“ﬁq. (2) nZo pc



satisfazer as condigdes de contorno que a Eq. (1) satisfazia.
Retornando ao exemplo da Figura, ela s& pode satisfazer a condigzo de
velocidade uniforme para regiSes afastadas da placa. A condigio de n3Io

deslizamento nio pode ser atendida pela Eq. (2).

A perda do termo com a derivada de ordem mais elevada & a marca
classica dos problemas de pertubacZo singular. E sabido que as solucdes
da Eq. (2) n3Zo s3o validas préximo a superficie por que a condigzo de
nio deslizamento foi abandonada.

0 que se busca agora ¢ saber qual tipo de equazZo Qque se aplica a
esta regiio do escoamento. Partindo-se da Eq. (1) que descreve O
fenomeno global, o primeiro passo ¢ efetuar uma anialise da ordem de
grandeza dos termos desta equag3o aplicados na regido da camada limite.

A fim de definir as escalas caracteristicas do fendmeno = util

descrevé-1o qualitativamente através das Figuras abaixo.
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Fig 21 Velocity protie in the latminar boun

dary layer (0.01% salt waler, tree stieam

velocity 0.6 cmis, distance from the leading

edge 200 mm, Re = 1.2 % 10, hydrogen
bubble method)

Fig. 20. Development of iaminar bounoary layer (0.01% salt water, {ree steam velocity 0.6
cm's, thickness of the plate 0.5 mm, hydrogen bubble method)
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A fotografia superior mostra o perfil de velocidades para
escoamento em uma placa plana e o desenho acima ilustra as dimensdes n
direcio y (&), x (L) e a velocidade externa Vo. £ sabido que par
ReL+ w, a regiXo onde os efeitos viscosos existe, &, tende a zero

Assim parte—-se do pressuposto que:
&/L » 0 quando ReL+ 00
Tomando-se por dimens¥es caracteristicas: 5, L e Vo como send

representativas para as diregdes y, X € velocidade na dire¢io (x), @&

ordens de magnitude das variaveis do problema ficam entio definids

por:
x =~ O(L)
y ~ 0(6)
u ~ O(Vo)z
P~ O(pVo ) [escala inercial]

Da equagio da continuidade obtém-se a escala para a velocidade v,

g u a v

a x ay



substituindo-se as escalas para u, X e Y, obtém-se:

Vo \" &

12
4
<
I¢
<
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portanto a ordem de magnitude da velocidade na direg3do y &:

&
v ~ 0(V) = 0| Vo |7
L

Com base na ordem de magnitude dos termos passa-se a analisar a equagio

do momento na diregio (x) para avaliar a importincia relativa dos

termos:
TERMOS TERMOS TERMOS
INERCIAIS PRESSAO VISCOSO0S
[ | [ |
d u d u 1 g P azu azu
u + \ = - + v &
d X ay © a x a x° a y2
Voz Vo2 Vo v 62
(0] 0} 0 + 1
L L 5 o

Note que nos termos viscosos, tem-se difuso de momento na diregio (x)
(»5/L)2 menor que a difusio na diregio (y). Isto ja era de se esperar
por que nesta regiio os maiores gradientes ocorrem na diregao trans-
versal ao escoamento. Portanto, pode-se desprezar, em primeira aproxi-

ma;3Zo, o termo azufaxz em relagio ao termo azu/ayz por que (&/L) << 1.



Com isto a equacio do momento na diregdo (x) se reduz a:

J x ay fo) a X ay

Retornando a anilise de ordem de magnitude dos termos, vamos agor
comparar a ordem de grandeza dos termos inerciais com os termo

. viscosos. Isto pode ser feito dividindo-se por (V02/L) em ambos @

lados da equag3o:

TERMOS TERMOS TERMOS
INERCIAIS PRESSZO VISCOSO0S
v L 1?
o(1) o(1) 0 T
_ oA e ) % V
—_ \J ¥ wc,__‘ './L‘l_/ LA e. \_.Q‘-C‘-’ GT{IA‘ L "'-..t;-' r._{'o L- (.S

htﬂb{p/{_ﬁ/){\(‘ —_ (,'»O’

/wa l\f ‘-. LA ‘K‘)
Mas, dentro da camada limite, os termos viscosos devem possuir a mesi

ordem de grandeza dos termos inerciais portanto:

v L 1
E— ~ 0(1), ou
Vo L &
& 1 Vo L (
— N s ReL =
L /
Y ReL 3

Equazio (3) explicita a ordem de grandeza da espessura da camada 1imi

em fungZo do inverso da raiz quadrada do numero de Reynolds



escoamento. Ela ¢ uma das relagdes fundamentais no estudo de camada
limite hidrodinimica. Note que para ReL+ w, (6/L) » 0, como havia-se
previsto anteriormente. Além disto, Eq. (3), & um teste para se saber
se um dado escoamento externo aplica-se a uma anilise de camada limite
por que FleL pode ser facilmente calculado a priori.

Desta anizlise tambem pode-se extrair informagGes sobre a ordem de

magnitude da tens3io de cisalhamento na parede, Tw.

2

d u \ o Vo
TW = U ‘ ’ Tw >~ O
a /
y I y=0 ¥ Re
L
Portanto o coeficiente de atrito de Fanno, Cf = TW/(O.SQV%), & da ordem
de:
1
%‘3 —_—
' ReL
Passa-se agora a anilise da equagio do momento na direcio (y). O
procedimento & analogo ao descrito acima. Substituindo-se as
respectivas escalas e dividindo-se todos os termos pelo termo

inercial, encontra-se:



TERMOS TERMOS TERMOS

INERCIAIS PRESSXO VISCOSO0S
v 3 v 1 4P v ‘v
u + v = - - v +
d X ay e ay a x° a yz
S L & T
= ol—— 0
L & L Vol §°
Mas,
Z 2z
& v
—1 & e I ~ 1
L VoL g

Nota-se ent3o que o unico termo de ordem de magnitude superior at
demais termos ¢ o gradiente de pressio na diregzo (y); para que tod

os termos tenham a mesma ordem de grandeza, isto implica que:

aP
— =20
ay

Equacio (4) é a equagio do momento na diregcZo (y). Ela mostra qu
dentro da camada limite nio hi variagio de pressio na direczo (y);
seja, a pressio que o escoamento externo, dado pela Eq. (2),
transmite integralmente para dentro da camada limite. Denotando-se
Pe e Uc a pressio e velocidade do escoamento externo a camada 1imit

da Eq. (2) tem-se



1 dP 1 d Pe ad Ue d Ue

De posse desta anilise, pode-se apresentar as equas;des da camada

limite hidrodinimica em coordenadas cartesianas:

Eq. Massa
d u a v
+ = 0
a x ay

Equacio do Momento (x)

g u d u g u 1 a8 Pe a u

dt d X ay e 94 x ay

Equagio do Momento (y)
a P

ay

Condices de Contorno:

NZo Deslizamento u(x,0,t) 0; v(x,0,t) = 0 ou

-0 Mfx,0,t) = O sem injecZo ou sucgcio de massa, Ou

v(x,0,t) = £ vw com injecio (+) ou sucgio (-)
Condig3io Inicial u(x,y,0) = f(x,y), f & conhecido em todo o campo
CondigZo de u(xo,y,t) = g(y,t), g &€ conhecido em Xxo
Entrada
Casamento com u(x,y,t) = U(x,t), quando y +» w

Escoamento Externo

10



Existem importantes detalhes a serem observados do conjunto d

equagdes acima:

1. A Equac3o da Continuidade nio ¢ afetada pela anialise da ordem d
magnitude dos termos.

2. 0 gradiente de press3Zo na direg3o y & desprezivel. Consequentement
a pressio ¢ uma variavel conhecida para as equagdes da camad
limite, sendo dada pela anilise do escoamento externo.

3. Todas as derivadas de segunda ordem com relagio a (x) fora
descartadas nas equagSes da camada limite. Isto trac dus
consequgncias: i) as equagdes sio agora parabslicas ao 1invés ¢
eli pticas, de modo que x & agora uma variavel de marcha e &
solucBes analiticas e numéricas sio relativamente mais faceis; 7
algumas condigSes de contorno nio podem ser mais satisfeitas
notavelmente aquelas em v e em x. A variavel Vv possui somente un
derivada parcial em y nas equagdes da camada limite, dv/dy, ¢
termos dv/dx e todos os outros termos de segunda ordem em x € em
foram desprezados. Portanto v pode agora satisfazer apenas ur
condigZo de contorno em uma posigzo y. A mais obvia ¢ a condigio ¢
nZo deslizamento: v = 0 em y = 0. As condig@es na entrada, inicial
de casamento com o escoamento externo nio sio necessarii
especificar.

Formulacio da Equagio da Camada Limite em Termos da FungZo Corrente

Em diversas situagSes & conveniente transformar a dependéncia de
e v, da equacio da camada limite, para uma unica variavel y, a fung!
corrente. Esta transformagio aplica-se a escoamentos bi—-dimensionais
axi-simétricos. O interesse nesta transformagio advém do fato que
equagio da camada limite deixa de ser diferencial parcial para s
diferencial ordiniria, entretanto passa a ser de terceira ordem em
enquanto que era de segunda ordem.

Considerando o caso bi-dimensional cartesiano, com variave

(x,y):; x ao longo do escoamento e Yy transversal ao escoamento, pode-

11



definir a fung;io corrente como:
a vy

gy

substituindo-se estas relagdes na

2

9 y
a X%

equagio da camada limite temos:

2 2 3
a y a vy 8 vy a y a y d Ue d Ue a
+ o = + Ue + v
; 2 . .3
atay ay IxXey a x ay dt d x ay
sujeita as condigc©@es de contorno especificadas anteriormente.
Equactes da Camada Limite para Escoamentos
o Longo de Superficies Curvas
Quando a superficie na qual a camada limite se desenvolve & curva,
& necessirio desenvolver um sistema de coordenadas Qque se ajusta ao
corpo, tambem conhecido como “body fitted coordinates"”. Neste sistema,

a coordenada x & tomada ao longo do

& tomada como normal ao corpo, cCOmo

peri metro do corpo e a coordenada y

ilustrado na figura abaixo

Coordinates for boundary-layer flow along

a curved surface.

As equacBes da conservag3o da massa e do momento devem ser

para 1incluir o efeito da

12

curvatura.

modificadas

Relativo a um sistema de



coordenadas ortogonais ajustado ao corpo, OsS fatores de escale
associados s3o0: hi = (1 + Ky) e ha = 1 onde K & a curvatura d:
superficie; para uma superficie plana, K = 0, e para um v&rtice de 9(
graus, K = w. As equagdes do movimento para um fluido viscoso nest«

sistema sio:

+1—»17y o‘:c+ +1-4-xyw
N W X
p 1+«ky ox (I+ky)2 ezt ' ey®  (1+ky) oz éx
Kk ou K2 1 éx | 2k v
N U+ —v4 =
14ky oy - (1+ky)? (1+xy)® éx '(l~+—xy)’é;r]
1 ov ov K
R e i v
_lop 1 8t | % y @k or
poy [(]-i—xy) cr2+cy-_mﬂ)—saa
B L g, s b
"lekyecy (1+xy)? (1+xy)® éx (1+ky)*

cu @
E+QM+WH=&.

Estas equac®fes sio exatas. Se for realizado o processo de aproximagoe
desenvolvido anteriormente, a ordem de magnitude de hi &:

ht =~ (1 * 0(1“6)),

mas
-1/2
&S5 ~ L Re
logo,
-1/2
ht ~ (1 + O(KLReL))
desde que

12
K << ReL /L; ht ~ O(1)

como para escoamentos com fen&meno de camada limite, ReLa w, & u
condigio necessiria, ht ~ 1. Portanto as equaces da camada limite pa

uma superficie curva com coordenadas ajustadas ao corpo sio:

13



Eq. Massa
d u a v

a x ay

Equacio do Momento (x)
Jd u d u d u 1 d Pe

gt a X ay o a x

Equazio do Momento (y)

a P

= KOUZ
ay

Isto mostra que a unica diferenca entre as equagtes da camada limite

para superficies planas ou curvas se encontram na equagio

do momento

para a direcZo (y). dP/dy ¢ diferente de zero para balancear os efeitos

centri fugos dado pela curvatura da superficie. Entretanto a variagzao de

pressio normal a camada limite £ ainda pequena,

ai P
2

~ O(K. € Ue)

oy
e pode ser desprezada; de maneira que,

1 d P d Ue d Ue

™
Q
>
Q
~+
[« 8

X

onde Us ¢ a velocidade do escoamento externo paralelo a

curva para y = &. Conclui-se entZo que as equas;bes a serem

s3¥0 exatamente as mesmas para uma superficie plana ou curva.

14
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Nota Sobre a Classificagio de Equagtes Diferenciais Parciais

Considere a equagio diferencial parcial de segunda ordem:

¢ a’¢ o’ 9 o ¢ o ¢
A " + 2B + C + D + E + Fp + G =0
a X axay 0 y2 a x ay
< 0 Equag3o Eliptica
se B> - A.C = 0 Equaczo Parabdlica
> 0 Equagio Hiperbdlica
Equas;©es Elipticas B2 - A.C <O
2 2
¢ ¢2 4 ¢ £ kil 5 = 0 Equa;io de Poisson
Jd x a yz

Tipo de condigio de contorno: e necessirio que se especifique ¢

condigtes de contorno em toda fronteira do dominio. Elas podem
do tipo Neumann (d¢/d

ser (

tipo Dirichlet (¢ na fronte(ra conhecido) ou

onde n ¢ o vetor normal a fronteria, conhecido).

Y 1 $(x,b)

a¢

ax

X=a

¢(x,0)

Dentro do dominio, a variiavel ¢ sofre a influéncia do valor que ¢

d$/dn assume no contorno.

15



Equac&es Parab&licas B2 - A.C=0

2

a ¢ a ¢ EquacXZo da condugzo de calor transi-
. =0 ente, (x » t)

ay a x

Tipo de condicio de contorno: necessario especificar as condigctes de

contorno em apenas trés fronteiras, a quarta permanece aberta. A

solugio ¢ um processo de marcha em direczo a fronteira aberta. A

informagio provéem apenas das fronteiras em y = constante e da condig3Zo

de contorno em x = 0.
y E ) ¢( x = b )
b
processo
o,
qb( Y) > de
marcha
0 4
¢(x,0) X

Deve-se destacar as semelhancas com as condicSes de contorno da camada
limite: ¢(0,y) = condic@es de entrada para uj; #(x,0) = condigio de n3o
deslizamento, b = & espessura da camada limite, e, @(x,b) = casamento

com o campo de velocidade externo.

EquacZes Hiperbslicas B - A.C > 0

2 Equag;Zo da Onda

A solucio geral & da forma:

16



¢p(x,t) = f(x - ct) + g(x + ct)

Fazendo-se o argumento destas fung&es igual a uma constante, gera-s
linhas caracteri sticas no plano (x,t). Ao 1longo destas 1linhas, qu
atravessam todo dominio da solucio, os valores de f e g sio constantes
Portanto, para um dominio infinito, necessita—-se apenas especificar a
condicSes iniciais ao longo da linha (x,0)
¢(x,0) = f(x) + g(x)
f}@/«?thzcJ = 0D

to |-------"-"----=---

A solugio em no ponto (xo, to) < dada por:
d(x , t ) = Ff(x ) + g9(x )
0 o -1 +1

Dentro do triingulo definido por x , x1 e t0 todos os pontos sofrem
influéncia dos valores que f(x) e g(x) assumem neste intervalo. P
outro lado, os valores que f(x) e g(x) assumem fora deste intervali

nio afetam a solugio dos pontos no interior do triidngulo definido.

17
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