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Cylindrical coordinates:

x =R Xy =@ . xy=2
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“x=Rcosf y=Rsiné Tmz
Spherical coordinates: :
Xy=r x;=0 Xy=o
hy=1 hy=r hy=rsinf
x=rcosl y-r.sinﬂcn!m rmrsinf@sine

Vector operations:
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CAPITULO III

CINEMATICA

3.1. Descricdo do Movimento de um Referencial Lagrangiano

“Segue a tragetdria de particulas
com identidade fixa”

No referencial Lagrangiano cada particula
do escoamento € identificada, a partir de um tempo referencial,
através das suas coordenadas naquele instante. As equagoes
paramétricas da trajetdria de uma particula com identidade fixa sio
dadas pelas equacgdes:

X=X (a.r br c, t)
Yy (a, b, ¢, t)
z =2 (a, b, c, t)

Il

onde para t = to, (x,y,2) = (a,b,c). O vetor posicéo'?, veja Fig. 1,
é funcdo apenas do tempo. Suas componentes para cada diregdao sdo
dadas pelas equagdes paramétricas que representam a posigdo ao longo
de cada eixo, conforme mostra equagdo abaixo,

- - s —~
r(t ) =xi +yj + zk

1°= IIT



CINEMATICA

- .

onde i, j e k sdo versores unitarios nas diregdes ¥, Yy e z
respectivamente.

Mto+24t)

C LS TTTT 777 NN RN

X
Fig. 1 -Tragetdéria de uma particula com identidade fixa.

A velocidade e aceleracgdo sdo determinados a partir da primeira e
segunda derivada temporal do vetor deslocamento T. Elas sdo dadas
pelo conjunto de equagdées paramétricas, onde u, Vv e w sao
velocidades e a,a ea sdao as aceleragdes nas diregdes x, y e z

respectivamente,

yo 89X a —8u _ %
- 22X , - e gy 2K

a t X a t atz

2

a a v a

v = §_¥ ’ a, “3t = _j%
dt

. & a_aw!azz
- 28 . - et s
8kt z d t atz

A descrigdao do escoamento através da
identificagdo da trajetdéria de cada particula individual e

2 = IIX
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denominada por descrigdao de Lagrangiana do escoamento. As
coordenadas que descrevem as posigdes das particulas sio conhecidas
como coordenadas de Lagrange.

Como exemplo de medidas realizadas em
referenciais Lagrangeanos pode-se citar as medidas realizadas
através de baldes-sonda metereoldgicos. Usualmente obtém-se, através
dos instrumentos carregados pelo baldo, dados sobre pressdo e
temperatura atmosférica. Estas medidas sdo obtidas a partir de um
referencial Lagrangiano por considerar-se que o baldo se move junto
com o fluido. A partir deste exemplo, pode-se concluir que medidas
baseadas em referenciais Lagrangeanos requerem que o instrumento de
medida mova-se junto com uma particula de identidade fixa do fluido.
Como consequéncia da assergao do paragrafo anterior, este tipo de
medida torna-se particularmente dificil para testes em laboratérios
onde normalmente as dimensdes dos equipamentos sdo varias ordens de
grandeza menores que as dimensdes dos fendémenos metereoldgicos, por
exemplo.

3.2. Descricdo do movimento de um referencial Euleriano

"Descreve o que ocorre em diferentes
posigdes do campo de escoamento”

Do ponto de vista Euleriano, as propriedades
escalares ou vetoriais do escoamento, tais como pressao,
temperatura, velocidade, aceleragdo, etc, passam a ser fungao do
espago, coordenadas x, y, 2z, e do tempo. Naturalmente, se o
escoamento for de caradter permanente a variavel tempo ndo tem
influéncia nas propriedades.

A maioria dos instrumentos utilizados em

3. = III
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laboratérios obtém dados baseados em referéncias Eulerianos. Por
exemplo, um anemdmetro fixo em relagdo as coordenadas do laboratério:
indicara a velocidade local do escoamento, esta medida dependera da
localizagdo do anemémetro no escoamento, coordenadas X,y e z, assinm

como do tempo (para escoamento transientes), veja Fig. 2,

'f////////,//,/f///,/,, -

Fig. 2 - Campo local de velocidades de um referencial Euleriano.

A velocidade no ponto (xo, Y, zo) no instante t° é dada por:
w=u(x, vy, z,t

V=N (xuf yo’ zof t)

w=w(x, v, 2z, t)

4 - III
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3.3. Relacao_Entre as Coordenadas de Lagrange e Euler

A velocidade no referencial Euleriano esta
associada a taxa de deslocamento de uma particula no referencial
Lagrangiano, portanto

u=u(x, ¥y, 2, t) = dx/dt
v=v(x, vy, 2, t) = dy/dt
w=w (x, ¥, 2, t) = dz/dt

As coordenadas de Lagrange podem ser obtidas resolvendo-se o sistema
de equagdes acima dadas as condigdes iniciais,

X =

para t = t

o o e

Z =

que equivalem a dizer que no instante t t, a particula estava na
posigao (a,b,c).

Para fixar melhor as diferencas entre os
conceitos Euleriano e Lagrangiano, considere a analogia com um
engenheiro de trafego e um policial de transito. O engenhario de
trafego faz medidas do numero de automdveis que passam por um
cruzamento (Euler) enquanto que um policial de transito segue o

carro de um infrator das leis de trafego (Lagrange).

3.4. Derivada_Substantiva ou Derivada Material ou Derivada Total

Considere que B(x,y,z,t) represente uma

5 - III
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grandeza fisica, escalar ou vetorial, do ponto de vista Euleriano,
isto €, B é uma fungdo da posicdo e do tempo. A variagao dB

. Corresponde a uma variacgao independente e arbritraria em dx, dy, dz,
e dt, portanto

@
w
@
w
@
o
@
o

dB

]
o
t

a
ot
+
o
"
+
o)
<
+
Q
N

Considere agora que se deseja determinar
avariacdao dB seguindo uma particula de identidade fixa. Nestas
condicdes, os incrementos dx, dy, e dz nao sao arbitrarios, mas
estdo relacionados com a tragetdria das particulas e com o tempo da
sequinte forma:

dx = u dt,
dy = v dt,
dz = w dt.

Neste caso o incremento dB fica sendo:

@
o

aBudt+6B a

dB a x Y d z

I
Q@
=

o

+

A derivada substantiva, também citada na literatura como derivada
total ou derivada material, é obtida da expressao acima quando se
calcula a taxa de variagdo de B com o tempo,

o
o1}
o
or}
@
o)
D

B d B
—'6—-E + u—i + V-a-—y + W

o1}
oe)

L]

Q
t
v/
ﬂ
@
ﬂ.

que em notagao vetorial fica sendo:
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Note que a derivada substantiva expressa a taxa de variacdo temporal
DB/Dt a partir de uma descricdo Euleriana mas com conceito
Lagrangiano. Isto porque ela representa a taxa de variagdo de uma
particula com identidade fixa por definigdo, isto é os incrementos
dx, dy e dz ndao sdo independentes entre si mas estdo relacionados
com o tempo.

Para melhor compreender o significado
fisico desta derivada, suponha que B represente a concentracgdao de um
poluente num rio. Através de um instrumento adequado e um bote vocé
ira medir esta concentracido. Considere trés casos:

74 _\Z, \eloc{ciotc(t do

bote

=
V' veocdoede do

10
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(I)

(IT)

(II1)

Bote estacionario as margens do rio:
dx = dy = 0 = bote estacionario. Vocé observara apenas a
derivada parcial da concentracdo em relaciao ao tempo

o
o
@
m

Q
rt
@
t

—
Bote se desloca com velocidade Vb
Neste caso os incrementos dx e dy estdo relacionados com a
velocidade do bote VL atraves de:

dx = u, dt, e
dy = . a Tt i
o =% = .
onde Vg = u i + v,)J.- Dessa maneira a variagdo da

concentragao observada é:

w)
o
@
o)
@
o
a}]
o

Il
+
c
+
<

o
ot
@
t
o
@
»
o
@
<

Bote se desloca na diregdo e sentido da correnteza com a
—_

velocidade da corrente:za, Vb = V. Dessa maneira

—_— i N
onde V = ui + vj. Dessa maneira vocé ira observar a variagao

temporal da concentragdo B seguindo a tragetéria de uma
particula que é carregada pela correnteza (conceito

8 = IIT
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Lagrangiano), portanto

DB _ 8B 3 B 5 B
pE T g TMFF f Vg g

As equagdes que descrevem o balango de forca no escoamento (equacgdes
da conservagao do momento) sdo derivadas a partir da segunda lei de
Newton,

Forgca = Massa x Aceleragao

que baseia-se em um conceito Lagrangiano, isto é a forca é igual ao
produto massa aceleragdo de uma particula de identidade fixa.
Utilizando-se o conceito da derivada total pode-se determinar a
aceleragdo de uma particula (conceito Lagrangiano) a partir de dados
de velocidade obtidos num referencial Euleriano, assim

& — =N ~ 5
_ DbV _ a Vv o

a = ¢ = -5 * ( V.V ) V

I | _J

acel. aceleracao

local convectiva

A aceleracao convectiva, ultimo termo da expressiao acima, pode ser
reescrito utilizando-se a identidade vetorial

Y —. —
v v v

o<,

(7;. )_3 = ( ) - -3 x_; X

Introduzindo-se a definigdo de vorticidade

— — =

w = VYxvwv

9 = IIT
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a aceleragdao de uma particula pode ser reescrita da forma:

<k
<)

— —
a=D—-=a +V(

Dt a t

-~
V

—
X W .

VZ
5@

Esta forma sera util para o tratamento da equagdo da quantidade de
movimento.

3.5. Padrdes_de_Escoamentos - Linhas de corrente (streamlines) e
tragetdrias_de Particulas_(pathlines)

A linha de corrente é definida como sendo
uma linha tangente ao vetor velocidade em qualquer instante,
portanto

10 - IIT
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Fig. 4 -

percorrido
(Lagrange) .
partir de
Euleriano,

dr _ dx _ dy _ dz
v w

Vi Ve linha de corrente

RepresentagagQ de uma 1linha de corrente, do vetor
velocidade, v, e do vetor deslocamento, T.

A tragetdoria da particula é o caminho
por uma particula de fluido com identidade fixa
A tragetdria das particulas pode ser reconstruida a
um campo de velocidades obtido do ponto de vista

d x

ar.-— WX ¥ 5. %),

d

3_§ = Vv (x, ¥y, 2, t) e
d

a—% = w (X, ¥, 2, t)

11l = III
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Integrando-se as equagées acima de um tempo to , onde para t = to
(x,¥,2) = (a,b,c), a um tempo t, obtém-se a trajetdéria da particula‘
que no instante t = to estava na posigao (x,y,z) = (a,b,c). Note que

a equagao que descreve a trajetdria ndo depende do tempo.

Como observagao final deve-se destacar que
as linhas de corrente sao convenientes de se calcular
matematicamente, enquanto que a trajetdria das particulas é mais
facil de se determinar experimentalmente (através de injegdao de
corantes ou adigdo de particulas no escoamento). Note que a linha de
corrente € uma linha instantinea enquanto que a tragetéria é gerada
ao longo do tempo. '

Exemplo 1: Dada o campo de velocidades u = kx e v = -ky calcule as
linhas de corrente e a tragetdria das particulas. (k é
uma constante) '

Note que u(x, y, z, t) =kx e v(x, y, 2z, t) = - ky
fornecem informagdes sobre todo o campo de escoamento
(Euler) . Por definigdo, as linhas de corrente sio dadas
por

d x dy

¥ "~ X vy 2 Xy=2~¢C

As linhas de corrente, tangente ao vetor velocidade em
todo campo, sdo hipérbolas deslocadds pela constante C.
Para a 1inhé de corrente que passa pelo ponto (xo, yJ a-
constante C = (x° Y) -

12 = III
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de c:’rc‘ﬁ NG e~

—_—

_’:— n =
‘/"'"‘#’—F--— X
I a
o
7

s

Fig. 5 -

A tragetodria de uma particula é determinada através das

relacgodes:

o}
ol
I
[

]
e
»

D-IQ- Q
i<

]

<

Il

1

w

(o

integrando-se encontra:

x = cee y=ce

13 = 11X
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Exemplo 2:

Estas equagdes parametricas representam todas as
trajetdrias das particulas do escoamento. Em particular,
se a trajetoria da particula que passou pelo ponto (1,1)
no instante t=0 for requerida, as constantes passam a

ser Cf=c¥ = 1 e as equagdes parametricas se reduzem a:

X = e e y= e

Eliminando-se o tempo das equacdes encontra-se a equagao
que descreve a trajetoria da particula que passou pelo
ponto (1,1),

Xy = 1

Note que para regime permanente as 1linhas de corrente
sdo coincidentes com as trajetodrias das particulas. Isto
nao € necessariamente valido para regime transitérios ou

periddicos.

Quanto tempo leva uma particula que no instante t=0 esta
no ponto (0,y°) para atingir o eixo x ?
Do exemplo 1, y = C;Skt, mas para t=o0, y=y  entdo

C2= Y logo

t=-1n (y/y)

de onde se conclui gque o tempo necessario para uma
particula em (o,yo) atingir o eixo x, isto é, para

y —0, t — oo.

3.6 Decomposicdo_do Movimento

14 - IIIT



CINEMATICA

O movimento relativo de uma particula pode
ser decompostoc em:
i) Translacgdo Pura
ii) Rotagdo de Corpo Rigido
iii) Dilatagao Volumeétrica
iv) Deformagao Angular

Para regime permanente, uma variacao
infinitesimal de velocidade é dada por

[s1}
j=
Q@
e
(S1]
[

du=ﬂdx+ﬂ-dy+3zdz
_ av a v a v
dv—ﬂdx+a—y—dy+ﬂdz
_ dw 0 W d w
dw—é—xdx+ﬁdy +'ﬁ d =z
usando as definigdées de rotagdao de corpo rigido, dilatacgao

volumétrica e deformagdo angular dadas pelas equagdes abaixo,

rotaclo de 1 (ow . ev 1 (8w ow _ 1 (8v  8u
Entge §=% oy "3z "3 3 &) =3 |5y
rigido ' Y
dilatacdo r o | - - 8v & wm 1OM
volumétrica X X ax ! Yy ay ' 2z at
deformacéo s s — i aw oVl s e 1 du aw)
{a‘mgular ny_ ezy 2 [ Yy + 62] S 2 [Bz ax] :
r . 58 du av
i Sxy Syx T T2 [W * a]
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onde o indice duplo indica o plano onde a deformacao ocorre, a
—
variacao do campo de velocidades, dV, pode ser reescrita usando-se

as definigdes acima,

du (e o o 0 € ¢ 0 -C 7 dx
%X 2 Xy KT
dv = 0 +| € 0 5 + 0 = d

W ? om - YI c E Y

[ dw 0 S % E_‘y 0 =) £ 0 dz
dilatacao deformacao rotacdo de
volumetrica angular corpo rigido

\ V) J Ok V) )
MATRIZ ' MATRIZ
SIMETRICA ANTI-SIMETRICA_

3.7 Interpretacao_Cinematica da Decomposiciaoc do Movimento

Analizando-se o movimento relativo de uma
particula com relagao a sua vizinhanca pode-se mostrar que qualquer
movimento pode ser decomposto em: movimento de dilatacao, deformagao
e rotagao podem ser

Tomando-se cbmo origem uma particula
situada em um ponto A e dx, dy e dz como coordenadas das particulas
vizinhas ao ponto A, a velocidade do ponto A relativa a sua
vizinhanga € dada pelo conjunto de equagdes descrito na secgao 3.6.
A interpretacdo deste campo de velocidade relativa é dada a seguir

para cada um dos movimentos isoladamente,

i) Dilatacgao
O diagrama da figura abaixo representa um
elemento de fluido ABCD num campo de velocidades sémente na direcao

X nos instantes t e t + &t,

16 = ITII
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YA @ U+ dx :
DX =16 2 €Wl =g5Taawn
= = e < R b
= Gy ] -—
DD’ 23
| = 1 = i -
| r | .
AA > C *= gy == x

O retangulo de vértices ADBC tera sua face BC deslocada apoés um
instante (t + 8t) de uma distancia proporcional a sua velocidade
relativa ao ponto A. Chamando-se de €., © deslocamento relativo da
face BC entdao,

d u
e = dx dt

Este deslocamente pode ocorrer nas outras duas direcées ortogonais
e, de maneira analoga a taxa de deslocamento para as diregdes y e z
€ dada pelas equagdes abaixo respectivamente,

. a v
£ = — dy e

17 = IIT
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5 a w
e = dz

Se o elemento expande-se nas trés direcdées simultidneamente a
variagcdo em volume produzida pela variagdo linear de cada face do
elemento no lapso de tempo 8t € dada por AV onde

AV = V(t + 8t) - V(t) e

V(t) = dx.dy.dz

au av

V(t + ét) = dx + dx.dt dy + dy.dt

aw
. |dz + dz.at
az

ax ay

A taxa de expansdo volmétrica é dada pelo limite,

. 1
€ = — lim

V(t) 8t>0

V(t+8t) - V(t)
5(t)

Substituindo-se as expressées para V(t+st) e V(t) e tomando-se o

limite para 8t » 0, a taxa de expansdo volumétrica fica sendo,

du av aw

= V.V
ax ay az

ou seja, a taxa de expansdo volumétrica € igual ao divergente do
—
campo de velocidades, V.V.

ii) Deformacdo:

18 - IIT
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O diagrama da Figura abaixo representa o

elemento ABCD num campo de velocidade nos instantes t e t + &t.
Y
M . clemen o ew
—— | . W & - |
e ~sTaco qge C\ﬁE'O‘f”h’t] -
q - & — o - -’.Q—IJ ";'\JFCL
dy g~ & y at’
e co s Lo M - . i ® —
g 1 = & X

O elemento retangular se ABCD estd sujeito a um estado de deformagdao
pura, isto &, ele se deforma num paralelograma A‘B’C’D’ apds um
lapso de tempo 8§t porém seu volume & preservado,
figura. O &ngulo original do vértice A se deforma

aos angulos a e RB.

como indica a

proporcionalmente

av
tan a = a = _C__c e ox
AC dx
=4 !g—“ dy!dt
tan B = B = - =
AD dy

A taxa de variagao dos angulos a e B é dada por

+ _ 8V s _ [6u
“=% e k- (3

A taxa de deformagdo do vértice A é dada pela soma das taxas de

1% - III
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variagcao dos angulos a e B porém, pela conveniéncia algeébrica que
traz a decomposigdo do campo de velocidades em uma matriz simeétrica -
e outra anti-simétrica, define-se que a taxa de deformagcao angular
ocorrida no plano xy da figura como sendo metade da soma de « e é,

: 3 1 ; 3 1
2 2

av du

ax ay

Analogamente, a taxa de deformagao angular nos planos yz e xz é
definida por:

1 W av )
€ =g = — e
= v 2 | 9y dz
) 1 du ow
€ =g = — +
. o 2 dz oax )

1ii) Rotagao

Um elemento de fluido em estado de rotacao
pura possui o seu volume preservados assim como os angulos formados
entre seus vertices, isto €, eles ndo se deformam angularmente. A
rotagao de ABCD é proporcional aos 4ngulos « e g indicados na
figura,

20 = IIX
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LEMENTD Am Pt

ay
— — dx| dt
'
tan o = a = EE - &x
AC dx
du
DD’ 5§ d dt
tan B = B =55 - dy

Como o elemento possui apenas rotagao o 4&ngulo do vértice A
preserva-se e portanto a = B. Neste caso a taxa de rotacdo do

elemento no plano xy é dada por:

1 S | v _ 8u
C == @A =5 | &

Para os planos yz e zx a taxa de rotagdo é obtida de maneira

analoga, seus valores sao:
£ = — { oY . 2W ] e n = —%— [ o= —-Jﬁ ] respectivamente.

2 dy 3z

Note que a taxa de rotagao €& idéntica & metade do valor do

rotacional do campo de velocidades,
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T(VXV)=(El:WJ;Ck)
3.8 O_Tensor_de Deformacgoes
Apos decompor e interpretar

cinematicamente o movimento relativo de uma particula e sua
vizinhanga € util, para posterior manipulagdo na equacgao do
movimento, apresentar estes resultados na forma tensorial.

Os resultados da secgdao 3.6 mostram gque
pode-se definir o movimento relativo de wuma particula de fluido
atraves de trés estados: dilatagao volumétrica, deformagdo dangular e
rotagao. Esta decomposigdo, expressa em forma matricial pode ser
reescrita em uma notagao tensorial de forma mais compacta. Definindo

o tensor de deformacdes e”

e” pode ser decomposto em uma parte
simétrica composta pelo estado de dilatagdo pura e deformagdo pura
(6 componentes independentes) ' - : R -
por outra parte anti-simétrica composta pelo estado de rotagao pura

(3 componentes independentes), assim:

ax. T x.

au. au . au. au .

i j ] 1 [ i j ]
+

j i i

E = e— = _-.l——.
aw 2

Para finalizar, o diferencial do campo de

velocidades, apresentado na figura matricial na secgdo 3.¢ pode ser
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escrito em notagdo tensorial como
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CAPITULO IV

EQUACOES DO MOVIMENTO - FORMULACAO INTEGRAL

Neste capitulo serao desenvolvidas as
equagdes da continuidade, da conservagao do momento e da energia
através da formulagdao integral utilizando-se os conceitos de

Sistema, Volume de Controle e dao Teorema de Transporte de Reynolds.

4.1. Teorema_de_ Transporte de Reynolds

Sistema: Todas as leis da mecdnica sao escritas para sistemas
(volume material), que sao definidos como uma
quantidade de massa arbitraria porém de idéntidade fixa.
As propriedades do sistema podem variar (como exemplo:
pressao, temperatura, velocidade etc), assim como sua
fronteira (superficie material) com o meio envolvente
pode deformar entretanto sua massa e fixa durante
qualquer transformacgao.

Volume de Uma certa regidao do espago, estaciondario ou naéo,

Controle: deformavel ou ndo, onde as propriedades do fluido podem
variar, assim como a massa. Isto €, o volume de controle
admite fluxo de massa através de sua fronteira
(superficie de controle), contrariamente aoc que ocorre
para sistemas.

X = IV



FORMULACAO INTEGRAL
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V.C. Estaciondrio V.C. Mével V.C. deformdvel
V.C. fixo no local, V.C. movendo-se a dentro do cilindro
aplicado p/ analise velocidade do navio Analise da variacgao
de esforgos no local Analise das forgas de Pressao.

de arrasto.

Fig. 1 - Tipos de Volume de Controle (V.C) estaciondrio, modvel
(velocidade constante ou nao) e deformavel. A fronteira do
V.C. é denominada Superficie de Controle (S.C.)

Para que se converta a analise de sistema
para uma andlise de volume de controle, deve-se estender a
formulagdo matematica para uma regido especifica do espago (o V.C),
ao invés do conjunto de massas individuais. O teorema de Transporte
de Reynolds faz esta conversao.

Considere B uma propriedade extensiva do
sistema (tal como massa, M, ou quantidade de movimento, Mﬁ, ou
energia interna, U, ou entalpia H, etc). O teorema de transporte de
Reynolds (TTR) relaciona a variagdo da propriedade B do sistema com

a variagdo de B tomado num volume de controle, seu enunciado diz
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que: a taxa de variagdo da propriedade B do sistema & igual a
variagdo de B dentro do volume de controle mais o fluxo liquido de B
que cruza a superficie de controle.

Para demonstrar o Teorema, considere um
volume de controle (V.C.) num instante t = to , coincidente com o
sistema, situagcdo descrita na Figura 2 abaixo. No instante
t = t°+ 3t o sistema e o volume de controle assumem uma diferente
posigdo no espago (representacao de um caso genérico onde o volume
de controle é movel com fronteiras deformaveis).

Volume de
Controle

(t.) Sistema (ko+St)

"C sistem <

Fig. 2 Movimento relativo entre o sistema e o V.C. mével com
fronteira deformavel.

Os algarismos romanos I, II e III indicam os volumes de trés
regides: prépria do V.C. (I); do sistema (III) e conpartilhado pelo
sistema e o V.C. (II). A taxa de variagdo, com o tempo, de B no
sistema é

DB

i [ B, (t, + 8t) + B (t+8t) - B(t) ]

sist dt-o ot

Somando-se e subtraindo-se B:“% + &t) da expressao acima tem-se

3 = IV
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gg R B (t_+3t) + B (t +3t) - B (t) X B, (t +5t) )
sis S§t+ o st ot
B (t _+5t)
ot
O primeiro termo do lado direito da

equacao esta relécionado com a variagdo temporal de B dentro do
Volume de Controle,

4
5t | =3t (B)

1, B[ (ta+5t) - B:l(t5+5t) - B(to)
dt+o

A propriedade B nao €& necessariamente
uniforme no V.C., portanto € conveniente expressar B através de:

e

onde B tem dimensdes de [unidades de B/massa] . Dessa maneira o
limite fica sendo:

. B (t+8t) + B. (t +86t) = B(t))
lim 1' o 11" o o T |
at-vo[ 3 }"T”I’gp av

(o] segundo e terceiro termos estédo
relacionados com o fluxo da propriedade B que cruza a S.C., isto ¢é
(B t8E) é a
quantidade de B, transportada pelo sistema, que cruzou o V.C. num

fluxo de B que sai e/ou que entra no V.C. Note que B

4 - IV
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lapso de tempo 8t. Considere SA um elemento da superficie do
volume de controle. A propriedade B do sistema cruza o elemento de

3 . » L . .
area A com uma velocidade relativa Vr, como indicado na Fig. 3,

” ~ d¥= 2 dAs (Vostcase)dA

Fig. 3 -Fluxo através da superficie dA durante um lapso de tempo &t.

A velocidade com que o fluido cruza a S.C., ?r, difere da velocidade
do fluido 3, devido a velocidade da fronteira ?L, entdo

vV =Vv-79.

r b

Deve-se ressaltar que tanto a velocidade do fluido V como a

velocidade da fronteira ?L devem ser obtidas de um mesmo referencial

b = TV
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de velocidades. Baseado nos argumentos acima,

. B {t +5t) Fluxo de B
lim 1 o _ J'I Bp (¥ .R)da = |: que sai do :|
dt-+o F
st ; vV.C.
area de
saida
do v.c.
analogamente
: B (t +8t)
étﬁlo _ Y e = '”‘ BS (vrﬁ) d A Fluxo de B
st S en de que entra
entrada o e
do v.c.

Note que o sinal negativo em frente de B (t +3t) e absorvido na

integral de area pelo produto escalar entre‘?‘e n que é
normal a superficie do V.C. apontado para fora.

(o] vetor

IR0 I-R<o
safda de fluxo entrada de
fluxo

6. = IV
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Somando-se os resultados dos limites encontra-se:

; B (t +3t) B (t +5t)

lim 111" 7o 1' o _ L2

st+o { - T } = [[ep@- %) an
$.C.

Com estes resultados pode-se escrever a variagdo da propriedades B
do sistema em termos de quantidades relacionados ao V.C.

DB d II -

S e o v+ v-R) aa

Dt | at Bp Bp (V- n)

sis
v.C. S.C.
v v - N Vi

Taxa de Taxa de variagao Fluxo Lfquido de B
variacéao de B no V.C. que cruza A superficie
de B no do ‘v.C.

sistema

Esta e a forma geral do Teorema de Transporte de Reynolds. Ela
permite algumas simplificag¢des, dependendo da escolha do V.C. que

serao vistas a sequir,

i) V.C. ndo deformavel
Se o V.C. ndo se deforma, isto ¢é a

posicdo relativa entre os pontos de sua fronteira, S.C., nao varia
com o tempo, a diferenciagdo com relagdo ao tempo pode ser
efetuada dentro da integral (regra de Leibnitz):

28 ”jﬁ—tws)d\H”Bp(?;‘ﬁ)dA

Vi € S .C.

sist.

7 = IV
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ii) V.C. deformavel
Se a fronteira & deformavel, a

diferenciagao com relagdo ao tempo da integral de volume pode ser

decomposta usando-se a regra de Leibnitz,

DB
— Hj a (PB) av + [[Be(¥ - §) aa + ” ge (¥ - Haa
sist
.C s.C. 86

L A ) L V] )
termo de fluxo termo de fluxo

devido a velo-. devido ao movi-

cidade da fron- mento relativo

entre fluido e

teira
i fronteira

4.2. A_Equacdo_da_Conservacdo_da_Massa

Se a propriedade extensiva genérica B

~ . L
passa a ser massa, M, entdo B=1. Como a massa de um sistemae

conserva por definicdo entéao,

DM _ _ a L2
S| =0 = —-EJ-J.J-pdV 4 ”p(?r R) da
sist
v.C. s.cC.
\ v J \ v )
taxa de variacéo fluxo de massa que
de massa dentro cruza a S.C.

do V.C.

Exemplo 1 Um baldo esta sendo enchido através da secgdo 1 de area
A, com ar a velocidade v, e densidade P, - Considere a

densidade média do ar no interior do balédo P, (t).

8 = IV
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Determine uma expressao para a taxa de variacdo de P, ©

R com o fluxo de ar de entrada.

— L *
SC qe fmawd
bande-ce tom
(D) lbcﬂQo =¥
Laxa Rix|

5B S.C.
L\ v )

,._
—

O termo (I) € a taxa de varigdao de massa dentro do balio.
Uma densidade média Py € assumida, entdo a integral

tripla de volume fica sendo

”I pav =op -,;‘— I R (t)

e portanto

a _ d 3
Ei ”I pdvVv = 50T —¢ (p, R)
V.C.

O termo (II)é o fluxo de massa que cruza a S.C. Note que
O V.C.é deformavel, mas na secgdo 1, por onde o ar entra,
nao se deforma portanto, g = 0 e Vs=

r

9 - IV
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p (¥ -n)da = -p V A
1T 1 1

somando-se os termos (I) e (II)

a
dt

'3 _ 3
(pb RY = a1 P Yy A

Esta é uma equagdao diferencial de primeira ordem que
constitui parte da analise do enchimento de baldes. Ela
nao pode ser resolvida sem os valores de P, © P, Que sao

obtidos de relagodes termodinamicas. A pressao e
temperatura assim como a tensdao elastica do baldo também
devem ser envolvidas na andlise.

Exemplo 2 Considere uma ampola de injegdo onde ocorre um vazamento

de fluido no émbolo. Faga uma analise usando um V.C. ndo
deformavel e outra usando V.C. deformavel, compare seus
resultados.

10 = IV
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1

A Ve
— R
7 7/_ 5
/p 1
M i
//I///,. f: C.t—c
t.——_?_ {
®

i) Andlise com um V.C.

ndo deformdvel:

S G
|
_—
e Vu."41
! Y
e -l
X
8 -

J.J-J.Wpdv + ”.p(?r-ﬁ)dA—o
V.C.

L | | §.C. |
variacdo da fluxo de massa que
massa no Vv.c. cruza a s.c.

(I) (IT)

11 - IV
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J

v

O termo (I) trata da variagao da massa dentro do V.C..
Notando-se que o V.C. contém tanto fluido como parte da
massa do embolo, a densidade do V.C. fica sendo

p =

onde Mf = massa de fluido no V.C.; Mp:= massa do émbolo

dentro do V.C. e V = volume do V.C. constante. A taxa de
variacao da densidade p é:

%o _ 1 ;
e - v (M + M)
entao
ap - L] .
I] & av = i +i
¥ .C.

O termo (II) que trata do fluxo de massa através da S5y

¥R aa = V.A + p.V.A - vV A

(X ) P V. A + p V, A PV A

.c. v J \ S—
fluxo de massa de . fluxo de massa
fluido que sai do do émbolo que
v.c. através das entra no v.c.
secgoes n1 e A_. através da seccao 2.

2

Substituindo os termos (I) e (II) na equagao integral:

+ Mp + (pf v1 A1+pr2A2) = (pprAp) = 0

Portanto, a variagdo da massa de fluido dentro do v.c. é
igual ao fluxo de fluido através das superficies A e A,.

Mo = - (P VA + PV, R)

12 - IV
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note o sinal negativo no lado direito da equagao
indicando que a massa de fluido dentro do V.C. decresce
com o tempo. Da parte do émbolo,

M = + vV A
p Po Vo B

indicando que a taxa de aumento da massa do émbolo dentro
do v.c. é igual ao fluxo dessa massa que entre pela S.C.
A equagdo também mostra que M;> 0 o que indica que a

massa do pistdo dentro do v.c. sempre aumenta, conforme
era de se esperar.

ii) Andlise com um V.C. deformdvel

ViiVa < Vp san velouw/es

flahvas @O fef, indi-
cad 9

Vz

N
5(?

AN

Y ‘-

" Lronter ra Aqormcn'\’ﬂ'
§ TN Y
movendo-se <am veloudade VP

E necessario observar gque comumente ocorrem situagdes
onde uma fronteira do v.c. é deformavel (neste problema,
a secgao 2) e outra é fixa (neste problema, a secgdo 1) e
sendo necessario tomar precaugdes ao utilizar as equacgdes
corretas para cada fronteira. A equagdo da conservacgido da
massa fica sendo:

13 - IV
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d —
ﬁ——”jpdv + _Hp(?r-n)dA=D
Y.C. S .C.
A variagao da massa dentro do V.C.
d _ d = =
F [[[ecav = o G [[[av = -0 v, a

O fluxo de massa que cruza a S.C.

” pf(\_} - R) da

Il

pe (V,+V) A, +p V A

f
e

V = vel. relativa
r

com que o fluido
cruza s.c.

entao

Il
o

-pfva + p (V2+Vp) Az + pr1A1

f

mas A = Ap + Az , logo

i
o

-p. VA +pVaA
PV A +p

f 2 2+ pfv1A1

ou

P, VPAP = (pf V2 2-';2+pf V‘I A1)
— v ) \ vV )
taxa de varia-

¢a8o de massa

dentro do v.c.

fluxo de massa que
cruza a s.c.

Este exemplo indica a importdncia da escolha e
posicionamento do V.C.. No primeiro caso estudado,
respostas indicam os fluxos de massa do fluido e
émbolo dentro do V.C. como sendo:

14 - IV
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=
Il

=Py Vi A ¥ PV, A

No entanto, ndo relacionam um com o outro. Ja para um
V.C. deformavel, cuja fronteira move-se com o émbolo
encontrou-se que o fluxo de fluido que cruza a §S.C. &
diretamente proporcional a area do émbolo e sua
velocidade de avancgo.

B Volly = [PV & * 9,V 4)

4.3. Conservacdao do Momento

A segunda lei de Newton aplicada ao
movimento de um sistema para um referencial inercial ¢é dada pela
equagao abaixo:

l%f- (m vgmt = X ?ext

Ela estabelece que a variagdo de momento do sistema & igual a
somatdria das forgas externas que atuam neste sistema.

Um termo adicional de aceleracdo relativa
deve ser incorporado para referencias ndo inerciais. Considere um
referencial (%, y, z) nédo inercial que se desloca e gira com uma
taxa de dﬁ?dt e 0 respectivamente a um referencial inercial
(X, ¥, 2,), veja Fig. 4

15 = IV
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&

Fig. 4 - Referencial ndg inercial (x,y,z) deslocando e girando com
velocidades <%§§ e A com relagcao a um referencial inercial
(XYZ) .

A aceleracao relativa a . € a aceleragao do referencial (x,y,z) em
relagao ao referencial inercial (X,Y,Z). Ela é dada por:

16 - IV
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d..h.
a 4 =Ly 2 28 xV

+ O x (?ix ?)

aceleracao
inercial
do ref.
(x,vy,Z)

aceleracdo angular
do ref. (Xx,y,2)

aceleracao de Coriolis do
ref. (x,y,z). Atua num plano
sempre normal ao plano da
rotacdo e vel oc i dade

aceleracdocentripeta }

Onde R vetor posigcdo emtre refs. (x,y,z) e (X,Y,2).
=> " o 4
r vetor posigao entre uma particula e o ref. (x,y,2).
- -
n rotagao do ref. (x,y,2z).

V¥ velocidade da particula relativa ao ref. (x,y,z).

Portanto, para referencias ndo inerciais, a sequnda lei de Newton

escreve:

bE ()0 = P ~ M0 3

Dt (m sist sist arel

O procedimento para expressar esta equagdo do sistema em termos de
volume de Controle é através do Teorema de Transporte de Reynolds.
Considere B=m V e B = v (equivalente a momento por unidade de

massa), entdo a segunda lei de Newton, para um referencial nao



FORMULAGAO INTEGRAL

inercial, na forma de volume de controle escreve:

rel

019
ul
oy
-;.'
h—
©
<

av  + IL.? +p (¥en)aa=gF - J;L[-pg qv

Deve-se destacar que a equagdo acima exprime a variagcdo de uma
grandeza vetorial, o momento, e portanto ela € uma equacdo vetorial
que pode ser decomposta em trés escalares, uma para cada diregdo do
sistema de coordenadas adotado. O proximo passo no desenvolvimento
da equagao do momento &€ determinar a natureza da somatdéria das
forgcas externas que atuam no sistema, ¥ ?ﬂt . Elas podem ser
classificadas em quatro categorias:

forgas de campo, forgas normais a S.C., forgas tangenciais a S.C. e

forgcas mecanicas que cruz .an a S.C.

i) As forcas de campo ou forgas de corpo, ?B , atuam em todo o
sistema simultaneamente. Por exemplo, elas podem ser de origem
gravitacional, eletroestatica, eletromagnética etc. Elas, sendo de
origem conservadoras, podem ser expressas em fung¢do do gradiente do

seu potencial &

T ?;=V ® - (massa do sistema) = II[V ® p dv = IIIV ¢ p 4v
t. «Ce

lembre-se que Vsm"E V,.no tempo t = t . Em Mecanica dos Fluidos
a forga de campo que usualmente ocorre ¢é a forga gravitacional,

¢ = -gz entdo para este caso,

18 = IV
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_ii) As forcas normais a S.C., §N , © as forcas tangenciais a S.C.
SJ sao forgas que atuam sdémente na_superficie do Volume de Controle.
A elas estdo associados os efeitos da tensdao Egrmalﬁfle da tensao
de cizalhamento T atuantes na S.C.. §fa Ek sdo osvetores que
representam as {crgms normais e de cisalhamento que agem num
elemento de superficie. As forgas normais §N podem ser expressas

atraves de uma componente das forgas viscosas e outra da presséao
estatica do fluido,

5 T} au.
1
= = - - = <V +
%‘ UH p 3 BV K d xX.
) \ V. LI
pressao for¢a normal de
estatica origem viscosa

Para a maioria das aplicagdes, as forgas normais, provindas determos
de pressdo estatica, é muitas vézez maior que dos termos viscosos.
Excegdo se faz a fluidos nao Newtonianos, e a escoamentos
compressiveis com ondas de choque. Fora estas restricdes, é razoavel
aproximar as forgas normais pelo termo de pressio estatica,

?a = - IJ P Rda

onde B é o vetor unitario normal a superficie do V.C. apontando para
fora do volume.

As forgas tangenciais sdo uma consequéncia direta da acgdo da

19 - IV
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viscosidade do fluido hd entretanto fendémenos de interface onde a
tensdo supercial também passa a ser uma das forgas tangenciais-
dominantes. O enfoque sera apenas para forgas tangencias

provenientes da agao viscosa que serdo representadas peio Proédk)
escalay ewire, O velpr norunal < o Rns0r das ¥wroe T

%:r' = Iﬁﬁtl d A,

A magnitude destas forgas tangencias depende diretamente da primeira
derivada do campo de velocidades do fluido o que impossibilité sua
avaliagdo numa andalise integral a menos que se tenha uma estimativa
de seu valor. Estas estimativas de t, veja tabela 1, podeﬁ ser
realizadas para algumas geometrias conhecidas através de fatores de
atrito definidos por: |

onde p e V sao respectivamente a densidade e velocidade média do
fluido e T é a tensao que o fluido exerce na parede.

20 - IV



FORMULACAO INTEGRAL

Laminar Turbulento
64 0.316
Tubo Circular T (t)
Re Re '’
D D
2576 0.236
Placa Plana ——— 72 — e (++)
Re Re'’
X X
Tabela 1 - Fatores de Atrito para tubos circulares e placas
planas. Reynolds do tubo é definido por por Rep = (VD/v)

onde V é a velocidade média do tubo, v é a viscosidade cinematica do
liquido e D o didmetro do tubo. Reynolds da placa plana é definido
por Rex = (Vo x/V), onde Vo é a velocidade da corrente livre e x a
distancia do bordo de ataque da placa. (t) relagao empirica de
Blas}us valida para tubos lisos com Rep = 10°. (+t) valida para  Rex
= 10 .

Os fatores de atrito para tubos circulares podem ser extendidos para
tubos de geometrias nao circulares calculando Reo empregando a
aproximacdo de didmetro hidraulico,

4 x area

perimetro molhado

Esta aproximagdo resulta em valores de f com incertezas de + 15%
para regimes turbulentos e * 40% para regimes laminares. Maiores
detalhes sobre os fatores de atrito podem ser encontrados nas
referéncias [3] e [4] .

iii) Forcas Mecédnicas, F representam todos os outros tipos de

MEC’
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forcas, nao gerados pelo fluido, que cruzam a S.C.. Usualmente é a
rorca de reagdao dque aparece no material (por exemplo a tubulacgido)
-causada pela forca que o fluido exerce nele. Note que para gque o
sistema material e fluido esteja em equilibrio mecanico é necessario
que estas forgas se cancelem. Um dos erros mais comuns na aplicacgdo
da equagao do momento €, na escolha de um V.C. que atravessa
tubulagdes, eixos ou qualquer outro material que ndo seja o fluido,

nao levar em conta as forgas que existem no material.

Substituindo os termos i, ii e iii na

equacao do memento para um referencial nao inercial obtém-se:

22 = IV
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a |[[pYave{[ov @, Fan = 5[ oav -[[ptanefidan + F,o[[[o3, v
|

-variacéo de
momento dentro
_do Vil o

[Fluxo de momento
através da S.c.

[forga da gravidade]

Forca normal a S.C.
P. estatica

[Forca tangencial a s.cC.]

Forca mecanica que cruza
a s.C.

[Aceleracgdao relatival]

Exemplo 3 O carro mostrado na Figura abaixo desliza sem atrito e é
acelerado para direita com o impacto do jato. Derive uma
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equagao para o momento do carro e estime o tempo
necessario para que ele atinja 95% da velocidade do jato.

/ {.C. nas delogrwmave|

—————-— == E mavel <ow 9 eaevo

A LS
V) Ve

)
o]
't
L

YA ; ced T, _
| e 8. Hidg inexeal
| o move-se junto </

=z m— cavr

(=)

SIS s 77 s/ 77 77 77777

X

:\nbru‘c.i

)3

(

Para um V.C. fixo no carro, a equagao da conservacgao do
momento na direcao x é:

- IJ-Ip a av = UI 2 (pv) av + ‘[ pvx(T}'r.?u:) aa
- G rel 2 - ) w iz

Cii) Ciii) Civ)

Note que a equagdo escalar acima representa o balanco de
forgas na diregdao x. O termo de forg¢a normal atuando na
S.C. se cancela porque a pressao que atua na S.C. ¢é
uniforme. As forgas tangenciais atuantes na S.C. serao
desprezadas.

i) Como ndo - hdA nenhum tipo de eixo, alavanca ou
mecanismo que cruza a S.C. a F = 0.

ii) Como o referencial se move com o V.C., aparece um
termo de aceleragao relativa ao referencial inercial XY,
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5 - d x2
rel 4 t2
Assim a integral do volume
2
Iflpa W o= (M s d?
4 S dt
onde Mc é a massa do carro e M}u) € a massa do fluido

dentro do V.C..

iii) A variagao do momento dentro do V.C. €& dada pelo
termo

a avx

onde Vx é a velocidade do jato medida do referencial nao

inercial (x y). Este termo representa a variacdo da
quantidade do movimento do fluido contido no V.C. Note
que a massa do carro M; nao entra na analise poque para

o ref. (xy) o carro esta estacionario.

(iv) Considerando-se que apdés o impacto do jato com a
superficie plana do carro, o fluido defletivo ndo possua
componente de velocidade na direg¢do x, o fluxo de momento
que cruza a S.C.,

U pvx(x?r-?)dza - oV (Ven) A

onde A.j € a area do jato. Do ref. ndo inercial (x y) V£=0
(V.C nao deformavel), Vr = Vj - Vc) portanto

(V.*n) = - (V -V)
Para o referencial ndo inercial (x y) a velocidade do
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jato V; que cruza V que cruza a S.C. é

portanto o fluxo de momento através de S.C.

_ e
Hcp V(Ven) dA= -p(V-v)ia
Substituindo-se os termos dos itens i, ii, iii e iv na
equacgao da consevacao do momento
2 av
= (M+Mf) 1 }2{ = p X av - fol (V_—V)z A
© dt _ ot i % !

A equacdo acima requer informacdaoc sobre a massa de
fluido dentro do v.c. e também da velocidade do fluido na
direcgao x, L medida do referencial ndo inercial (xy).

Considerando-se que a massa do carro M e muitas vezes

maior que a Massa de fluido dentro do V.C. entdo

2
(M +M_(t)) di‘ = M d’; e
£ dt © 4t
av_
P ”\[T dV
g < < 1

azx

M 2
¢ at

portanto a equagdo aproximada do movimento fica sendo:
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M d}: = p (V-v)?a
© dat b £ /
_ax .
mas Vc (t) = aE entao
dav p A
c _ j - e
3T T 8 =807

integrando-se a equacdo acima
v t

c dvVv p A
e - j dat
(7. =v_)? M.
0 i~Ve

Obtem-se a velocidade do carro em fungdao do tempo,
velocidade e area do jato e da densidade do fluido.

da

O tempo necessario para que a velocidade do carro atinja

95% da velocidade do jato é:
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Exemplo 4 Usando a equacdo integral da conservagcdo do momento
determine a equagao do movimento do carro em termos da
altura da coluna de liquido h (t).

W s derormayel - L = -

2 Lawm bawn ol e |

T e e o ! \ =] E
heuxda +ubo , S seccap Tansveral

Lu;m}érwe. 2 area A

h ==
WX
4 |
/r ) |
e ref. nag |
; ‘ol )
[1::;;30(/0 —= "|r (@ c‘:’i;JVtiO AC
chuyo
Ay Y'CA?( dec

iV il A A S A AT A A T T S S I S I R B S T ST IR R T i i
. - |
Tt*-\nevc\o\

Considera-se que a forga de atrito nas rodas é nula e que
a pressao que atua nas secgdées (1) e (2) ¢é uniforme,
portanto ¥ Feu?-: 0, Adotando-se um V.C. deformave| cuja
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fronteira movel acompanha o nivel do 1liquido da seccao
(1), a equagao da conservagao do momento para a direcido x
fica sendo:

v & .k ~ o
-p ax av. = p Wd V+p Vx (vb» n) dA + p Vx(vr-n)dA
rel

ViCs V.C. s.C. s.C.

i) Cii) Ciiny Civ)

i) Como o carro movimenta-se sodmente na diregdao x, o
unico termo de acel. relativa é referente ao movimento de
translacao do referencial ndo inercial xy ao referencial
inercial XY,

massa de fluido na
coluna h(t)

massa docarro

massa de fluido na seccdo horizontal

massa de fluido na secgdo vertical (2)

ii) A variagcdo do momento dentro do V.C. na direcdo x
depende diretamente da componente de velocidade do fluido
na direcdox medido do referencial ndo inercial xy.
Restringindo a analise para h> 0, V s6 ndio € nula na
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seccao horizontal L do carro. Desde que a secgao

transversal do tubo possui uma &rea constante A e

assumindo-se uma velocidade uniforme na seccio A, V pode
X

ser relacionado com a altura do nivel do liquido atraveés
da equagao da continuidade, portanto

_ dh
V. " @ ©
a v 2
P TE ‘pM"d—?
dt
V.C.
iii) A velocidade da ' fronteira na direcao (x), V é

nula e portanto

iv) A velocidade do fluido na direcgdo x, V., que sai do
V.C. através da secgdo (2) é nula, consequentemente

—-
p” V (V.M dA = o0
S.C.
Substituindo-se os termos (i), <(ii), (i) e (iv) na

equacao da conservagao do movimento chega-se a:

2

~(PAD (t) +M +pAL+HM) 3—’2{-= pAL—d——l-;—
¢ dt dt

O movimento do carro relativo ao referencial inercial Xy
é dado em fungdo do nivel de liquido h (t) do carro:
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4.4. Equacao_da_Energia

A primeira lei da termodinamica aplicada

a um sistema é dada por:

é - W = g E sistema.

Q e W referem-se a taxa de transferéncia de calo: e trabalho,
respectivamente entre o sistema e o ambiente. Na convencdo empregada

nos textos de termodindmica a taxa de transferéncia de calor Q para

o sistema & positiva e a taxa de trabalho realizada pelo sistema ¢

positiva. E € a energia do sistema. Serao considerados trés formas
de energia. Para uma particula de massa dm elas serao: energia
cinética -%? \f dm, energia potencial g z dm e energia interna
U dm. vV, € a velocidade relacionada a um referencial inercial e
estacionario (a palavra estacionario significa que o referencial nao
se move, isto é conveniente para evitar uma condigdo de energia
cinética infinita). Z refere-se a uma cota especifica. Estas trés
formas de energia sdo suficientes para a maioria dos problemas de
engenharia. Para fenomenos onde ocorrem reagdes gquimicas ou que
energia potencial esta associada com campos elétricos ou magnéticos
novos termos deverdao ser adicionados ao termo da energia E do
sistema para representar estes novas parcelas de E.

Com estas restrigdes para representacgdo da
energia E do sistema a equacdo integral da energia para um V.C. nao

deformdavel é obtida a partir do Teorema de Transporte de Reynolds e

pode ser escrita (B =E; B =e = Vf/z + g2 + 4) como:
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v 2
12 %

v
J[ : p dV + {[[——%- + gz + ﬁ] p(ﬁr.ﬁ)da

«C . s.C.

W =

O
I
Q-lﬂ-

t

|

=+ - i i . bl
Vr € a velocidade relativa do fluido. Os termos Q e W representam as
trocas de energia térmica e mecanica entre o sistema e o ambiente.

As parcelas que compde cada um dos termos Q e W serdao discutidas a
seguir.

i) Fluxo de Calor é

O calor pode ser transferido de ou para o
sistema atrawvés de radiag¢ao ou condugdo. problemas a taxa
de transferéncia de calor sera dada mas a sua natureza ndo sera
especificada.
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ii) Taxa de transferéncia de trabalho W

A parcela de trabalho na equagédo da

energia pode ser subdividida em quatro termos: trabalho de eixo ﬁs,

trabalho das tensdes normais (pressao) wp, trabalho das tensdes de

cisalhamento ou também conhecido como trabalho das forgas viscosas
ﬁﬁa o trabalho inercial ﬁl, assim

O _trabalho_de_eixo Ws & a porcdo de trabalho dada pelo eixo de

uma maquina (rotor de uma bomba, pas do ventilador, pistdo etc) que
cruza a S.C.

O_trabalho_de_pressao_Wp € o trabalho realizado pelas forgas

normais a S.C. Pelos fatos argumentados na secgdo 4.3, considera-se
que as forgas normais originam-se sodmente do termo estatico de
pressao. A taxa de trabalho realizada pelas forgas de pressdo ocorre
sémente na superficie do V.C.. No seu interior ela se cancela. ﬁp é
igual a forga de pressdo num elemento de area SA vézes a componente
de velocidade normal a S.C.,

ﬁ:p=”p(\7.?1)da

onde V é a velocidade do fluido medida de um referencial ligado ao
V.G,

O_trabalho_Viscoso_Wv é o trabalho realizado no V.C. pelas tensdes
viscosas que agem na S.C. O trabalho realizado pelas tensdes
viscosas no interior do V.C. é nulo porque as tensdes internas se
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cancelam. ﬁv é dado pelo produtoc das tensoces de «cisalhamento e a
velocidade do fluido na S.cC.,

W= - Iﬁi(t - 7)) aa

v
s.cC.
onde (? dA) € um vetor forga que representa a agdao da tensdo de

cisalhamento agindo no elemento de area dA

Nota: Wv pode ser nulo ou desprezivel de acordo com o tipo
particular de fronteira do V.C.
Para S.C. coincidindo com uma fronteira sdlida V = 0 devido

a condigadao de nao deslizamento imposta pela agao da

viscosidade,eportanto para este caso ﬁv = 0.

Para S.C. que sao aproximadamente normais ao fluxo
(entradas e saidas do V.C.) as tensdes cisalhantes sao
normais a velocidade, portantoﬁ(t:-_v XAz 0 e ﬁv = 0.

O_trabalho_inercial ﬁl é parcela da energia associada com o
movimento do V.C. em relagdao a um referencial inercial e
estacionario.

A diferenga entre a taxa de trabalho
associada ao movimento do fluido e ao movimento do V.C. é observada
notando-se que

?-9+ S gz
onde —%%—é'a' sdo respectivamente as velocidades de translagdao e
rotagdo do referencial do V.C. com relagdao ao referencial inercial e
estacionario e V é a velocidade do fluido com relacdo ao referencial
de: V.Cs
A taxa de trabalho transferido de ou para

o V.C. deve ser determinada através do referencial inercial
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estacionario, consequentemente o trabalho realizado pelas forgas
normais e tangenciais deve ser redefinido em termos da velocidade -

relacionada a um referencial inercial e estacionario,

W H p (T R)an + 'J_p{[g_f§+ax;].a}da .

S.C. S..C.

qu ~”’ﬁ,(r-$‘)dzx -J'J'}'f. T - [—g +§x:‘:’]]dA.

.C §.C.

Uma vez que ﬁ%e ﬁ& {oram definidos baseando-se na velocidade do
fluido medida de um referencial do V.C., estes termos devem ser
corrigidos para compensar os movimentos de translagao e rotagao que
o referencial do V.C. pode vir a ter em relacdo ao referencial
inercial estacionario. O termo para correcao deste déficite é o
trabalho inercial definido por:

ﬁI=JJp[[—§—§-+ﬁx?] .ﬁ]“ ..”%.[%ff_mx?-]“

S .C. S.C.

Substituindo-se os termos Wp, We WI na equagao integral da energia
para um V.C. nao deformavel obtém-se:
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4.5 Equacgdao de Bernoulli

E util identificar na equagdo da Energia
os termos deﬁenergia potencial (g 2), energia cinética (Vf/Z) e o
fluxo de trabalho das forgas normais (p/p) como os termos mecanicos
da equagdo e a anergia interna G e o fluxo de calor Q como os termos
térmicos.

Desta maneira pode-se re-escrever a

v

equagdo da energia isolando-se os termos mecanicos e os termos
térmicos,
2
1
+ gz

2
v
- R - av + :
s v I dt 2 P 2

vV.C. S.C.

+<_:gz+—F;L P (T?‘;B)dA-l-

termos mecanicos

g_tJIIﬁpdV +IIﬁp(?r-H)dA—é

vV.C. S.C.

| |
termos térmicos
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A equagao de Bernoulli & obtida
aplicando-se a equagdo da energia para um escoamento uniforme (as
‘propriedades do fluido ndo variam ao longo das areas de entrada e
saida de fluxo da S.C.) ea"}egime permanente através de um V.C.

estacionario mostrado na Fig. 5

W,

s G Az
N fmgswrror
-
— )
@Aa QIQ,,

Fig. 5 - Escoamento uniforme através das secgdes (1) e (2) em regime
permanente e V.C. estacionario.
Neste caso a equagao da energia fica sendo:

2

v
-W = JJ [ L & gz-+{}]p (VK R )da + J[ﬁ p ( ?; R) dA - @

2
s.cC 5 .G

Como o escoamento €& uniforme, isto ¢é, a velocidade, pressao,
densidade e energia interna sdo constantes ao longo das secgdes (1)

e (2), as integrais passam a ser

v P .
l_ + gz + (e, = u) = 2 -
2 1 m

38 - IV



FORMULAGAO INTEGRAL

onde m = p V, A =p V, A, . Denotando por W_ o trabalho de eixo
por unidade de massa ﬁs/ﬂ: e por ¢ o calor por unidade de massa é/fn
e rearranjando-se os termos, chega-se a forma da Equagdo de
Bernoulli:

2

v v
_I_ + gz + _E = ! + g iz e _E -+ ws + (uz- u1) - q
2 P4 2 P
L ] L |
energia mecanica energia
térmica

trabalho de eixo

Os termos de energia térmica podem ser analisados wutilizando-se a

primeira e segunda lei da termodindmica,

du - Tds = - pd(1/p).

Substituindo-se o termo Tds pela desiqualdade de Clausius, Tds ziq/
na equag¢do da primeira lei,

du -dq = - pd(1/p),
ou em termos dos estados (1) e (2),

2

(w, = u) - a+ [pd(1/p) = 0
1

Entdao a equagdo da energia em termos da desigualdade fica sendo
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2

- W+ de(l/p) z 0
2 1

2
v' j& p
+gz+ =| - + gz + =
g o |, g 5

O que indica que a conversdo em energia mecadnica em trabalho de eixo
ou vice versa nunca € integral, sempre parte da energia total é
transformada em energia térmica irreversivel. Este processo de
irreversibilidade esta diretamente associado aos efeitos viscosos
atraves do termo de dissipacao viscosa e sera novamente abordado na
forma diferencial da equagao da energia. A desigualdade cessa quando
o fluido nac tiver viscosidade; consequentemente o escoamento
torna-se reversivel.

A fim de eliminar o sinal de desigualdade
pode-se adicionar um termo do lad?dgﬁigito da equagdao que passara a

gy i

representar as perdas de energia¥ Usualmente representa-se estas
perdas através de uma constante multiplicada pela energia cinética
do fluido assim,

2 2
(w, - u) - q+ [pd(l/p) = X
1

Os valores de K para varios acessorios de tubulacdes tais como
valvulas, tes, curvas, expébées e contragdes graduais encontram-se

nas refs. [3] e [4]. Substituindo a equagdo acima na equagdo da

energia,
+gz+-E - +gz+—E—w+J.pd(l/p)EK-———
2 P4 2 P N 2

1

Nota-se que para escoamentos incompressiveis o termo
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2

[paca/p)

1

€ nulo entdo os termos mecdnicos representam a energia util, no
sentido que tanto a energia cinética ou potencial ou o trabalho de
pressao podem ser convertidos entre si sem haver degradagao da
energia total. Os termos térmicos referem-se a dissipagdo viscosa
que converte parte da energia mecdnica e trabalho de eixo em energia
interna e fluxo de calor que se dissipardo, de maneira irreversivel,

para o ambiente. J4 para escoamentos compressiveis o termo

2

[pac1/e)

1

€ diferente de zero significando que uma parcela dos termos térmicos
€ reversivel, mais especificamente, uma parcela da energia total
devido a adigdo ou remogdo de calor é convertida em trabalho de

pressao.

4.6. Equacdao_da_Energia para um V.C. Deformavel

A possibilidade da superficie do Volume de
Controle ser deformavel introduz modificagdes na equacido da energia
desenvolvida na secgdo 4.4. Entretanto, varias consideracédes
aplicam-se tanto para V.C. ndo deformaveis quanto para V.C.
deformaveis e nao serdao duplicadas. Usando o Teorema de Transporte
de Reynolds a equagdo da energia para um V.C. deformavel fica sendo
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v 2
- - d I , .
Q"W———--dtJ‘J'[ + gz + Q4
2
v

v Cie

" . 3 - -
Notando-se que a velocidade inercial VI € expressa por

-+
m A -+ dR +»
VI—VF+Vb+—Ci'E+§Kr,
os termos de trabalho de

pressao e
transformam-se para:

das tensdes de cisalhamento

s.C.

V;?Ip=J'J’ p({;r- B)'dA +[ p(\-;';)dA‘*JJP[[dR =

S.C.

mantendo-se a definicdo dada para W, a equagao da energia para um
V.C. deformavel fica sendo:
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Exemplo 5 Agua escoa para fora de um tanque através de uma pequena
abertura lateral. A drea transversal do tanque é A. O
escoamento se contrai quando passa pelo orificio lateral
saindo para a atmosfera com uma 4&rea efetiva Ae.

Determine uma exprésdo para a variacao da altura do nivel
de agua no tanque em fung¢ao do tempo.

. . VoL
)i € 9 hiNel g ///f’#—*ﬁmm\\ e AQQrmdud
Tonaue N9 tnsYanke, Sty

1 1 e
. ) AeCvALenAanr a gV F"' T -
C=L). | we ¢y \'suido

;.BbETdhnmifﬂca
@A |
9 V]::
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Utilizando-se a equacdao da continuidade:

d v +”p(¢b~a’)dzx % ”p(?r-ﬁ)dz\ =0

S.C. s .C.

Como a agua € incompressivel, 38p/dt = 0. Sera considerado
propriedade uniforme nas secgdes (1) e (2)
portanto a eq. da conservagao da massa se reduza a:

-— | ) =
V.| A+ |V A =0

Como ?b € a velocidade de deformagao da S+ Ch :

consequentemente ela estd diretamente relacionada com o
nivel do reservatério:

. dh 3
T/)lca_ gt X
para simplificar a notagcdo a derivada temporal sera
indicada pelo superescrito (:) , assim
v =h® e
b
N _ _ _A
V=9 = — h 1

A equagcao da energia para um volume de controle
deformavel:
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ﬁss 0 nao ha trabalho de eixo cruzando a S.cC.

. , . . 4R
) iﬂz 0 V.C. e estacionario, 1isto e, 5= 3 = 0.

P%E 0 Parte da S.C. coincide com as paredes sdlidas do
tanque, nas secgdes (1) e (2) o fluxo é normal e
uniforme.

Antes de avaliar os termos da eq. da Energia sera feita
uma hipotese simplificadora considerando que a taxa de
fluxo da energia interna e o fluxo de calor sao
despreziveis. Esta condigdo é razoavelmente satisfatdria
uma vez que os efeitos no interior do tanque estio
confinados proximo a parede e, se h nao for muito
elevado, estes efeitos também ndao serdo. Se o cano de
descarga for longo ou tiver um didmetro muito pequeno
capaz de causar uma perda de carga (energia) elevada, a
hipotese deixa de ser valida.

Fazendo uso destes argumentos, sera considerado que é 2 0
€ que os termos de fluxo e a taxa de variagao da energia
interna se auto-cancelem.

Com estas hipodteses a equagdo da energia reduz a:
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v, "
+ i + =
” Lagas I

\%

2
I

P
+ g 2z +-2—
2 P

o) (Vb-n) d A

p (V‘r-ﬁ’) dA=o0

i) A avaliagao da taxa de energia dentro do V.C.

-ﬁ‘—-—-——-—,
ﬂ‘*—ﬁ

Sera considerada

que dentro do V.C.

a velocidade média do fluido é a

taxa de variacao
aproximagdo nao
proximidades do
o] escoamento
Considerando que
acelerado émuito

do nivel h. Esta
2 valida nas
orificio porgque
acelera.

o volume de fluido
menor que o volume

de fluido que escoa com velocidade
v pode-se afirmar que a

bl
velocidade média
h.

A coordenada z nao

dentro do V.C. é

AL

feireewnia (FCE 25 uoma hea
das Y'whas de edprente

den™) dﬂ'+OﬁQAAL

é'funqéo do tempo portanto

d -
¢ (92) =0

Assim o termo

019
t

VIZ
P + gz
2

V -
I

|

.C.

av

dt

I

IR

]pdV (?b.v’b)pha

ii) O fluxo de energia devido a deformagdo da fronteira,
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a

P
+ gh + 5 |* p|?JA

iii) O fluxo de energia devido a velocidade relativa

fluido,
Vl2 o) — A . Vbz pa
P +gz+-5-p(f/)r-n)dA=+ 5 —+To—p|vb[A
e 2
o
Obs.: considerou-se cota z = 0 o nivel do orificio.
Somando-se os 1itens (i), <(ii), e (iii) para compor

equagao da energia encontra-se:

2 2

) \Y 2 vV
(\_/)b-?b)phA ~[ B +gh + p; ]pﬁ}b]A + [[ ie ] Z - Pa :|p|vb!A=0

2 P
ou
/ »
, ¥
(V.- V) h v 2 7 A 12 V7 a/ "
b / ,
LA
cancelam L

Vb estd diretamente relacionado com o nivel

reservatorio, entao

vV =h R
b
como o reservatorio estd esvaziando,

|?d = - h porque h < 0.
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Substituindo o valor de ?b na equagao da energia:

2 2
. l . A _
2 2
. . g A _
hh + 5 h [ 1 [ Ae] ] +gh = 0

0 fator h & proporcional a aceleragcdao da agua no tanque
d‘ﬂ/dt. Se for considerado que a aceleragcao € muito

pequena este termo pode ser desprezado. Geralmente este
tipo de aproximagao € arriscado porque se Jjoga fora o
termo de maior ordem da equacao: diferencial e
consequentemente ela perde a capacidade de satisfazer as
duas condigdes de contorno. Este tipo de problema ¢é
abordado em teoria das pertubagdes. Felizmente a ‘solugdo
de primeira ordem, obtida quando h e desprezada, fornece
uma boa aproximagao. A equacgao diferencial reduz a

O R
Th[l'[a] hgn = 8

ou

d h vV 2 gh

V1-(a /Ae)zi

mas da equag¢ao da continuidade, Vi -(A/Azh. Substituindo

o valor de h encontra-se a férmula de Torricelli para a
velocidade de descarga de um tanque,
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Exemplo 6

v 2 gh

/1 - (Ae/A)z

ou integrando com relagdao ao tempo

t Vv g/2ho

. v (A/Ae)z- 1

No exemplo 4 uma expressdao foi desenvolvida relacionando
a . posigao x(t) do carro com a altura h(t) da coluna de
liquido. A equagao do momento e da continuidade foram
usadas para chegar na expressao:

2 2

X M +pAh +pAL +M) = pAL ‘”2’
dt " dt

Do ponto de vista analitico esta equacdo é indeterminada
pelo fato que ha duas incognitas e uma equagdo. A segunda
equagao vira da equacao da energia.

Efeitos de transferéncia de calor e variagdées da energia
interna 4 serdo agrupados no termo de perda; o trabalho
de eixo, W, € nulo. Sera desconsiderado a contribuicio

da forga de arrasto que o ar exerce no carro no termo de
trabalho. A equagao da energia fica sendo,
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| e |
[oN
<
+
%
t""-'_'ﬁ
e L, |
<
N-—-
+
0
]
+
|ﬁ
©
<l
o
ol
o
.

onde a velocidade V[ indica a velocidade medida a partir
de um referencial estacionario. Neste problema vV, pode

ser escrito:

_ dx -
vl—v"'ﬁl

onde V é a velocidade do fluido medida do referencial nio
inercial (xy), no caso, somente a velocidade do fluido em
escoamento

2 _ _ dx e dx )°
vi=9 ¥ =42 X (v,H[I]

assim os termos de energia cinética do problema podem ser
calculados como:

2 4 , /I’

2 /
Pd‘””pv* /3Ry an+|| ot @A) aa-=
2, WY pP=
S.C. 4 /7
P L o7 o
/ /
A _/

cancelam

I
2
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2 dt 2

!

. + b 4 - d
Da continuidade, §{n= - 9. R e consequentemente os

[4 o - 4 (&)
c

;
dltimos dois termos do lado esquerdo da equagdao se

cancelam. A magnitude da velocidade V é dada por [§| =
dh », dx

-3 e° produto (V-l)-?ﬁ?

secgdo horizontal de comprimento L. Usando h = dh/dt,

é diferente de zero sdémente na

ﬁ'=cﬂf/dt2 etc. por simplicidade, o integrando torna-se:

V2 .2 L - . @
—[——Vx+x ]= hh +hx +xh +x %

Lembrando-se que |?| = - h ¢ diferente de zero somente

para agua, entdao pode-se escrever

] %

V.C.

h h'(pAh + pAL + M ) + pAL [1’1 ¥ e % ﬁ'] y % x [pAh + PAL + Mﬁﬂ,f]
'\ V J \ A/, J k V J

taxa de variacdo de taxa de \'.rariacéo da taxa de variacadao da
energia do referen- Energia cinética da Energia cinética do
cial ndo inercial. seccado horizontal. referencial Incercial.
onde M, € a massa de fluido na secgao vertical (2), veja

desenho no exemplo 4.
A energia potencial é calculada através de:
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- / /
d / -5 /. S
H SF (P9 2z) av + ” p g z(?b-n)dm ”pg z,(fz’r-ﬁ’)dA = —f%\nl\’b]
J ‘ /
/
V.C. § .0 s.c. #
I 4
O . &
z nao funcgao (=p g h l\"b“ (na seccdo (2) z =0)
do tempo
mas |?b| = - h entdo a equagdo da Energia torna-se:

AR [pan + paL + m| voaL[ B X'+ % A7) + & X'[oan + paL + w_+ i]
+ pghhA+ (perdas) = 0
Frequentemente as perdas sdo colocadas na forma

x V2
p)

(perdas) = (p A V)

Nesta formula K é uma constante que se refere as perdas
devido a geometria, comprimento do duto ou por regides de

separacgao.
REFERENCIAS:
(1) Hansemn, Arthur G.; "Fluid Mechanics", John Wiley & Sons, 1967.
[2] Potter, Merle C. e Foss, John F.; "Fluid Mechanics”, Great Lake

Press, 1982.

(3] White, F. "Fluid Mechanics”, Mc Graw Hill (1986).
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(4] Fox, R.W. e McDonald, A.T., "Introducdo a Mecadnica dos Fluidos”,
Mc GrawHill (1974).
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4 Components of the Stress Tensor for Newtonian Fluids

Rectangular Coordinaies Cylindrical Coordinates Spherical Coordinates
(x,y,2) (r.8,2) (r.0.9)
dv, 2 du, 2 v, 2
#[2—3;—5(7 W)] T p[Z-a—;—-j(v 'v)] = p25 -3V "}]
au}‘ 2 130, v, 2 [ 1 (]
T»,-"#[Z'g}'-g(v")] oo P[2(- 20 +;)-§(V“‘)] w-#LZ(*;ﬁ -] 3(7"3]
dv, 2 v, 2, . [ (1 3y o r,cotﬂ) 2
CE i 18y "] W= b2 ~3(7 ')] *w“*‘_(,sinex“; - e
5o, il e 0 it a_)+lﬂ] _[1‘1*1&]
=T TR dy dx Ko R r a8 T = M0y = ’ar( r) r a8
dv, g, [ du, 1 dv. sinf 4 [ U 1 dre
=Ty ”-5_:_ .5'; To: = T =R B: T r a8 -r,,'-'r..,—p[ r ﬁ(sinﬁ)*rsinﬁﬁ]
S L o [ 32, é‘_e_] cnp=pf o 38, ()
wE:IDRS dx = 9z Tr =T TR S T ez Tor = e T K| Tsin® aw 6r[ r
dv, . dv 134 100,  ar, 19 1 8 an
. X _J’_ fraher 3 . -—— ..__F — - T —— kN ——— — €Y e s i i
(V" * dy 9z (V=" 3!"”” rdf  a- (= r Rr‘”'“‘rsinﬂ RG“"‘mm rsanf i

- Momentum Equations for a Newtonian Fluid with Constant Density (p) and Constant Yiscosity ()

Rectangular Coordinates ( x, y. z):

(5’". ar, dr, dr, a'r, @ a%, dp
— it — = | =p——t —= — | - ==
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=T P e § i | e e e R
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DETERMINAGAO DA VISCOSIDADE:

’..\ METODO DE STOKES & COPO FORD

UNICAMP

1. INTRODUGAO

A viscosidade & uma das variaveis que
caracteriza reologicamente uma substancia.
Num amplo sentido entende-se por propriedade
reolégica aquela que especifica a deformacgdo e
ou a taxa de deformag¢do que uma substancia
apresenta quando sujeita a uma tenséo.

Dependendo do comportamento reolégico
da substancia pode-se classifica-la em
puramente viscosa ou elastica. Esta
classificagdo baseia-se em modelos lineares
que relacionam a deformacgao a tensao aplicada
no material. O para liquidos deve-se a Sir Isaac
Newton (1642-1727) Eq. (1a), e o modelo para
solidos a Robert Hooke (1635-1703) , Eq. (1b):

T [taxa de defonna(;ﬁoj (1a)

Fluido Ngwtoniano

=0 [deformaq;ﬁo], (1b)

Sélidos Hookeanos

onde p € denominado de viscosidade dinamica
e possui unidades [Pa.s ou kg/sim] e G é a
constante de Lame (G. Lamé 1852) com
unidades em [Pa]. Estes dois modelos
expressam uma importante diferenga entre um
fluido e um solido: o fluido, estando sujeito a
uma tensado, se deforma continuamente; o
solido ndo. Em outras palavras, forgas aplicadas
em solidos causam deformagbes e forgas
aplicadas em fluidos causam o escoamento. Dai
a necessidade de expressar a tensdo num
liquido proporcional a sua taxa temporal de
deformagao (comportamento viscoso) € para o
solido somente com deformacao
(comportamento elastico). A Fig. 1a ilustra um
fluido se deformando continuamente sob acéo
da tensdo T. Paralelamente na Fig. 1b esta
representado um sélido que exibe uma
deformacao fixa para cada tenséo aplicada.

Os modelos se constituem quando a
taxa de deformagdo ou a deformagdo séo
especificadas. Considere o um retangulo ABCD
com lados Ax e Ay, representado na Fig. 2,
como um elemento infinesimal. Ao ser
submetido a uma tensao na face BC, o ponto B
se desloca para B' e o C para C'. A deformagéo,
definida pelo angulo y formado por BAB' , é
devido ao movimento relativo dos pontos B e B’

em relagdo ao ponto A, aqui tomado como
referéncia.
Para Ax e Ay infinitezimais, a

deformagé@o, expressa em fungdo dos
segmentos, € mostrada na Eq. (2)
BB'
tanyzy=———. (2)
Y=Y AB

Fig. la - Fluido entre uma placa estacionaria e
outra que se desloca com velocidade constante
V devido a tensfo aplicada. O fluido se
deforma continuamente devido ao movimento
relativo entre particulas. Seu perfil de
velocidades ¢ linear.

Fig. 1b - Sélido sujeito a uma tensdo aplicada
em sua face superior. Diagrama ilustra as
deformagdes em fungdo da tensdo aplicada.
Em equilibrio, ndo ha movimento relativo
entre as particulas.

i) Aplicagao Eq. (2) para Fluidos:

O segmento BB' se deforma continuamente.
Tomando por u a velocidade e At o lapso de
tempo, entao:

BB'- [ d) y] 3)

substituindo-se Eq. (3) na Eq.(2) tem-se que a
taxa de deformagéo para o fluido é:
du

=5 (4)
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ii) Aplicacgao Eq. (2) para Sélidos:

0 segmento BB' n&o se deforma
continuamente. Tomando por u o deslocamento
dos pontos, o deslocamento relativo do ponto B
em relagéo ao ponto A é:

BB‘=(d—uAyJ, (5)

substituindo-se Eq. (5) na Eq.(2) tem-se que a
deformacéo para o sélido é:

_du
=g

(6)

Ay

Ax

Fig. 2 — Deformagéo do elemento ABCD — AB'C'D

A extensao destes modelos para um
estado de tensao tri-dimensional é conhecida
como equacao constitutiva do material. Ela, de
fato, € um modelo que relaciona deformacao
com tensao para soélidos Hookenos ou fluidos
Newtonianos. Expressa em notagéo indicial, a
equacao constitutiva é dada por :

Tij=l'Dij‘8ij+2'|.l'Dij. (7)

onde §; € o delta de Kronecker, D; € o tensor
das deformacdes definido na Eq. (8) (solido ou
fluido); u, v e w sao vetores paralelos as
diregbes x,y,z e representam velocidades ou
deformacgbes, dependendo se a matéria for um
fluido ou sdélido. Finalmente A e u sao
parametros que dependem da temperatura e
expressam, tanto para fluidos como para
solidos, uma relagéo linear entre o tensor de
deformagbes e o campo de tensdo. Além disto,
eles imp6em um comportamento isotropico no
tensor das tensdes, isto &: 1 = 1; .

Dxx VX sz—l
Dj=|Dy Dy Dgy|=
D,, Dy, DRJ
= 3 : 2 o
& () fa on)l (B)
ox dy ox 8z ox
I |{cu év ov ov  ow
ok el Nl il b it )
2|\ 5y " ox 3y oz oy
(@ @] o ow)
[\oz o éz @&y oz

Os parametros A e p sao conhecidas
por diferentes nomes quando a equacdo
constitutiva € aplicada para liquido ou sélido,
veja tab. 1.



Tabela 1 — Nomes e unidades dos parametros p e A.

FLUIDOS NEWTONIANOS
m Primeiro coef. de Pa.s ou
Viscosidade ou Viscosidade Dinamica N.s/m? Experimental
viscosidade dinamica
A Segundo Coef. de Pa.s ou A= (2/3)u
Viscosidade N.s/m? modelo
SOLIDOS HOOKEANOS
p Gk Paou
Coef. De Lamé " 20+v) N/m? Experimental
conhecido por G E - médulo Young
v - coef. de Poisson
% By Ev Paou Experimental
Coef. de Lamé “h+v)0-2v) N/m?
E - médulo Young v =(1/4)
v - coef. de Poisson er=G
Com finalidades didaticas as areas de Newtonianos. Paralelamente os cursos de

mecanica dos fluidos e de mecanica dos sélidos
sdo apresentadas como se derivassem de
fundamentos distintos. De fato isto ndo ocorre,
por estranho que isto possa parecer ! Ambas as
areas estdao fundamentadas em conceitos de
mecanica dos meios continuos (Fung). Os
coeficientes de Lamé possuem direta
semelhanca com os coeficientes de viscosidade
que em ambos os casos relacionam tensdo com
deformacéo, veja Eq. (7) e Tab. 1.

Normalmente os cursos introdutérios
em mecénica dos fluidos desenvolvem seus

mecanica dos solidos desenvolvem aplicagbes
para solidos puramente elasticos. Entretanto
pode-se encontrar fluidos ou sélidos que exibem
um comportamento nao linear
tenséoxdeformacao e mais ainda, materiais que
se apresentam com caracteristicas viscosas e
elasticas simultaneamente, conhecidos como
fluidos visco-elasticos. Estes comportamentos
observados extendem a definicdo de sélidos e
fluidos e constitui uma ativa area de pesquisa,
(Bird 1987), conhecida como Reologia, veja
digrama abaixo.

conceitos principalmente em fluidos
. . 4+—— =
Mecinica dos Fluidos fana. .
Meciinica dos Sélidos
tana =G ——p
Fluido Newtoniano T Sélido Hookeano
Comportamento Comportamento
Puramente Viscoso Linear o Puramente Eldstico Linear
du/dy
REOLOGIA

Fluidos comportamento
Nao-linear
tensdo x deformagido

Materiais comportamento
Visco-elastico

Sélidos comportamento
Nao-linear
tensdo x deformagio




(- REATINE ua

W wTw AR I ey A i meumr

2. VISCOSIMETROS & UNIDADES

Viscosimetros séo instrumentos
utilizados para medida de viscosidade. Eles
podem ser classificados em dois grupos:
primario e secundario.

No grupo primario enquandram-se os
instrumentos que realizam uma medida direta
da taxa de deformacgéo e tensao aplicados na
amostra de fluido. Diversos arranjos podem ser
concebidos para este fim entre eles os discos
rotativos, placa e cone rotativos e cilindros
rotativos estdo mostrados na Fig. 3. O simbolo
Q refere-se a rotagcéo aplicada e T ao torque
medido devido a tens&o oriunda da deformagéo
do fluido.

gradiente de pressdo e o viscosimetro de
Stokes onde ela é determinada pelo tempo de
queda livre de uma esfera, veja representagbes
esquematicas na Fig. 4.

s T-2B
T[QR4
_ T-a
21OR 3
A
2 w2
B Ll=T-B_Rl -Ro
4nQ R2-R2
170
v
Fig. 3 - Representagdo esquematica dos

viscosimetros rotativos: discos paralelos, placa
e cone e cilindro.

No grupo secundario encontram-se 0s
viscosimetros que inferem a razéo entre a
tensdo aplicada e a taxa de deformacéo por
meios indiretos, isto €, sem determinar a tensao
e deformacgdo diretamente. Nesta categoria
pode-se citar o viscosimetro capilar onde a
viscosidade é obtida por meio da medida do

_n-ap-D* u:ig-Dz(ps-pf)
F= 128 L-Q 18 v
Fig. 4 — Representacdo esquematica do

viscosimetro capilar e de Stokes.

No viscosimetro capilar Q, L, AP e D
referem-se, respectivamente, a vazao
volumeétrica, ao espagamento entre tomadas de
pressdo, ao diferencial de pressao e ao
diametro do capilar. Esta relagdo aplica-se para
um escoamento de Poiseuille, isto &, regime
laminar e hidrodinamicamente desenvolvido.

No viscosimetro de Stokes as variaveis:
g, D, ps, pr e V referem-se, respectivamente, a
aceleragao da gravidade, ao diametro da esfera,
a densidade da esfera, a densidade do fluido e
a velocidade terminal de queda livre obtida pela
raz&o entre a distancia L e o lapso de tempo At.
Esta relagao aplica-se somente para esferas em
queda livre em meio infinito com Reynolds
menores do que 1.

Pelo fato dos viscosimetros primarios
realizarem medidas da taxa de deformacéo e da
tensdo eles podem sem aplicados em analise
tanto para fluidos Newtonianos como para
fluidos com comportamento tensaoxdeformacao
nao-linear e/ou visco-elastico. Por outro lado, os
viscosimetros secundarios aplicam-se
principalmente a fluidos Newtonianos por
medirem a viscosidade de maneira indireta.
Esta constitui a principal diferenca entre os dois
principios. Outros aspectos que os diferenciam
podem ser citados:

a) O volume requerido de amostra nos discos
paralelos e cone-disco sd0 0s menores

b) A faixa operacional para os discos paralelos
e cone-disco s&o as maiores
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c) O custo do viscosimetro de Stokes € o
menor, porém é o que necessita de maior
volume e s6 trabalha com liquidos
translucidos.

d) Pelo fato de requerem o menor volume, os
viscosimetros tipo nos discos paralelos e
cone-disco sdo os que mais facilmente se
adaptam para ensaios em temperaturas
diferentes da temp. ambiente.

Unidades de Viscosidade
Viscosidade Dinamica H
Para
Converter Para Multiplique

De por:

Kg/(m.s) g/(cm.s) ou 10
Poise (P)

Kg/(m.s) cP 1000
Kg/(m.s) Lb.s/ft* 1
Kg/(m.s) Pa.s 1

Viscosidade Cinematica v = p/p

Para
Converter Para Multiplique
De por:
m°/s cm‘/s ou 10°
Stoke (St)
m?/s cSt 10°
m?/s ft’/s 10,76

3. VISCOSIMETRO DE STOKES

O viscosimetro de Stokes baseia-se no
tempo gasto para uma esfera se deslocar no
fludo uma distancia L em queda livre, veja
Fig. 4.

A esfera, sendo lancada no fluido
estacionario, estara sujeita a um conjunto de
forcas definidas pela equacgdo de BBO (Bassin,
Bousinesq & Ossen — Hinze 1959):

n_3 dV n.3 dV
“Dp.— = -3n-u-D-V - V.ZDp—
6 Ps dt L_“\,__, /2 6 P dt
e e Arrasto R Ty —
Acel Esfera Massa Virtual
3 4 ——'dv  dr M3
- =D*\npp -1 |— + =D(ps-pf)g (9
5 \}I Pf IJ-O P J: 6 {ps pf) E ( )

Forga de Basset Peso - Empuxo

onde D refere-se ao diametro da esfera , dV/dt a
aceleragao da esfera e ps e py as densidades da
esfera e do fluido, respectivamente. Uma
solugéo geral desta equagao integral-diferencial
pode ser encontrada em Yih (1977).

Neste viscosimetro uma distancia
equivalente a cerca de 50 diametros da esfera é
suficiente para que ela atinja uma velocidade
terminal, isto &, dV/dt seja nulo. Deste ponto em
diante a Eq. (9) se reduz a um balango entre a
forga de arrasto e a diferenga Peso — Empuxo,
conforme ilustra Fig. 5

ARRAST

| b rsinis s anis e

EMPUXO
N

I |

Fig. 5 — Balango de forgas e visualizagdo das
linhas de corrente em uma esfera em queda
livre. Referencial deslocando-se com a esfera
num fluido estacionario.

Este equilibrio & expresso pela Eq. (10),

- 2 [ nD? D?
cu;prV~-[“4 ]=“6 (s-pcke.  (10)
onde Cp é o coeficiente de arrasto da esfera
(White, 1991)

3nuDV 24
BB O (1)
DfV"__TID' Rep

2 4

p:D-V

=
Esta solugdo foi obtida analiticamente
pela primeira vez em 1851 por Stokes. Ela é
considerada um dos grandes sucessos na area
de Mecanica do Fluidos pois prevé, com
precisao, o arrasto de uma esfera a partir de
fundamentos  teéricos. Evidentemente a
validade da solugdo é restrita a escoamentos

onde Rep =
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com auséncia de inércia, isto €, para regimes
com Reynolds inferiores a unidade. Uma
comparagdo entre Eq. (11) e dados
experimentais € mostrada na Fig. 6.
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Fig. 6 — Coeficiente de arrasto para esfera.

Deve-se ressaltar que a Eq. (11) aplica-
se para um meio infinito. A presenca das
paredes do viscosimetro causam um aumento
no coeficiente de arrasto e deve ser corrigido
como proposto por Landenberg em Brodkey
1967:

24 D
= . — |, 12
Cp R [l+20144D ] (12)

€p t

onde D, refere-se ao diametro do tubo do
viscosimetro e a relagao aplica-se somente para
esferas lancadas na linha de centro do tubo.

Substituindo-se Eq. (12) na Eqg. (10) e
resolvendo para p, obtem-se a expressao de
trabalho para o viscosimetro de Stokes, Eq.
(13), desde que Rep seja menor do que a
unidade.

1 gD —py)
18 ¥
V-[1+2.1044D _ |
[ D)

(13)

3.1 Metodologia Experimental

Analisando a Eq. (13) chega se a
conclusao que para determinar a viscosidade do
fluido sera necessario medir.

- didmetro e densidade das esferas
- densidade do fluido

- velocidade terminal das esferas

- didmetro do tubo

- temperatura

Diametro e densidade das esferas: o
didmetro pode ser medido com um micrémetro,

para a densidade pode adotar-se o valor do ago:
p, =7850kg/m”’ .

Densidade do fluido:. dispbe-se no
laboratério de densimetros. Preste atencéo na
escala do mesmo: ela decresce de baixo para
cima, o maior valor da densidade esta ao pé da
escala.

Diametro do tubo: pode ser medido com
paquimetro.

Velocidade terminal das esferas: por
tratar-se de uma velocidade constante, pode ser
medida diretamente através do lapso de tempo
no espago percorrido, assim:

L

V=—
At

(14)

Nos tubos a serem utilizados existem
pares de marcas, espagadas entre si de 1
metro. O tempo pode ser medido com um
cronébmetro. Deve-se prestar atencdo ao fato
que para que a Eq. (14) possa ser utilizada a
velocidade limite deve ter sido atingida. Uma
das formas de se checar a velocidade limite é
por meio da comparagao do tempo obtido entre
o primeiro e o ultimo par de marcas no tubo.
Eles deverdo ser iguais se a velocidade limite ja
foi atingida.

Temperatura: a viscosidade varia com a
temperatura, fortemente no caso dos 6leos
utilizados, em razéao disto o valor final dela deve
ser reportado junto com o valor de temperatura.

3.2 Medicbes

Sera determinada a viscosidade de dois
fluidos: glicerina e um éleo utilizado para
lubrificacédo de motores, disponiveis nos tubos
proprios.

Selecione dois conjuntos com esferas,
Cada conjunto deve possuir esferas de mesmo
diametro meédio, entretanto & necessario uma
medida individual do diametro de cada esfera.

Meca 10 vezes o diametro interno de
cada tubo, em diferentes posi¢des do contorno.

Em cada o6leo deverdo ser entéo
utilizadas 10 esferas, que seréo jogadas do topo
do tubo, medindo-se o tempo de queda.

Meca as densidades do déleo e a
glicerina e a temperatura dos mesmos.

Anote os valores da menor divisdo de
cada um dos instrumentos utilizados:
micrémetro, cronémetro, paquimetro,
densimetro e termémetro.
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3.3 - Calculos

e Valores médios do diametro e do tempo de
queda das esferas e do diametro do tubo.
Viscosidade dinamica dos dois fluidos.
Numero de Reynolds da  esfera
correspondente a cada fluido.

e Viscosidade cinematica dos dois fluidos.

.4 - Calcul In

O valor final das viscosidades
cinematica e dinamica de cada fluido sera
reportado junto com o intervalo de confianga
correspondente a sua determinagdo, assim
como informando a temperatura do fluido.

Utilize o conceito de propagagédo de
incertezas para determinar a incerteza final da
viscosidade com 90% de confiabilidade.
Especifique a incerteza correspondente a cada
variavel medida e indique qual delas contribui
com a maior parcela na incerteza de p.

Calcule o intervalo de confiangca das
variaveis medidas 10 vezes, (utilize t-student,
90%) compare o intervalo obtido com o valor
correspondente a menor divisdo do instrumento,
adote como erro correspondente a essa variavel
o que for maior. No caso das variaveis medidas
apenas uma vez, adote a menor divisdo do
instrumento como incerteza.

4. VISCOSIMETRO COPO FORD

O Copo Ford infere a viscosidade do
fluido a partir do tempo gasto pelo fluido para
esvasiar seu reservatorio. Por ser este um
metodo simples, rapido e que requer um
pequeno volume de amostra de fluido ele é
muito utilizado industrialmente. Apesar dele
somente permitir medidas de viscosidade a
temperatura ambiente, ele se mostra bastante
adequado para fluidos que ‘sujam’' ou ‘aderem’
como tintas e vernises devido a sua facilidade
de limpesa. As dimensdes do copo e seu orificio
estdo descritas na Fig. 7.

O principio de funcionamento baseia-se
na equacao de Poiseuille e portanto & similar ao
viscosimetro capilar. Em primeira aproximagao
pode-se supor um regime ‘quase-permanente’
durante o esvasiamento do copo e desprezar
qualquer perda no copo, considerando-se
apenas as perdas existentes no escoamento
atraves do orificio.

A perda de pressdo no orificio
corresponde a altura de liquido h no copo,

(14)

858

@ DOS DRIFICIOS (A
2o Oriticio A2~ A = 2,827

B L i " n"3-A = 3,404
Woon%4-A =418

ig. 7 — Representagéo esquematica do Copo
Ford e seus orificios.

Considera-se na andlise que o
diferencial de pressédo da Eq. (14) corresponde
a perda de presséo o orificio. Ndo considerando
efeitos de aceleragao devido ao
desenvolvimento do perfil hidrodindmico no
orificio (L/D = 2), aproxima-se a Eq. (14) com a
perda de pressdo dada pela solugdo de
Poiseulli:

pgh= 128}10—'[‘;
nD (15)

supondo que Q=Aqdh/dt onde Ar & a area
transversal do copo e dh/dt & a variagcZo do nivel
com o tempo, chega-se a Eq.(16)

128-A+-L
ﬁr__ﬂ.—T‘ (18)
WV h ngD4
const.C
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Intregrando-se Eq. (16) vem que uma expressao
aproximada para a viscosidade cinematica em
fungdo do tempo é:

t

Y C-In(hg /'hg)’

(17)

onde hg & a altura inicial e hy a altura final onde
ocorre a primeira gota no orificio. A Eqg. (17) &
uma expressdo analitica aproximada que
correlaciona o tempo de esvasiamento do copo
com a viscosidade. O sinal de aproximagéo na
Eqg. (17) é substituido por uma igualdade por
meio de duas constantes A e B definidas
experimentalmente pelo fabricante:

v=A-At+B. (17)

A Eg. (17) constitui a curva de converséao entre
o tempo de esvasiamento e a viscosidade
cinematica do fluido. As constantes variam se
houver uma troca ou alteragéo no orificio.

4.1 Medicdes

No laboratério fornece dois fluidos
diferentes para determinagcdo da viscosidade.
Recomenda-se a leitura prévia da norma
brasileira em anexo e seguir, cuidadosamente,
suas instrugoes.

Alem disso:

- Megca o tempo de esvasiamento com
cronémetro, repita trés vezes cada ensaio.

- Consultando a norma, verifique se o tempo
medido esta dentro da faixa de trabalho do copo
Ford disponivel no Laboratério (Copo Ford No.
3).

- Meca a temperatura do 6leo no copo em que
cai o fluxo.

- Meca, com densimetro, a densidade do fluido.
- Anote a menor divisdo de todos os
instrumentos utilizados: cronémetro,
densimetro, termémetro.

4.2 Calculos

Calcule o valor médio dos tempos de
esvasiamento.

Calcule as duas viscosidades
cinematicas com a correlagdo correspondente
(consulte a norma).

Calcule as duas viscosidades

dinamicas.
4.3 Calculo da Incerteza

Calcule o intervalo de confianga dos
tempos de esvasiamento, compare com a

menor divisdo do crondmetro e com o tempo
meédio de reagdo de uma pessoa: 0,2 s. Adote c
omo erro na medida o que for maior.

Também neste caso sera necessario
utilizar o conceito de propagagéo de incertezas.
Utilizando as equacbes correspondentes,
calcule o erro na determinagdo da viscosidade
cinematica e dinamica. Nos parametros
medidos apenas uma vez, adote como incerteza
a menor divisdo do instrumento. Considere
desprezivel incerteza dos coeficientes da
correlagao utilizada no calculo da viscosidade.

5. RESULTADOS FINAIS & CONCLUSOES

¢ Comente os valores obtidos para o numero
de Reynolds e para o tempo caracteristico
na determinacéo com o método de Stokes.

e Apresente seus resultados na forma de
tabelas indicando valores intermediarios e o
valor medio final e a incerteza associada.
Compare seus resultados com dados de
outra fonte. Comente as semelhangas e
diferengas.

s Compare os dois métodos: vantagens e
desvantagens de cada um, fontes de erro em
cada um. O qué poderia ser melhorado nas
determinacées?
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Outras Normas ABNT referentes a determinagao de viscosidade

NBR ABNT Ano Titulo
09854 MB02626 87 Acido fosférico para uso industrial (inclusive alimentar) -
Determinag&o da viscosidade pelo viscosimetro de torgéo
09393 MB02399 86 Adesivos de fusao - Determinagéo da viscosidade
09277 MB02281 86 Adesivos a base de elastdbmeros - Determinagéo da viscosidade
Brookfield
10718  MBO02454 89 Borracha - Determinagdo da viscosidade e caracteristicas de
vulcanizagao (viscosimetro mooney)
07730 MB01664 83 Celulose - Determinagdo da viscosidade com etilenodiamina
cuprica
NB00105 72 Conversdo de viscosidade cinematica em viscosidade Saybolt
universal ou em viscosidade Saybolt Furol
MB00826 73 Determinagao da viscosidade cinematica de asfaltos
05848 MB00987 77 Determinagcdo da viscosidade de uma resina ou verniz por
viscosimetro a impulsor rotativo
MBO00517 71 Determinacdo da viscosidade Saybolt-Furol de materiais
betuminosos a alta temperatura
09035 MBO02086 85 Latex sintético - Determinac&o da viscosidade
05847 MB00827 73 Material betuminoso - Determinagéo da viscosidade absoluta
MB00326 65 Método de ensaio para a determinacédo de viscosidade Saybolt de
produtos de petroleo :
11930 MBO1121 77 Método padrao de teste para viscosidade relativa
MB00477 70 Método para o calculo do indice de viscosidade a partir da
viscosidade cinematica
11504 MB03133 89 Plastificantes liquidos - Determinagéo da viscosidade
07136 MB01377 81 Plasticos - Determinagé&o do numero - Indice de viscosidade das
resinas de PVC em solug&o diluida
07355 MB01641 82 Plasticos - Determinagdo do indice de viscosidade e do indice
limite de viscosidade de polietilenos e polipropilenos em solugdo
diluida
10441 MBO01880 88 Produtos liquidos de petréleo - Determinagdo da viscosidade
cinematica e dinamica
05849  MBO00991 86 Tintas - Determinacdo de viscosidade pelo copo Ford
MBO00581 71 Viscosidade Saybolt-Furol de emulstes asfalticas
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THE EQUATION OF ENERGY IN TERMS OF ENERGY AND MOMENTUM FLUXES

Rectangular coordinates:

aT aT ar T %: , % o,
PCE*“a+Ha+Wﬂ‘"Lx o

oy
ap\ (v, o, v, av, o,
-r(B) (Frm ) lewm trw tE
[ v, ar,) ‘A, O, (au, o,
7\ + =) + 'n(z +3; + Ty 3 +3§ (A)

C\-Hndrifa-' cnordinates:
Y N AR Al
o] <] AT e
L

Sphrrirm' coordinalcs:

aT T 1, 8T oty 9T
Pfh+“3+7ﬁ+mﬁﬁ)’“

5 1 2 8+ 1 2q,
Fsin0 20 {gy sin ) 4 T rsin0 26

N . oy (Lo
+r'sin-‘ia_ﬂ“°5m +rsin0_a'; T r 8
1 dvy  te Mg cot 6 dv, 12 Uy
Ly — 4 — = —_— e
i f“‘(rsiﬂ{l 94 T r ) To\3r " r 20 r

(B{-‘ " 1 dr, Uy % 1 v, “ 1 8y, cot 8
i —— i —— -— —_— i —
7\ Z T rsin0 @ Teé\y 36  rsinf 3¢ £ b

Note: The terms contained in braces { } are associated with viscous dissipation
and may usually be neglected, except for systems with large velocity gradients.
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Competicio:
Difusao x Conveccao
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COMPETICAO ENTRE
DIFUSAO & CONVECCAO

O transporte de uma propriedade (momento,
vorticidade, velccidade, temperatura, energia
cinética, etc) pode ocorrer por meio de dois
mecanismos: Difusdo e Conveccio.

No mecanismo de difusio o transporte da
propriedade ¢ proporcional ao gradiente da

propriedade multiplicado por uma constante; a lei
de Fick:

DIFUSAO =T do
dn

Por sua vez, o mecanismo de conveccao realiza o

transporte da propriedade devido ao movimento
do fluido:

CONVECCAO =pUd

Estes dois mecanismos pedem ocorrer
simultaneamente em fenémenos de Mecanica dos
Fluidos. A predominincia de um mecanismo sobre
0 outro conduz a fendmenos distintos: campo de
velocidades, pressio, natureza da equacoes
(eliptica/parabélica)



Uma comparacio entre os mecanismos é obtida

por meio de estimativas da ordem de magnitude
dos mecanismos:

CONVECCAO ~ pU$ _ pUp _pUL

—_—

DIFUSAO  Tdofdn T(pL) T

[ pUL
| r
| i pUL Re
| W
Qa pUL ULv Re.Pr = Pe
@ Vv a
D pUL UL v Re.Sc = Sh
B D v D

Onde

u viscosidade dinimica,

o difusividade térmica (k/pCp)

D difusividade mdssica de um componente

Pr n. de Prandtl
Pe n. Peclet

Sc n. Schmidt
Sh n. Sherwood



b 42 Probliwea d¢ Stokis —s Ditucey Pove

Placa fluu ‘= s.:a.'-\a sobbacw o,
acltveda

4
|
°

() t

l-l.{o,t)a o rltgo
U, rlt 20

Sam -n.(c'\‘b.s de ln:mh, s6 axity elow/
“ X . 5°
Qa dlv X;0(€, U= wao < &

____?U = ¢ 9“0 €s. dg’u;.r




Mitods solveal - @ EDP . Liinar,

Sue uluw gok ur ohtidg -
oct , Paduse Jolele
"ﬁl-u'um ‘S‘bo-( han “‘U 4!

'&N\»ﬁ‘u“tm {tM‘Of‘»S ’\Hv
Sey qpﬂuvw A E.D.P ng.liveg

Existe g hﬁrm«‘
de 'y Wt fedayq o

Uiuuce de Cue. n\k tadenk;
de duas tqﬁ Cue ?

Ulit)e u(g) onde 4= fled

Se «axig Ew o \'MM WJ [ m'\m"w
d‘ C.C. ¢ CT '\'O'u W m"‘s "'(‘llx\d‘

de 392  Dan a wa dodl
dag C€.¢. ¢ €. T, soraun siwmfaves




M‘ gl
“"r:.:‘"‘*
. ;'?- g% :f: = J; —;1' ya.ltstu:\rbr
.-?—o—' - JU . a c ‘..‘ t‘
Qa = ‘1
> 2
2L, do a Yz(“ )‘(’. + du a(q_,)c
24 d 2
L dy
combiuqaao as .u\wum ociima W&
€.0.9,

j'!,"' = [f— <Y ?q(ﬂ"lcr i}
=’ h————-‘ i’——J
it ’0/.’1

rdvs tuuf "“M(QNJQL tz,. dave
JQM JQ 1 ‘QM“R |
A ascalla dos ca]. a4 h qua ca s fe-
Poun agta ax du e

az=A <« 5:"‘/2



4
> uhdy n= c'&/ﬁ? ,

% 4_7_..5'_‘.’_-.0
/"1 293¢ dy

tapmde 23 Cz e (€ wust arh,)

JU 140-0 4_,, 3
iy e

C.C. ll.(°,1:)=-_,l-l(1 O)- uo'
| w9 e lulpm)s O Ky wndia
Cl q\a,o) = (,‘gm)_ S wilades)

k'. 0:7, frons ‘ov krada sd\s}AJ
Sotcant. 2 ¢.¢, ;n
SNl mal !’dfuu ? ; S,
of rt. ales e c.uq\arc.s !







'b-—-\we consioutn




A0 "/U‘. ' ' G
4,

Dol h
Ottmsa® Trums. Danunde ‘-\"5"‘0

&
i :‘:dou/to U, o 7‘\“ ¢ ‘wamsonuik
. 4: teedas ¢ #‘“‘J° “5“"&"
Muu'.'g X"y -umo (die. y) '3;‘0
NCaiguan ot 9 forad ) '
c-l&?-.u A P agtoy

' - "‘-.‘ “\uh\‘.‘l
na  ae, de Sit‘ni’dodc N

1= 3
2yt




*
A

| E‘r‘“’" de HL-R\C'J

Ol e ‘!m}. cu % \Oﬂgu'udo'dﬁdt
§ meussalrie poua par 8 cadoe
do Jumdo $aga 40 éa Mo dede

e ‘hu. ?

-:—;;: 9.0 —o (l--lt'.(i)); 9.0 )

ou ar\({):. 0.9% — 1‘: .83

+# 2
', Z40t

& =3.6b it.v

AJ; ‘&JQ(J.‘“ r;QQ
vwe disfauncla ;: cwownal
a ta\d %uq deada do rbdv‘b
da visc. ednena hea ¢ do 'H'n"h.

-8
Ex ar =150 mfs  Su Nem +260%



2
@ ~ Va U Difusdo de Velocidade
ot oy?
~ 2
i;m =V 6_% Difusido de Vorticidade
oT  8°T
—=0— Difusdo de Temperatura
ot 3)/"
5C C
%T = Dg—2 Difusio de Concentracio (massa)

Figure 9.2 Vertical diffusion of grenadine syrup in water.
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Fig. 24-5
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Camada Limite
_ Hidrodinamica






EQUACTES DA CAMADA LIMITE BI-DIMENSIONAL

1. Fenémemo da Camada Limite Hidrodinimica

A equagio de Navier-Stokes para um fluido incompressi vel
com propriedades fisicas constantes, pode ser escrita em termos

adimensionais por:

(1)

a t Re

onde as escalas caracteristicas para espago @& velocidade sao,
; . 2
respectivamente, L e Vo; para o tempo, L/Vo e para pressao poVo . C

parﬁmetro adimensional ReL & o numero de Reynolds definido por:

o Vo L

Re =
L H

onde p e u sio respectivamente a densidade e a viscosidade dinamica dt
fluido. Este adimensional expressa diretamente a razXo entre a ordem di

grandeza dos termos inerciais e os termos VisScOSOS:

[T. INERCIAIS] (pVo? /L)

[T. VISCOSOS] (uVo/L%)

Uma das maneiras de se classificar escoamentos ¢ através d
numero de Reynolds. Pelo fato dele vir multiplicando o termo de maic
ordem da equagZo de N-S, as solugdes possuem comportamento distintc

para: ReL+ 0 (escoamento com auséncia de termos inerciais ou escoament




de Stokes); ReLz 0(1) (escoamento com termos inerciais da mesma ordem
de grandeza dos termos viscosos) e ReL» w ( escoamento com auséncia
dos termos viscosos ou escoamento sem viscosidade ou escoamento ideal).
A Figura abaixo mostra fi sicamente estes 1limites para o escoamento

sobre uma placa plana, com velocidade uniforme Vo a montante da placa.
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Note que para HeLa 0 a regiio onde os efeitos viscosos se
propagam e¢tende-se a todo o campo do escoamento (este caso n3io esta
representado na Figura). Por efeitos viscosos entende-se o surgimento
de gradientes de velocidade introduzidos pela condig3o de nao
deslizamento na superficie s6lida da placa.

Para ReLz 0(1) as forgas inerciais e viscosas se

equilibram, e a regiZo onde o0s efeitos viscosos agem € mais préxima a

LT LTI LR R LR LR LR R AL RERRRRRRARARRRALTLIL}




placa plana. A medida em que a difusio do momento ocorre da superficie
solida para o campo de escoamento, os termos convectivos tendem a
"varrer” este efeito no sentido do escoamento. Como ReLz 0(1), os
efeitos de difusio e de convecgio sio da mesma ordem de grandeza. Fora
da regiio onde existem os efeitos viscosos o escoamento possui
velocidade uniforme, isto ¢, o efeito da condigcio de n3Io deslizamento
nZo se faz sentir.

Na outra extremidade de nossa anilise, quando ReL+ ®w , OS
efeitos viscosos ficam confinados a pequenas regides do campo do
escoamento denominada por camada limite hidrodinimica. Fisicamente, a
caracteristica essencial da camada 1limite ¢ ser uma regiio que
apresenta um forte gradiente de velocidade na dire¢cio transversal ao
escoamento. Fora dela o escoamento ¢ uniforme. Matematicamente, este &
um problema de perturbagcZo singular. O parﬁmetro (1/ReL} 4 um parametro
de perturbag3o. Isto indica que pode-se buscar uma solucZo aproximada
para o problema dividindo-se em duas regiles: regiio externa (onde n3o
hi efeitos viscosos) e regiZo interna, também conhecida por camada

limite onde existem efeitos viscosos.

Expansio Externa para Placa Plana; Escoamento Bisico sem Viscosidade

Para ReL+ ®w, a Eq. (1) pode ser aproximada por:

+ VoVs= -vp (2)

que & também conhecida como equagZo de Euler. Deve-se observar, no
entanto, que ao omitir os termos vis cosos na Eq. (2), por serem
(1/ReL) vezes menores que os termos inerciais, a ordem da E.D.P. foi

ol
reduzida de ordem dois para ordem um. Isto implica qué“%q. (2) nfFo pode




£ J

satisfazer as condicZes de contorno que a Eq. (1) satisfazia.
Retornando ao exemplo da Figura, ela s& pode satisfazer a condigcio de
velocidade uniforme para regides afastadas da placa. A condicio de n3o

deslizamento nio pode ser atendida pela Eq. (2).

Expansio Interna; Equac3es da Camada Limite; Casamento

A perda do termo com a derivada de ordem mais elevada ¢ a marca
classica dos problemas de pertubagio singular. £ sabido que as solugdes
da Eq. (2) n3Zo sio vAlidas préximo a superficie por que a condicio de
nio deslizamento foi abandonada.

0 que se busca agora ¢ saber qual tipo de equagZo que se aplica a
esta regiio do escoamento. Partindo-se da Eq. (1) que descreve O
fenomeno giobal, o primeiro passo ¢ efetuar uma anilise da ordem de
grandeza dos termos desta equag3o aplicados na regiio da camada limite.
A fim de definir as escalas caracteristicas do fenomeno & util

descrevé-lo qualitativamente através das Figuras abaixo.

)

Fig. 20. Develiopment of laminar bounoary layer (0.01% salt water, iree steam velocity 0.6 Fig. 21. Velocity profile in the lamimat Loun-
cm’s. thickness of the plate 0.5 mm, hydrogen bubble method). dary layer (0.01% salt waler, lree stream
velocity 0.6 cm:s, distance from the leading
edge 200 mm, Re = 1.2 x 10°, hydrogen
bubble method)
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A fotografia superior mostra o perfil de velocidades para o
escoamento em uma placa plana e o desenho acima ilustra as dimens3es na
direcido y (&), x (L) e a velocidade externa Vo. £ sabido que para
ReL+ w, a regiio onde os efeitos viscosos existe, &, tende a zero.

Assim parte-se do pressuposto que:
&/L + 0 quando HeL* 03]
Tomando-se por dimensSes caracteristicas: &, L e Vo como sendo

representativas para as dire¢des y, x e velocidade na dire¢io (x), as

ordens de magnitude das variiAveis do problema ficam entio definidas

" por:

X = ‘O(L)

y ~ 0(6)

u =~ 0(Vo )2

P ~ O(pVo ) [escala inerciall

Da equagio da continuidade obtém-se a escala para a velocidade v,
d u a v
+ == = 0

d x ay




substituindo-se as escalas para u, x e ¥y, obtém-se:

Vo \' e}

14
4
<
1
<
c

portanto a ordem de magnitude da velocidade na direg3o y é:

-

o(v) = 0| Vo |—

<
I

Com base na ordem de magnitude dos termos passa-se a analisar a equagio

do momento na direcio (x) para avaliar a importincia relativa dos

termos:
TERMOS TERMOS TERMOS
INERCIAIS PRESSAO VISCOSOS
| | | | |
a u du 1 4P a%u 8% u
u + v — - + v . + 5
a x ay e a x a x ay
Voz Voz Vo v 52
(0] 0 (0] p + 1
L L s i

Note que nos termos viscosos, tem-se difusio de momento na diregZo (x)
(cS/L)z menor que a difusiZo na diregiZo (y). Isto ja era de se esperar
por que nesta regiio os maiores gradientes ocorrem na diregio trans-
versal ao escoamento. Portanto, pode-se desprezar, em primeira aproxi-

~

2
macio, o termo & ulax2 em relagcio ao termo c?zu/ay2 por que (&/L) << 1.

LR LSRR R RS R RGN RRRRRRRREYN
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Com isto a equacio do momento na diregio (x) se reduz a:

d u d u 1 a P d u

a x ay fo) a x ay

Retornando a anAlise de ordem de magnitude dos termos, vamos agora

comparar a ordem de grandeza dos termos 1inerciais com o0s termos
; : T 2

viscosos. Isto pode ser feito dividindo-se por (Vo /L) em ambos os

lados da equag3o:

TERMOS TERMOS TERMOS
INERCIAIS PRESSAO VISCOSOS
v L2

0(1) o(1)
_ :: tsaale S e VqﬂL é
lbb J-,O,(pp(\(‘ — ? d(uz\ e‘f@b'éuuﬂﬂ \ A
,&(;{AH Ww’g) —)

Mas, dentro da camada limite, os termos viscosos devem possuir a mesma

ordem de grandeza dos termos inerciais portanto:

v L 2
— ~ 0(1), ou
Vo L 1)
& 1 Vo L
~ z Re = — (3)

L /_F‘q K v

Equagio (3) explicita a ordem de grandeza da espessura da camada limite

em fungio do inverso da raiz quadrada do numero de Reynolds do




escoamento. Ela ¢ uma das relacdes fundamentais no estudo de camada
limite hidrodinimica. Note que para ReL+ o, (&/L) »+ 0, como havia-se
previsto anteriormente. Além disto, Eg. (3), ¢ um teste para se saber
se um dado escoamento externo aplica-se a uma anilise de camada limite
por que ReL pode ser facilmente calculado a priori.

Desta analise tambem pode-se extrair informagSes sobre a ordem de

L ]
magnitude da tensio de cisalhamento na parede, Tw.

2

d u ¢ Vo
TW = U 7 Tw=>~O -
& y=0 Y ReL
Portanto o coeficiente de atrito de Fanno, Cf = rw/(O.SpV%). ¢ da ordem
de: |
1
C =

Passa-se agora a anilise da equagio do momento na diregZo (y). O
procedimento ¢ anilogo ao descrito acima. Substituindo-se as
respectivas escalas e dividindo-se todos os termos pelo 0

inercial, encontra-se:
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TERMOS TERMOS TERMOS

INERCIAIS PRESSAO VISCOSO0S
3 v a v 1 9P a*v a’v
u + v = - - v - + 3
a x ay e ay a x ay
s L s y L2
Q= o\ — (0] 5
L é L VoL §
Mas,
& v Lz
—l 2R 1 e ——; a1
L VoL g

Nota-se ent3Zo que o unico termo de ordem de magnitude superior aos
demais termos ¢ o gradiente de pressio na diregzo (y); para que todos

os termos tenham a mesma ordem de grandeza, isto implica que:

apP
5. o= 0
ay

(4)

EquacXo (4) ¢ a equagiZo do momento na diregdo (y). Ela mostra que

dentro da camada limite nZo hi variagZo de pressio na diregao (y); Ou
seja, a pressio que o escoamento externo, dado pela Eq. (2), se
transmite integralmente para dentro da camada limite. Denotando—-se por
Po e Uec a pressio e velocidade do escoamento externo a camada limite,

da Eq. (2) tem-se




1 d P 1 d Pe ad Ue ad Ue

De posse desta anialise, pode-se apresentar as equagdes da camada

limite hidrodinimica em coordenadas cartesianas:

Eq. Massa
d u a v

g x ay

EquacZo do Momento (x)

d u d u d u 1 d Pe d u

gt a x ay o) a x ay

Equagio do Momento (y)
a P

Condi¢®es de Contorno:

NZo Deslizamento u(x,0,t) 0; v(x,0,t) = 0 ou

S o, Mfx,0,t) = 0 sem injecio ou sucgzZo de massa, ou

vix,0,t) * vw com inje¢io (+) ou sucgio (-)

Condigcio Inicial u(x,y,0) = f(x,y), f & conhecido em todo o campo
CondigZo de u(xo,y,t) = g(y,t), g € conhecido em xo

Entrada

Casamento com u(x,y,t) = U(x,t), quando y » w

Escoamento Externo

10
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Existem importantes detalhes a serem observados do conjunto de

equagdes acima:

1. A Equagio da Continuidade nio ¢ afetada pela aniAlise da ordem de
magnitude dos termos.

2. O gradiente de pressio na diregio y ¢ desprezivel. Consequentemente
a press3io ¢ uma variidvel conhecida para as equagdes da camada
limite, sendo dada pela anilise do escoamento externo.

3. Todas as derivadas de segunda ordem com relagio a (x) foram
descartadas nas equag3es da camada limite. Isto trac duas
consequgncias: i) as equag®es sio agora parabdlicas ao invés de
eli pticas, de modo que x ¢ agora uma variavel de marcha e as
solugZes analfticas e numéricas sio relativamente mais faceis; 1i7)
algumas condigdes de contorno n3io podem ser mais satisfeitas,
notaveimente aquelas em v e em x. A varidAvel v possui somente uma
derivada parcial em y nas equag3es da camada limite, dv/dy, os
termos dv/dx e todos os outros termos de segunda ordem em x e em Yy
foram desprezados. Portanto v pode agora satisfazer apenas uma
condigio de contorno em uma posigio y. A mais obvia ¢ a condicio de
nio deslizamento: v = 0 em y = 0. As condi¢3es na entrada, inicial e

de casamento com o escoamento externo n3o s3io necessiarias
especificar.

Em diversas situagBSes ¢ conveniente transformar a dependéncia de u
e v, da equagio da camada limite, para uma unica variidvel y, a fungio
corrente. Esta transformagcio aplica-se a escoamentos bi-dimensionais e
axi-simetricos. O interesse nesta transformagio advém do fato que a
equagao da camada limite deixa de ser diferencial parcial para ser
diferencial ordiniria, entretanto passa a ser de terceira ordem em Yy
enquanto que era de segunda ordem.

Considerando o caso bi-dimensional cartesiano, com variaveis

(x,Y); x ao longo do escoamento e Yy transversal ao escoamento, pode-se

11




definir a fungcio corrente como:

a vy a vy

ay a x

substituindo-se estas relacSes na equag3ao da camada limite temos:

2 2 2 3
a vy a9 y a vy a y a vy d Ue d Ue a vy

atay dy axdy o x dy dt d x 8y

sujeita as condicBes de contorno especificadas anteriormente.

Equac3es da Camada Limite para Escoamentos

e

Longo de Superficies Curvas

8

Quando a superficie na qual a camada limite se desenvolve & curva,
& necessirio desenvolver um sistema de coordenadas que se ajusta ao
corpo, tambem conhecido como “body fitted coordinates”. Neste sistema,
a coordenada x ¢ tomada ao longo do perimetro do corpo e a coordenada Y

¢ tomada como normal ao corpo, como ilustrado na figura abaixo

Coordinates for boundary-layer flow along
a curved surface.

As equac3es da conservagio da massa e do momento devem ser modificadas

para 1incluir o efeito da curvatura. Relativo a um sistema de

12
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coordenadas ortogonais ajustado ao corpo, os fatores de escala
associados s3¥o: h1t = (1 + Ky) e h2 = 1 onde K ¢ a curvatura da
superficie; para uma superficie plana, K = 0, e para um vértice de 90

graus, K = w. As equagdes do movimento para um fluido viscoso neste

sistema s3o:

o, 1 ou |
—_—t U=tV —— UV
a1+ ox oy ' l4xy
1 1 op, [ 1 &% |, ot y  exdu
e e e e ik e e e
pl4ryex (14«y)? ex® " oy* (l+xy)® éxox
K ou Kt 1 cx 2k ov
: — - u — i o)
_ﬁ+w@-ﬂ+wﬁ+u+wﬁﬁ+ﬂ+wﬁﬁ]
B LB F
' l4+xy cx' oy l-+ky
_l'_P-.,[_‘E_‘f-@_‘”_ y o
poy  |(l+wypéxt & (1+wyfozéz
., Kk ov Kt 1 oK 2« ('m]
2 = v— —U—— |,
lreyoy (lrxy)  (I+wy)Poz  (14xy) oz

ou ¢
é_:'+5[(1+‘y)v1 =0 _

Estas equac®es sio exatas. Se for realizado o processo de aproximagdes
desenvolvido anteriormente, a ordem de magnitude de ht &:

hi =~ (1 * 0(’6))!

mas
-1.2
& ~ L Re
L
logo,
-1/2
ht ~ (1 + O(KLReL))
desde que

1,2
K << ReL fL3 ht ~ 0(1)

como para escoamentos com fenémeno de camada Jlimite, ReLd w, €& uma
condi¢io necessiria, hit ~ 1. Portanto as equag®es da camada limite para

uma superficie curva com coordenadas ajustadas ao corpo sio:
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Eq. Massa
0 u a v
+ = 0
a x ay

d u d u 3 u 1 9 Pe a%u

3t 3 x 3y o x 3y

Equazio do Momento (y)
Jd P

ay

Isto mostra que a unica diferenca entre as equac®es da camada Timite
para superficies planas ou curvas se encontram na equacio do momento
para a diregio (y). dP/dy ¢ diferente de Zero para balancear os efeitos
centri fugos dado pela curvatura da superficie. Entretanto a variagio de

pressio normal a camada limite & ainda pequena,

et TTTITIT R EIRTICERICICCRCTCCECLETY

"
+
&

onde Us ¢ a velocidade do escoamento externo paralelo a superficie
curva para y = 6. Conclui-se entZo que as equagdes a serem resolvidas

s30 exatamente as mesmas para uma superficie plana ou curva.
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Nota Sobre a Classificag3o de Equagdes Diferenciais Parciais

Considere a equagao diferencial parcial de segunda ordem:

e ¢ a¢ 3 ¢ 3¢
A - + 2B + C + D + E + Fp + G =20
a x axay ay a x ay
< 0 EquacZo Eliptica
se B2 - A.C = 0 EquagZo Parabblica
> 0 Equag3io Hiperbblica

Equac®es Elipticas Bz - A.C< O !

2 2

g ¢ q ¢ " :
¢ Wl y) = 0 Equagio de Poisson

2 . B

a x ay
Tipo de condigZo de contorno: e necessario que se especifique as
condicBes de contorno em toda fronteira do dominio. Elas podem ser do

tipo Dirichlet (¢ na fronteira conhecido) ou do tipo Neumann (d¢/dn,

onde n ¢ o vetor normal a fronteria, conhecido).

Y & #(x,b)

¢(0,y)
ax

X=a

¢(x,0) a X

Dentro do dominio, a variavel ¢ sofre a influéncia do valor que ¢ ou

d¢p/dn assume no contorno.
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a ¢ a ¢ Equacio da condugio de calor transi-
- =0 ente, (x » t)

Tipo de condicZo de contorno: = necessario especificar as condigdes de

contorno em apenas trés fronteiras, a quarta permanece aberta. A

solucio ¢ um processo de marcha em direcZo a fronteira aberta. A
informagZo provém apenas das fronteiras em y = constante e da condigio

de contorno em x = 0.

@ ¢(x,b)
b
processo
$(0,y) , B
marcha
0 ¢(x,0) X

Deve-se destacar as semelhancas com as condigdes de contorno da camada
limite: ¢(0,y) = condigZes de entrada para u; ¢(x,0) = condigao de n3o
deslizamento, b = & espessura da camada limite, e, ¢(x,b) = casamento

com o campo de velocidade externo.

Equac®es Hiperbdlicas B2 - A.C >0

2 EquagZo da Onda

A solugio geral ¢ da forma:

16

2029290002022 9 222 R BT RYCTTRTRRCRRACRRITIEICELS



p(x,t) = f(x — ct) + g(x + ct)

Fazendo-se o argumento destas fungdSes igual a uma constante, gera-se
linhas caracteristicas no plano (x,t). Ao 1longo destas 1linhas, que
atravessam todo domi nio da solucio, os valores de f e g sZo constantes.
Portanto, para um dominio infinito, necessita-se apenas especificar as
condi¢des iniciais ao longo da linha (x,0)
¢(x,0) = f(x) + g(x)
a¢/6t1t=o =0

x + ct = const. X — ct = const

to |--ccccmccnacaa-

w

A solug3io em no ponto (xo, to) 2 dada por:

¢(x0’ tD)_ - f(x-i) * g(xﬂ.)

Dentro do tridngulo definido por xi, X e t0 todos os pontos sofrem a
- +1

influéncia dos valores que f(x) e g(x) assumem neste intervalo. Por

outro lado, os valores que f(x) e g(x) assumem fora deste intervalo,

nZo afetam a solugio dos pontos no interior do tridngulo definido.
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EQUACOES INTEGRAIS DA CAMADA LIMITE BI-
DIMENSIONAL

Durante o periodo compreendido entre 1920 a 1950, onde computadores
digitais nem sequer existiam, o desenvolvimento de aplicagdes da teoria da camada limite
ocorreu através do desenvolvimento e aperfeigoamento dos métodos integrais. Solugdes
aproximadas utilizando-se equagdes integrais para a camada limite deve-se ao trabalho
pioneiro de Von Kéarman publicado em 1921. Uma revisdo extensiva destes métodos pode
ser encontrada em Rosenhead (1964). Apesar de atualmente se dispor de eficientes
algoritmos computacionais, tornando quase que obsoleta a utiliza¢do destes métodos para
escoamentos laminares, eles sdo ainda hoje freqiientemente utilizados em problemas
complexos tais como: turbuléncia, transferéncia de calor e combustZo.

Definicao de Espessura de Deslocamento e Espessura de Momento

A espessura de deslocamento, &* esta relacionada ao déficit de vazdo devido
a desaceleragdo que o fluido sofre pela agdo da viscosidade. Considerando-se um perfil
tipico de velocidades dentro da camada limite, como mostra a Fig. 1,

(a) (b)

Fig. 1 - Espessura de deslocamento € a distincia da parede que o escoamento externo a
camada limite deveria estar afim de que as vazdes produzidas pelo escoamento com
presenca de termos viscosos (a) seja a mesma que a produzida pelo escoamento sem a
presenca de termos viscosos (b).

Considere o perfil de velocidades mostrado na Fig. la, a vazdo massica em
uma seg¢do € dada por

s 4o
M= [peuedy (1)
0



esta vazdo massica ¢ equivalente a vazdo produzida pelo escoamento externo, Fig. 1b,
porém descontado um déficit de massa devido a desaceleragdo sofrida pelo fluido
proximo a parede,
s 4w =
M= [peUgedy—(peUged ) )
0

[solando-se &* das equagdes (1) e (2), encontra-se a definigdo da espessura de
deslocamento, Eq. (3):

5 = ?[1 = i‘-]dy 3)
0

De maneira andloga, ¢ definido a espessura de momento, 0. Ela refere-se ao
déficit de momento associado a desaceleragdo do fluido causada pela viscosidade. O
fluxo de momento J em uma segdo ¢é dado por:

J = fue(pudy) 4)
0

este fluxo de momento ¢ igual ao fluxo de momento dado pelo escoamento externo
descontando-se um déficit de momento:
O

fUg + (pudy)- (bu2o) )

J

[solando-se O das equagdes (4) e (5) encontra-se a defini¢do da espessura de momento:

+00
0= | L{l_i}[y (6)
o Uol Uo

A espessura de deslocamento e de momento, 8* e 0, estdo representadas pela
area sob as curvas definidas por: (1 - u/Ug) e wUq(1 - w/Up) na Fig. 2. Pela sua definigao,
0 deve ser sempre menor que 8*, de maneira que a razdo 8*/0, também chamada de fator
de forma H, ¢ sempre maior que a unidade.




1.00

0.80

0.60

0.40

0.20

0.00

Fig. 2 - Espessura de momento e de deslocamento

Equacio Integral da Camada Limite Bi-Dimensional

A ideia basica atras da formulagdo integral da camada limite é expressar os
balangos de conservagdo de momento e massa, na dire¢do transversal ao escoamento,
integrando-se as equagdes entre y = 0 a y = 0. Partindo-se das equagdes da camada
limite, em regime laminar e escoamento incompressivel, tem-se para a conservagdo da
massa e momento as equagoes:

du v

—+—=0 %
ox Oy

ou d’'u du,
ue—+ve—=v—+1U (8)
OX

oy oyt °dx




Multiplicando-se a Eq. (7) por u e somando-se a Eq. (8), obtém-se:

ou”  ovu 6uUdU0

+T—=v=+1, 9
ox 0Oy oy dx
integrando-se Eq. (9) na direc¢do y no intervalo de 0 a o,
©ou? o, %p*u, ® dUp
[=—dy+[——dy=v|—=dy+ [Up—"dy (10)
00x © o0 00y o dx

Observando-se que o termo Ja(vu)IOyOdy ¢ igual a (vu)y - (Vu)g mas pela condi¢do de
ndo deslizamento, u(x,0) = 0, logo, |é(vu)/dyedy = vU,. Da Eq. (7), [v(x.y) - v(x,0)] = -J&
u/Oxedy; para o caso de fronteira impermeavel v(0) = 0, entdo:

oD o0
L T L2 S (1)
o Oy 00X

Observando-se também que o termo v|d2u/dy2dy é igual a v(0u/0y|e, - Ou/dy|()), mas, por

defini¢do, o escoamento externo a camada limite ndo possui vorticidade, entdo Au/y|y =
0, entdo:

wAa2
2.5 . T (12)
00y y=0 P

onde Ty, ¢ a tensdo na parede. Substituindo-se equagdes (11) e (12) na Eq. (10) encontra-
se:

L3

o [y —Ug o Judy ==+ =0 [Updy - Ug - vy (13)
XO XO

p dx

na Eq. (13) a ordem de diferenciagdo e integragdo foi trocada por que os limites de
integrac@o ndo ¢ fungdo de x. Além disto, notando-se que:

d © dUp ® d ®
—|Up [udy |=——= [udy + Uy — [ud
0o [ G T+ v Tt

entdo Eq. (13) pode ser re-escrita na forma:



@ d = dU, ® dU, ©
9 Tu2dy-3 [Uqudy+ 220 fudy =—I¥ + S0 Ty dy - Ug vy (14)
dXO dXO dx 0 P dx 0

ou

s dU,® Tw

— [u(Ug —uly +—2[(Ug —uldy -Up - vy = —+

dx 0 dx 0 p

que em termos das definigdes de espessura de deslocamento e espessura de momento fica
sendo:

i(u%e)—uo-vw =W gay, Yo (15)
dx p dx
ou
@+(26+6*) 12dU°_vW= TWZ
dx Up® & Up p.U,

Equagdo (15) foi estabelecida em 1921 por Von Karman. Ela reflete um
balango entre a variagdo da quantidade de movimento (lado esquerdo da Eq.(15)) com a
forga viscosa e gradiente de pressdo (lado direito da Eq. (15)). Equagdo (15) € uma fungdo
implicita do perfil de velocidade u/Up, uma vez que a espessura de deslocamento e
espessura de momento dependem destas relagdes, Eq. (6) € (3).

A esséncia do método integral consiste em assumir uma expressdo que
convenientemente represente a distribui¢do de velocidade u(y) na camada limite, levando-
se em conta que ela satisfaga importantes condi¢des de contorno para u(y) € que
contenha, em adig¢@o, um parametro livre, comumemente adotado como sendo a espessura
da camada limite, 8, que € finalmente determinado pela Eq. (15).

A eficacia do método integral consiste em, a partir de estimativas sobre a
forma de comportamento do perfil de velocidades, realizar estimativas razoavelmente
precisas (+ 15%) sobre o arrasto, espessura da camada limite, espessura de deslocamento
e espessura de momento. O razoavel grau de concordancia das estimativas do método

integral se deve ao fato que o processo de integrag@o, envolvido nas expressdes para 8™ e
0, tendem a suavizar os erros fazendo uma média entre os desvios positivos e negativos
dos valores assumidos pelo perfil de velocidade adotado. Isto ¢ particularmente
verdadeiro para os perfis de velocidade laminar onde os perfis de velocidade sdo suaves e
ndo apresentam dramdticas variagdes de inclinagdo como nos perfis de velocidade em
regime turbulento.

Uma expressdo simples para o perfil de velocidades deve tentar atender pelo
menos as condi¢des de contorno:

u(0)=0 nao deslizamento




u(e0) =Up casamento com 0 escoamento externo

A condig@o de casamento com o escoamento externo aplica-se quando y—co, entretanto
sabe-se que este limite assintotico pode ser aproximado quando y—3, onde & € a
espessura da camada limite. Nestas condig¢des, as condi¢des de contorno minimas
necessarias que um perfil genérico de velocidades deve atender deve ser:

u(x,0)=0 ndo deslizamento (16a)
u(x,8) =Up casamento com 0 escoamento externo (16b)

Devido ao grau de liberdade na escolha do tipo de fung@o para representar o perfil de
velocidades, pode-se impor mais restrigdes que devem ser atendidas pela fungdo que
representa o perfil de velocidades. A inclusdo de restri¢des, que advém das condigdes de
contorno, fardo com que a fun¢ido genérica represente melhor o perfil de velocidades. E
portanto desejavel que o perfil de velocidades também possa atender as condigdes:

a‘l(a’;’&) =1 vorticidade nula para y—4 (16¢)
62
u();,O) =— UO(X) dUO(X) atende equac¢do do momento quando y—0 (16d)
dy L dx
2
6__;(?;,5) =0 garante uma transi¢éo suave ao escoamento externo (16e)

Cabe uma observagdo com relagdo as condigdes aplicaveis a y—6. Como os efeitos
viscosos estdo confinados na regifio 0 <y<9, para y = 8, du/dy e todas as suas derivadas de
ordem superior, isto é oMu/dy", devem ser nulas obrigando desta maneira que o perfil de
velocidades da camada limite aproxime-se, de forma suave, da velocidade imposta pelo
escoamento externo.

Procura-se agora fun¢des genéricas capazes de atender estas condigdes de
contorno. Da analise de similaridade pode-se pressupor que tais fun¢des séo do tipo:

u(x,y) _ F( y J
Up(x) \38(x)
Uma forma funcional simples seria uma fungfio polinomial do tipo:

u(x, y)
Up(x)

=a+bn+cn? +dn’ +en?; onde n(x,y)=—~
8(x)

os coeficientes a, b, ¢, d, e sdo, em geral, fungdes de x, de maneira que solugdes que ndo
sdo similares podem ser obtidas. Estas constantes sdo obtidas através das condi¢bes de
contorno impostas ao perfil de velocidades, e, conseqiientemente, o grau do polinémio
determina o nimero de condi¢des de contorno que podem ser satisfeitas. A seguir é dado
um exemplo sobre a aplicagdo do método.



determina o numero de condi¢des de contorno que podem ser satisfeitas. A seguir € dado
um exemplo sobre a aplicagdo do método.

Exemplo: Escoamento em uma Placa Plana

Como exemplo de partida, sera considerado o problema de Blasius. Para o caso em
consideragdo € proposto um perfil de velocidades do tipo:

u 7
—=a+bn+cn’; onde =
U, n+can n

o <

como o perfil ¢ um polinémio de segundo grau, pode-se atender apenas 3 condig¢des de
contorno. As condi¢des de contorno escolhidas sdo: u(x,0) = 0, u(x,d) = U e du/dy(x,8) =
0. Impondo-se estas restrigdes ao perfil de velocidades, encontra-se que os valores das
constantes a, b e ¢ sdo, respectivamente: 0, 2, -1. Substituindo-se estes valores no
polindmio que representa o perfil de velocidades obtém-se:

u g y
—=2n-7n’, onden=-=:
U, n-n =5

Para o problema de Blasius a equag@o integral do momento se reduz a:

ko) = ¥

A espessura de momento, 0, € entdo avaliada através do perfil de velocidades adotado, e
de acordo com Eq. (6), 6 assume a forma:

0= aj(zn N X1—2n+n2)dn——5

enquanto que a tensdo na parede:

ou
TW:HE

Ug

—uy——(n M )In =0=21— 5

y=0 9 i

substituindo-se estas estimativas na equagédo integral do momento,

i[iﬁugj o A0
dx \ 15 3

ou

8dd = 15— dx
U

0



Impondo-se que para x = 0, & = 0, a integral da equagdo do momento resulta numa
estimativa da espessura da camada limite:

§=~30 2
U

0

ou de forma adimensional:

5.48 (% ¢

, ondeRe =
s Re: L

A tensdo de cisalhamento na parede pode entéo ser estimada,

D
X

U (1. 2)815
Tw =2p—=| -pUj
& \2 JRey
e o fator de atrito C¢
" Tw 0.730
f = =
[;—pUﬁJ (e

O resultado obtido para Cf possui um erro relativo de 9.9% acima do
resultado analitico de Blasius. Isto mostra que a abordagem integral da equagdo do
momento € capaz de produzir resultados consistentes mesmo quando usada com
aproximagdes grosseiras do perfil de velocidades. No caso em consideragio um
polindmio de segundo grau foi utilizado. Aproximagdes mais grosseiras poderiam ser
utilizadas, por exemplo um polindmio do primeiro grau, neste caso somente duas
condi¢des de contorno poderiam ser satisfeitas: u(x,0) = 0 e u(x,8) = Ug. Por outro lado
polindmios de grau superior poderiam igualmente serem utilizados e estes produziriam
resultados mais precisos. Para o perfil de segunda ordem adotado no exemplo, du/dy(x,8)
= -2U(/82 ao invés de zero. Utilizando-se um polinémio do terceiro grau, poderia-se
impor a curvatura correta do perfil de velocidade para y—8, 0 que produziria resultados
mais precisos.

Comentarios Sobre o Método Integral da Equacio do Momento

A eficacia do método integral consiste em, a partir de estimativas sobre a
forma do perfil de velocidades, realizar estimativas razoavelmente precisas sobre o
coeficiente de atrito, perfil de velocidade, espessura da camada limite, espessura de
deslocamento e espessura de momento. O razoavel grau de concordéncia das estimativas
do método integral se deve ao fato que o processo de integra¢do, envolvido nas

expressdes para 8* e 0, tendem a suavizar os erros fazendo uma média entre os desvios
positivos e negativos dos valores assumidos pelo perfil de velocidade adotado. Isto é



particularmente verdadeiro para os perfis de velocidade laminar onde os perfis de
velocidade sdo suaves e ndo apresentam dramaticas variagdes de inclinagdo como nos
perfis de velocidade em regime turbulento.

Uma questdo permanece em aberto: € possivel se prever o grau de incerteza
nas estimativas fornecida pelo método integral? Em principio ndo, entretanto, como via
de regra, eles apresentam resultados satisfatorios numa faixa de + 15%. A justificativa
desta resposta reside na forma escolhida da fungdo para representar o perfil de
velocidades. Para melhor discutir esta questdo, a tabela 1 apresenta diversos calculos com
perfis de velocidades distintos aplicados a uma placa plana (problema de Blasius).
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Distribuigdo de Espessura Coeficiente | Erro Relativo | Fator de
Velocidade de Momento |  de Atrito de C¢ Forma
WU, =F(n) | ('/x\Rey | C,\[Re, (%) 5°/6
F(n)=n 1731 0.577 -13.1 3.00
0.730 +99 2.50
F(n)=2n-n? 1.825
2 1.3
Fin)=—m--—
)=3n-2" 1.738 0.646 27 2.69
F(n)=2n-2n3 +n* 1.752 0.685 +32 2.55
F(n)=sin| = ]
) 5’“[ 2" 1.742 0.655 14 2.66
Blasius (exata) 1.733 0.664 0.0 2.61

Tabela 1 - Resultados dos célculos da camada limite baseado no método integral.
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Na tabela 1, o perfil de velocidade linear (1) atende as condi¢des de contorno
descrita na Eq. (16a) e (16b); o perfil de velocidade quadratico (2) atende as condigdes de
contorno descrita pela Egs. (16a), (16b) e (16¢); o perfil de velocidades cubico (3) atende
as condi¢des de contorno descrita pelas Egs. (16a), (16b), (16¢c) e (16e); o perfil de
velocidades proporcional a poténcia quarta (4) atende as condigdes de contorno descrita
pelas Egs. (16a), (16b), (16¢), (16d) e (16e); e finalmente, o perfil de velocidade senoidal
(5) atende as condi¢Bes de contorno descritas pelas Eqs. (16a) e (16b). Para fins de
comparagdo, o perfil de velocidades (6) é o perfil da solucdo exata de Blasius. Para
referéncia, estes perfis de velocidade estdo mostrados na Fig. 2. Da Fig. 2 nota-se que,
para perfis de velocidades polinomiais, ha um aumento na suavidade para a transi¢éo ao
escoamento externo a medida que se aumenta o grau do polindmio. Os perfis linear e
quadratico apresentam uma derivada descontinua quando y—9.

Nota-se que, em se tratando de aproximagdes polinomiais, 0 erro para o
coeficiente de atrito local tende a diminuir a medida em que se aumenta o grau do
polindmio. Um ganho substancial na precisdo da resposta ocorre na utilizagdo de um
polinémio de terceiro grau; isto era de se esperar, por que um polinémio de terceiro grau
pode atender mais condi¢des de contorno do problema. Entretanto, 0 mesmo ndo ocorre
para um polindmio de quarto grau, apesar de atender uma condigdo de contorno a mais
que o de terceiro grau. A situagdo se agrava quando ¢ testado um perfil de velocidades
com variagdo senoidal. Este perfil, que atende apenas duas condi¢des de contorno,
apresenta o menor erro! As conclusdes que se tira sdo: i) Em se tratando de perfis
polinomias, aumentando-se o grau do polindmio em geral representa um ganho na
precisdo da resposta devido a um melhor ajuste das curvaturas do perfil de velocidades
impostos pelas condi¢des de contorno; e ii) O perfil senoidal apresenta os menores erros
por pura coincidéncia; neste caso particular, a fun¢do senoidal é a que mais se aproxima
do perfil de velocidades de Blasius.

Como, evidentemente, ndo sdo conhecidas a priori solugcdes exatas para se
chegar a uma fungédo que melhor descreva o perfil de velocidades e, nem tao pouco, para
checar a precisdo do método, espera-se em geral uma incerteza em torno de + 15% para o
método integral.
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