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Coordenadas Ortogonais

A equacdo de Navier-Stokes escrita na forma de operadores vetoriais e
tensoriais,

N

p%\t/=—Vp+uV2\7+ pg (1)

aplica-se a qualquer sistema de coordenadas. Para que se possa expandir os termos da Eq.
(1) em um sistema de coordenadas particular € necessario que se expresse 0s operadores:
divergente, rotacional e gradiente para o sistema especifico. O objetivo deste tépico é
desenvolver as formulas necessarias para as transformacfes de coordenadas entre
sistemas ortogonais.

Fatores de Escala

Dado um sistema de coordenadas ortogonal, (&,, &,, &), sua representacéo
genérica é mostrada na Fig. 1

Fig. 1 - Sistemas de coordenas ortogonais.

O comprimento de um elemento de arco, (ds)?, € invariante ao sistema de coordenadas
utilizado. Para o sistema genérico,

(ds)” = hi(de,)" + h(de,)" + hi(de,)’ 2
ou em notacdo indicial,
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(ds)’ = h*(dg, )’

onde h;, h, e h; séo os fatores de escala que dependem das trés coordenadas (&;, &,, &s).

Se as coordendas (&,, &,, &;) sdo fungdes conhecidas de um sistema cartesiano (x,y,z)
entdo os fatores de escala h,, h, e h; séo determinados por:

o) (5] (5]
h, OX oy 0z
1 (@) o, (gj -
h, OX oy 0z
)-8 (5]
h, OX oy 0z
De modo inverso, se (X,y,z) séo fungdes conhecidas de (&,, &,, &;), entéo:
(h )2 _ OX + 8y + 0z
7o\, 0, e,
. (oxY (oy) (aoz)
o (&) (&) (%) “
(23]
7o\, &, ac,
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Jacobianos da Transformacao

Nota-se pelas Egs. (3) e (4) que os fatores de escala sé@o determinados a partir
do conhecimento da relagdo funcional entre o sistema (&, &,, &;) € 0 sistema cartesiano
(x,y,z) e de suas derivadas. De maneira genérica pode-se representar as relacoes
funcionais que associam pontos do espago (&,, &,, &;) para o espaco (X,y,z) como sendo:

X= f(glaézv‘is)
y= g(él’azaéa) (5)
Z= h(z}y&z’%)

desta maneira os planos definidos por &, = constante, &, = constante e &; = constante no
espaco (x,y,z) determinam um sistema de coordenadas curvilineas. De maneira analoga a
Eq. (5), pode-se também definir as relacdes funcionais que associam pontos do espago

(x.y,z) para 0 espaco (&;, &, &) :

& =T(xy.x)
&, =Q(x,y,2) (6)
& =d(x,y,2)

Uma vez conhecendo-se as relagdes funcionais definidas pela Eq. (5) ou Eq. (6) pode-se
determinar suas derivadas e os fatores de escala. O procedimento de obtencdo das
derivadas pode ser trivial dependendo da forma das Egs. (5) ou (6) entretando, pode
haver casos onde o trabalho algébrico torna-se custoso e/ou a obtencao das relagdes que
levam de um plano a outro é mais facil de se obter em um sentido, isto &, (X,y,z) = (&;, &
2 &) Ou vice versa. Nestes casos torna-se justificavel a aplicacdo de um metodo
especifico para este procedimento de obtencéo das derivadas.

Pode-se representar de modo genérico a relagdo funcional entre os sistemas
de coordenadas através das funcdes:

F(ipiz@a,X,y,Z):O
G(ﬁl,é;z,&s,x,y,z) 0 (7)
H(ipiz,is,x,y,z) 0

sendo que as fungdes F, G e H podem ser definidas a partir da Eq. (5),

F(&l:éz’éyX’y’z) =0= f(él’gz’gs)_ X
G(§1’§2’§3’X’yvz)zozg(§1’§2’§3)_y (8)
H(ﬁl,ﬁzﬁs,X,y, Z) =0= h(él'é2’§3)_ Z

ou a partir da Eq. (6),
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F(él,ﬁz,&3,x,y,2) =0= F(x,y,x)— &1
G(&,,€,,64,X,Y,2) =0=0(x,y,2) - &, )
H(ipﬁz,is,X,y' Z) =0= CD(X,y, Z) - as

A escolha entre as definicdes estabelecidas pelas Egs. (8) e (9) depende da facilidade
com que se obtém as relacGes definidas pelas Egs. (5) ou (6).
Tomando-se o diferencial das fungdes F, G e H tem-se que:
dF = F,dg, + F,d&, + Fd&; + Fdx+ Fdy+ Fdz=0

dG =G,dE, + G,,dE, + GdE; + G,dx + G, dy + G,dz =0 (10)
dH =H,dg, + H,,d&, + H,d&; + H,dx + H dy + H,dz=0

onde por questdes de conveniéncia as derivadas parciais estdo representadas por:

Fa= ﬁ, etc
05

1

A equacdo (10) define um sistema linear de equacBes em termos dos
diferenciais (dx, dy, dz) e (d&,, d&,, d&;). Tomando-se como variaveis independentes
(&1, €pr E3), @ Eq. (10) na forma matricial fica sendo:

F Fy F, dx Féldi1 + ngdiz + F§3d§3
G, Gy G,|eldy|= — Géld&,ﬁ ngdéz + Ggg'd&,3 (11a)
H, H, H, dz Hadé,1 + Hézdg2 + deg3

De modo analogo, caso as variaveis (X, y, z) sejam independentes,

F, R, Fs| |dg Fdx + Fdy+ F,dz
Gy G, Gyleldg,|= - |G, dx+Gdy+G,dz (11b)
H, Hy Hyl |d& H,dx+H dy +H,dz

A solucéo dos sistemas (11a) ou (11b) pode ser obtida através da regra de Cramer. Esta
solucdo pode ser expressa em uma notacdo compacta definindo-se os determinantes
jacobianos. A notacdo assemelha-se a um operador diferencial mas esta associada ao
calculo do determinante formado pelas derivadas parciais das funcfes. Segue abaixo trés
exemplos do uso da notacao e seus determinantes associados:
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o(F,G,H)

0(&1,82/8s

o(F,G,H)
o€,y 2)

:GE

)

=G, G
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Em particular deve-se destacar os jacobianos o(F,G,H)/0(x,y,z) e o(F,G,H)/0(&,, &,, &)
que estdo associados, respectivamente,

(& &o &) > (XY,2).
e O(FGH)oE, &, &;) #0.

as transformaces
A transformacdo existe desde que

(xy.2) > (€1 &2 &) e
o(F,G,H)/o(x,y,z) # 0

Tomando o sistema (11a), que leva a transformacgao do espaco (&;, &,, &;) —
(x,y,z), tem-se que as derivadas associadas, expressas em termos dos jacobianos, sao:

ax
55..1

a(F,G,H) a(F,G,H)
oEy.2) 8x _aEy2)
~ o(F,G,H) - o(F,G,H)
oxy.2) a(xy.2)
o(F,G,H) a(F,G,H)
%82 oy _ ax&2)
o(F,G,H) ot, o(F,G,H)
a(x,y,2) a(x,y,2)
a(F,G,H) a(F,G,H)
oxy.&) a2 a(xy.8)
o(F.G,H) ¢, o(F,G,H)
a(x,y,2) a(x,y,2)

o _
0%,

oy

08,

0z

Foe

a(F,G,H)
0(&;.y.2)

~ o(F,G,H)

o(x.y.2)

o(F,G,H)
o(x,&;.2)

~ o(F,G,H)

o(x.y.2)

o(F,G,H)
o(x,y,&;)

~ o(F,G,H)

o(x.y,2)

De maneira similar, tomando o sistema (11b), que leva a transformacéo do
espaco (X,y,z) — (&;, &, &), tem-se que as derivadas associadas, expressas em termos
dos jacobianos, sao:
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o(F,G,H) o(F,G,H) o(F,G,H)
08, AxEG) 08 Ay.EG) g Az2&,8)
ox o(F,G,H) oy o(F,G,H) &z d(F,G,H)
a(E.al’E.aZ’aS) a(al’z.’Z’E.G) a(E.’l’EJZ’EJ:S)
o(F,G,H) o(F,G,H) o(F,G,H)
e, &, x&) g, 0E.y.E) g, AE.zE,)
ox oFGH) oy AFGH) oz  aFG,H)
0(€,.8,.85) 0(&,.8,.8,) 0(8,.8,.85)
o(F,G,H) o(F,G,H) o(F,G,H)
g, oE.gx) g, aE.Ey) g a(ELE,.2)
ox  oFGH) oy oFGH) o  aFG,H)
0(8,.8,.85) 0(8,.8,.85) 0(8,.8,.85)
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Operadores Vetoriais e Tensoriais

A presente secdo propde-se apenas a mostrar algumas das formas dos operadores
vetoriais e tensoriais mais comuns na area de mecanica dos fluidos. O desenvolvimento
das formulas aqui apresentadas baseiam-se no célculo tensorial e podem ser encontrado
nas referéncias listadas no final do capitulo.

e Gradiente de uma grandeza escalar y - o resultado da operacéo é um vetor:

Vy=e——+e,——+e,——" (12)

onde el, e2, e3 s&do vetores unitarios nas diregdes (&;, &,, &;). Em notacdo indicial, Eq.
(12) fica sendo:

eiaw

(Vy), =¢, h o (12a)
¢ Divergente de uma grandeza vetorial V - o resultado da operacdo é um escalar:
RV [5(h2h3V1) N o(hih3Vy) N o(hsh 2V3)} (13)
hihohg| 08 98y 93
Em notacéo indicial a Eq. (13) fica sendo:
vV:ziga(\/a%f/h‘), onde /g = hyh,hs (13a)
| 1
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¢ Rotacional de uma grandeza vetorial V - o resultado da operacdo é um vetor:

— - -

hie; hpez hzes

vxy—_+ [0 0 O (14)
hihoh3| o0& &2 &3

hi\p  haVp  h3Vs

Em notacéo indicial a Eq. (15) fica sendo:

v hi o(hy Vi)
VXV | =¢ (14a)
L J. " Ja \/5 0L

onde g é definido como na Eq. (13a) e g;, € 0 simbolo de Levi-Civita definido por:
+1se (ijk) for uma permutacéo (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2)

gjjk =1 —1se (ijk) for uma permutacao (3,2,1), (2,1,3), (1,3,2)

0 quando dois ou trés indices se repetem

¢ Laplaciano de uma grandeza escalar - o resultado da operacéo € um escalar:
Viy=V.Vy= L {i[hzh:g a—wj‘l- g [h?’hl ov ]+ g (hlhz oy ﬂ (15)
hihohg| 06\ hy 08 ) &\ hy 06, ) 0E3\ hgy 0&3

Em notacéo indicial a Eq. (16) fica sendo:

v2 VKD
' ﬁ?aa.{h a&}

(15a)
¢ Gradiente de uma grandeza vetorial V - o resultado da operagdo é um tensor:
LV 51V, oh
> | " hyeg &hy hy dg,
vV = 10V, 1V,éh, (16)

=1 =1 ) parai =
""h o h h o P J
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» Divergente de uma grandeza tensorial t;; - o resultado da operagdo € um vetor:

R e e )

j i
e Laplaciano de uma grandeza vetorial V - o resultado da operacéo é um vetor:
O laplaciano de uma grandeza vetorial pode ser calculado através da identidade

mostrada na Eq. (18). As operacdes que definem os termos (1) e (I1) estdo definidos
pelas Egs. (13), (14) e (15).

ves(o¥)-of o)
V2V =V| V-V |-VX VxV (18)
Passa-se agora a mostrar a forma dos termos (1) e (I1). O termo (1) da Eq. (18) é:
MR a([vl JaVa 1a(fv3}
V[V V] hlagﬂ[aglL J \T@@Z{ ] Jgaga( h J ' (18-1)

"hy ot | Jgou M ) yadga| hy ) g oes| ha

|
s ), m{fj Lo (]

R a(@vl] (fvz] 1 6(«fV3H

Em notacdo indicial a Eq. (18-1) fica sendo:

(R I

O termo (1) da Eq. (18) é:

10
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-

_)
VX| VXV |=

I
hy

¥

0 0
%, ( (

03

e

h3V3)- azs(hzvz)} hz{

?

(18-11)

a componente na direcdo e, da Eq. (18-11) fica sendo:

Prof. Eugénio Spand Rosa

i) 2 )| )2 v

LB L R TRY ihVD—i[h—z{ihV—ihVD%
\/5{%2[\/{5&1( 2Va)- aaz( V1) 03 | Jg 653( 1) 6&1( 3V3)| [re1
Em notacdo indicial a Eq. (18-1) toma a forma:
(V _ 8 8ukhk a 8ukhk a
xVxV) \/_82 Nl (hjvj) N3 < (h,v,) (18a-11)

¢ Produto escalar entre um vetor e um tensor - o resultado da operacgao € um vetor:

VVV:
LoV, V, bV, oy 1oV, Vi ah 1oV, M ahy
hl aal hZhl aaZ h3h1 6&3 hl a&l hZhl aaZ hl a&l h3h1 6&3
Vovvle| L% Ve, 1oV, Vv, oh,  V, o, 18V, V, h,
h2 6&2 hth 6&1 hZ 6‘:2 hth 6&1 hShZ 6‘:3 h2 6&2 h3h a&ﬁ
LoV, Vs, ohy LoV, Vs oy AN, M ohy |V, dhy
h &€, h.h, &, hy 08 h,h, 05, hy 08 hih; 88, hphy 05,

11

(19)

0

0G2

(h 1V1)
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a componente na dire¢do el da Eq. (19) é obtida fazendo-se o produto linha coluna entre
0 vetor V e o tensor VV,

(U.VU) (MM Vo N VsV ViVp Oy ViV3 Oy V3V Sh  VaVp Ohg |
1| 114914 BetG2s Nyds Mo 082 hshy 685 hihg 08 hihy 0

VC%Vl (20)
Exemplo

A transformacdo  x =r.cos(0), y =r.sin(0), z =z" permite passar de coordenadas
retangulares a coordenadas cilindricas polares. Nesta transformacéo calcule: a) os fatores
de escala; b) o gradiente de um escalar y; c) o divergente de um vetor V com
componentes nas diregdes r,0,z" definidas por V,, V, € V,.; d) o rotacional de um vetor
V; e) o gradiente de um vetor V; e g) o divergente de um tensor .

a) para calcular os fatores de escala é necessario definir as relagdes funcionais
entre os sistemas de coordenadas conforme sugerido pela Eq. (8)

F(r,e,z*,x,y,z)—r-cos(9)+x:O
G(r,e,z*,x,y,z)—r-sin(9)+y:0
H(r,e,z*,x,y,z)—z*+z:0

as derivadas das funcgoes F, G, H sdo:

F =cos() G, =sin(0)  H, =0
F,=-r-sin(6) G,=r-cos(6) H,=0
F.=0 G, =0 A, =1
_— G, =0 H, =0
0 G,=-1 H, =0
F,=0 G,=0 A=

z z z

12
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O jacobiano da transformacao (r,0,z") — (x,y,2),

a(F,G,H) 0 0
m=o 1 0]=-1
Y2 1o o

a derivada parcial de x com relacdo a r, mantendo 6 e z* constantes, pode ser obtida
diretamente das definicoes dos determinantes jacobianos,

cos(8) 0 0
o(F,G,H) [sin(6) -1 0
ox  ary.z) 0 0 -
== a(Fc)S/H) =_ = = cos(0)
a(x,y,z)

as demais derivadas sdo calculadas usando-se 0 mesmo procedimento. Para referéncia

elas estdo mostradas a seguir:
OX

%:005(6) %:—r-sin(e) —=0
or 09 oz
@:sin(e) ¥_ r-cos(0) Y _g
or 0 oz
&, @, @
or 00 0z

A partir das derivadas pode-se determinar os fatores de escala através da Eq. (4),
2 2 2
(3] (2] (3] -
or or or
2 2 2
(3 (8 (&) -
00 00 00
2 2 2
(]2 (2] -
‘ 0z 0z 0z

b) o gradiente de um escalar y é obtido usando-se a Eq. (12)
V\V = e_:a_w+e_;la_“|j+e_i 6\|/
or roo oz

*

c) o divergente de um vetor V é dado pela Eq. (13)

1[a(rv,) Lalvy) a(rvf)]

V.V== £
r{ or 00 15/4

_av), v, 1alv,)  olv.)

or r r o0 1574

*

13
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d) o rotacional de um vetor V vém da Eq. (14),

> (10V. oV, \> (oV, oV.\> 1 (arve
VxvVv=|= ——2 e+ —-— e+ —| —=
r oo oz 0z or r\ or
e) o gradiente de um vetor V é obtido da Eq. (16),
oV, 1oV, Vv, oV,
or roo r 0z
vuo| M 1M Vv,
or roo r 0z
\YA 1oV, \YA
| or r o0 0z |
g) finalmente, o divergente de um tensor t vém da Eq. (17),
Oty  Tw 100 Tw 0% ||[ 2
oo r roe r oz r
Vt= %4_&4_1% T_re 81:91 . eﬁ
or r r oo r 0z 0
Oty Tu 100 0T, e «
or roroo oz L Z

14
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Equacdes de N-S em um Sistema Ortogonal de Coordenadas

As equagdes de Navier-Stokes para um sistema de coordenadas curvilineas
ortogonal ser escritas com o auxilio dos operadores vetoriais e tensoriais definidos nas
secOes anteriores. Para referéncia, a equagdo de N-S na forma ndo-conservativa
utilizando a representacao dos operadores é:

p{ﬁ +Ve Grad\”/} = DivT; |
at 1

onde o tensor das tenses T;; é dado por:

Ti,j =-P. Si,j + K(DiV\_./)E)i,j + ZMDi,j
A e u sdo os coeficientes de viscosidade sendo A = -2/3 y; e o tensor das deformagdes,
Dij, por:

Dj j = %[Gradv + (GradV)T}

Com o auxilio dos operadores definidos pelas Eqgs. (12) a (21) pode-se, apos algum
trabalho, chegar a forma das componentes de velocidade da equagéo de Navier Stokes:

15
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N MV VoV VN MV Vo Voo,V Viah, VoV oh
ot h,0¢, h,oE, h, 8é3 h,h,d¢, h h,0¢ h h, ¢, h, h, ot

1
= {ag (hh,h, Ty )+ % (h hih T, )+ %, (h h,h T&1&3)}

1723

CLoh o Loho 1dn
161 282 3&3
hlhl 6&1 - hth 6&1 % hlh3 6&1 =

ot  hy 0g hy d&y, hz &z hyhy dg hyphyogy hyhydgs hyhzdk

[avz ViV VoV, Va3dVp ViVpdhy ViVidhy Vp V3o, Va3 Va ahg]

1
hhh

{ - (h h h3Ta§2)+22(h1h hsnggz)Jr;(hlh h2T§2§3)

1 ahy 1 ahy 1 hg
T L Ae VEIEl T o A, tEe282 T 33
hahp 05, S "oy 38, S22 T hohg ae, |6

(av3+vlav3 Vp Vs VadVs Vi Vadhg ViVidhy Vp Vs o vzvzahJ
ot hy o0& hydty hz otz hyphgdgy hyphzdgs hyhzdgy hyhg g

1 0 ( 0 0
= ——hoh3h3Tey, 3)+7(h1h3h3T 2 3)+7(h1h2h3T 3 3)}
o n? {6& s+ 5 c2es )+ 5 3
1 ony 1 oh, 1 ohs

————Taa T Teoeo —7—— = Teaes
hihg &3 == hjhg &3 °2%° hghg otz =

o 1 [ o 0 0
p+{8§ (ph,h, ;) + % ——(ph,h,V,) + 2 (phlhzva)}zo
1 2 3

16



Coordenadas Ortogonais Prof. Eugénio Spané Rosa

As componentes do tensor das tensdes séo:

Tglélz—P+2u( 1LV + Va Oy + Vs ahljﬂu(DlvV)
hy 6& hihy 88,  hihjz 0&3

V. oo
! 6V2+ Vi 6h2+ 3 ahZ]+7»(D|vV)

T 2 2=—P+2|,l(
5% hy &, hihy 083 hphg 083

Tasgs =

-P+2u iaV3+ Vi 8h3+ Va O, +X(Div\r/)
h3 agi‘} h1h3 a&l h2h3 a&Z

1 éu, 1 ou, u, oh, u ahl]
§l§2 B B

"lhooe, "h, e, hh, de  hh, e,

Tozs = E, h 0, hh, 08, hh, €,

gzga

L u, 1ou u, ohy u, 8hlj

1 au 18u2_ u, oh, u, ahzj
hy 085 h,h; 08, hyh; OE,

17
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Aplicacao - Coordenadas Ajustadas ao Corpo

Coordenadas ajustadas ao corpo referem-se a um sistema de coordenadas
ortogonais cujas direcdes principais sdo paralela e normal a superficie do corpo. Estes
sistemas sdo largamente aplicados no estudo de escoamentos tipicos de camada limite
envolvendo superficies com curvaturas pois permitem que as equacfes que descrevem o
movimento sejam simplificadas. Dado que as linhas de corrente, na vizinhanca da
superficie, apresentam aproximadamente a mesma curvatura da superficie faz com que os
sistemas de coordenadas ajustadas ao corpo sejam candidatos naturais pois estes
descrevem um sistema ortogonal de curvas que s&o paralelas e normais a superficie do
corpo.

A Fig. 2 descreve, de maneira esquematizada, um sistema de coordenadas
ajustadas a superficie do aerofio. A coordenada & é medida a partir da origem ao longo do
corpo do aerofélio enquanto que a coordenada £ € normal a superficie do corpo.
Usualmente define-se ¢ = 0 para a superficie coincidente com a superficie do aerofélio.
A representacdo de um ponto P, no plano corresponde as coordenadas (&,,5,) sendo que
&, refere-se a distancia medida ao longo da superficie do aerofdlio até encontrar o ponto
onde a normal, passando por P, intercepta a superficie, ja C, é a distancia normal da
superficie do aerofolio até ao ponto P,

P0=(£0>§0)

origem £= 0
(linha que divide o escoamento
entre a parte superior e inferior)

Fig. 2 - Sistema de coordenadas ajustados ao corpo de um aerofolio

A fim que se possa determinar os fatores de escala para sistemas de
coordenadas ajustadas ao corpo € necessario que se conheca as propriedades das
superficies, mais especificamente, sua curvatura. Para tanto, na proxima sec¢do apresenta-
se uma breve revisao destes conceitos geométricos.
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Propriedades de uma Curva no Plano 2-D

Uma curva no plano pode ser representada pela seu raio de curvatura, p, ou pelo seu
reciproco, a curvatura, k = 1/p. Na Fig. 3 é representada uma curva S no plano (x,y). O
raio de curvatura € definido como sendo o limite quando P — P' da raz&o entre o
comprimento de arco AS e o angulo Aa., definido pelo ponto O onde as normais a S,
passando por P e P', se interceptam

AS dS

—Lim, 2>-% 21
p Aa—0 AO(, da ( )

Analogamente, a curvatura é definida por:
k=Lim

Aa _ da
AS—0 AS dS

(22)

-

Fig. 3 - Representacdo de uma curva no plano (x,y) e de seu raio de curvatura, p.

Considerando que a curva S € continua, ela pode ser parametrizada em funcéo
de X, como sugere a equacao abaixo:

y=n(x) (23)
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Uma vez que a curva S é parametrizada por X, seu comprimento de arco e o angulo
podem também ser expressos pela parametrizacdo em Xx; assim, Egs. (21) e (22) podem
Ser expressas por x como:

(deX)

p= (24)
idocdxi

do
k§4 -

As derivadas dS/dx e da/dx podem ser calculadas através da fungdo n(x). Assim,
notando-se que:

_ dn
=t 1 l; d —
a=tan}(n'); onde n ™

entéo:

doc_i a1 M
el &

Por sua vez, o comprimento de arco S pode ser expresso através dos diferenciais na
direcdo x ey,

dS? = dx? +dy® = dx2[1+ (dy/dx)z]
substituindo dy/dx pela defini¢do da Eq. (23), tem-se que:

& ity @)

Substituindo-se Eqgs. (26) e (27) nas Eqgs. (24) e (25) encontra-se as defini¢cdes de p e k
em funcgéo do parametro x:
|1+ ()]

p="— (28)
n

3/2

ke N (29)

= [1+ (n')2]3/2

As equacdes (28) e (29) mostram que para retas, ou seja, curvas com segunda derivadas
nulas, apresentam raio de curvatura infinito e curvatura nula. J4 o sinal do raio de
curvatura ou da curvatura da curva é dado pelo sinal da segunda derivada da curva. Para
referéncia, a Fig. 4 mostra duas curvas y = x3 e y = Cos(X) e suas respectivas curvaturas.
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10 — 3 2 —
y =X 6X
k= 3
(1+9x%
0 I |
-4 0 4 A 4
10 — 2
1 — 1 —
y = Cos(X) K = _ -Cosg
(1 +Sinf(x))*?
0 0
| | | |
4 0 4 -4 0 4
_1 — _1 _

Fig. 4 - Representacéo das curvas: y = x* e y = Cos(X) com suas respectivas curvaturas.

Fatores de Escala para Coordenadas Ajustadas a uma Curva no Plano

Considere uma curva S, conforme mostrada na Fig. 5, cujo vetor posic¢éo, r, descrevendo
a posicao dos pontos da curva € parametrizado em funcdo do comprimento de arco, §. As
coordenadas do ponto P séo representadas pelo par (X,,y,) no sistema cartesiano e pelo
par (&,,C,) no sistema de coordenadas ajustadas a curva. &, € o comprimento de arco da
origem até ao ponto P' e C, é a distancia PP".

As componentes do vetor posicdo r nas direcbes X e y sdo dados pelas
funcdes:

N -

r(g)=m(e)i +ry(e) |
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onde i e j sdo vetores unitarios nas direcdes X e y, respectivamente.

Fig. 5 - Coordenada ajustadas & uma curva no plano.

Uma relacdo direta entre as coordenadas (X,y) e (§,0) é obtida através das relagdes
geomeétricas:

x=rx(&)-¢-Sin(a)

(30)
y=ry(&)+¢-Cos(a)

onde Cos(a )= drx(&)/d&.

Os fatores de escala sdo calculados a partir das derivadas de x e de y em relagdo a & e C,
conforme mostrado pelas Egs. (3) e (4). A seguir passa-se ao calculo das derivadas.

ox d dp.

—=—|rx(§)[-C-—]sin

2 = qelX(E)] -G g lsin(o)]

da
dg

= cos(a) - ¢ -cos(a)-

=cos(a)-(1-¢-k)
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Os fatores de escala:

(31)
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Fatores de Escala para Corpos Axi-simétricos

Considere S a superficie de um corpo sélido como mostra a Fig. 6. A posicao
de um ponto P no espaco é descrita através da distancia  paralela ao vetor normal a S e
do vetor posicdo r que indica a posi¢do do ponto P' na superficie S.

X

Y R=T(gm)+{n(En)

Fig. 6 - Sistema de coordenadas &, n e ¢ ajustados ao corpo.

As coordenadas &, n definem a superficie S através do vetor posicéo r,
r= r(é, ﬂ)
Entdo um ponto P pode ser definido pelo vetor posicdo R como:

R=r(g,m)+Ln(g,m)

onde n é o vetor normal a S em P'. As relagdes geométricas entre (X,y,z) e (§,1,() sao
expressas por:
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x =r(&)-cos(n)+¢-cos(a)-cos(n)
y =r(g)-sin(n) +¢-cos(a) -sin(n)
z=f(g)-¢-sin(a)
lembrando que '
dr, (8) _ . df (§) _
0 =sin(a) e & cos(a) .
As derivadas:

2—2 =cos(n)-sin(a)-(1-§-k) Z—:: =—[r(g)+¢-cos(a)]-sin(n) 2—2 = cos(o)-cos(n)
g—é:sin(n)'sin(a)-(l—q-k) %:[r(§)+gcos(aﬂ-cos(n) %Z=COS(G)'S|”(H)
Z—ézcos(a)-(l—q-k) 2_;:0 2—Zz—sin(a)

onde o é 0 angulo que ¢ faz com o eixo Xx.

Os fatores de escala:
he = (1_C‘k)
hnn =l (‘i)_{_ - COS((X) (32)
h, =1

Exemplo: Fatores de Escala para Superficie Conica

Considere uma superficie conica, conforme esquematizada na Fig. 7, cujo semi-angulo é
a O sistema de coordenadas ajustadas a esta superficie € definido pelas variaveis (&, n, §)
que correspondem, respectivamente, a distancia medida ao longo da superficie, a posi¢ao
angular de um ponto na superficie e a distancia de um ponto a superficie.
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Fig. 7 - Sistema de coordenadas para uma Superficie Conica.

Baseado na nomenclatura desenvolvida no caso anterior, pode-se definir o
raio de giracao, r(&) e a projecédo no eixo z, f(&) em funcdo do semi-angulo o do cone:

(&) =& sin(a)
f(&) =& cos(a)

Além disto, a curvatura k = do/dg = 0. Substituindo-se estas funcdes nas expressdes
desenvolvidas para os fatores de escala, Eq. (32), encontra-se:
h,=(1-¢k) =1

h,, =r(&)+¢-cos(a) = &-sin(a)+¢-cos(a)

h, =1 =1

a8
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