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EQUACOES INTEGRAIS DA CAMADA LIMITE BI-DIMENSIONAL

Durante o periodo compreendido entre 1920 a 1950, onde computadores
digitais nem sequer existiam, o desenvolvimento de aplica¢fes da teoria da camada limite
ocorreu através do desenvolvimento e aperfeicoamento dos métodos integrais. Solucbes
aproximadas utilizando-se equac@es integrais para a camada limite deve-se ao trabalho
pioneiro de Von Karman publicado em 1921. Uma revisdo extensiva destes métodos
pode ser encontrada em Rosenhead (1964). Apesar de atualmente se dispor de eficientes
algoritmos computacionais, tornando quase que obsoleta a utilizacdo destes métodos para
escoamentos laminares, eles sdo ainda hoje freqlentemente utilizados em problemas
complexos tais como: turbuléncia, transferéncia de calor e combustdo.

Definicdo de Espessura de Deslocamento e Espessura de Momento

A espessura de deslocamento, 5* esta relacionada ao déficit de vaz&o devido
a desaceleracdo que o fluido sofre pela agdo da viscosidade. Considerando-se um perfil
tipico de velocidades dentro da camada limite, como mostra a Fig. 1,

y U, y U,

(@) (b)

Fig. 1 - Espessura de deslocamento é a distancia da parede que o escoamento externo a
camada limite deveria estar afim de que as vazbes produzidas pelo escoamento com
presenca de termos viscosos (a) seja a mesma que a produzida pelo escoamento sem a
presenca de termos viscosos (b).

Considere o perfil de velocidades mostrado na Fig. 1la, a vazao massica em
uma secdo e dada por

. +00

M= fpeusdy (1)
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esta vazdo massica € equivalente a vazao produzida pelo escoamento externo, Fig. 1b,
porém descontado um déficit de massa devido a desaceleracdo sofrida pelo fluido
préximo a parede,
e 4 .
M= [peUgedy—(peUged) )
0

Isolando-se &* das equacbes (1) e (2), encontra-se a definicdo da espessura de
deslocamento, Eq. (3):

*_OO _L
S —I(l U de ®3)

De maneira anéloga, é definido a espessura de momento, 6. Ela refere-se ao
déficit de momento associado a desaceleracdo do fluido causada pela viscosidade. O
fluxo de momento J em uma sec¢do é dado por:

J=°§u « (pudy) %)

este fluxo de momento é igual ao fluxo de momento dado pelo escoamento externo
descontando-se um déficit de momento:

3=TUg  (pudy) - [>U20) ©)
0

Isolando-se 6 das equaces (4) e (5) encontra-se a definicdo da espessura de momento:

+00 u u
0= [ —|1-—|d 6
(I) Uo{ Uon (6)

A espessura de deslocamento e de momento, 6* e 0, estdo representadas pela
area sob as curvas definidas por: (1 - u/Ug) e u/Ug(1 - u/Ug) na Fig. 2. Pela sua
definicdo, 6 deve ser sempre menor que &* de maneira que a razdo &*/0, também
chamada de fator de forma H, é sempre maior que a unidade.
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Fig. 2 - Espessura de momento e de deslocamento

Equacéo Integral da Camada Limite Bi-Dimensional

A ideia bésica atrés da formulacdo integral da camada limite € expressar 0s
balancos de conservacdo de momento e massa, na diregdo transversal ao escoamento,
integrando-se as equacdes entre y = 0 a y = oo. Partindo-se das equacbes da camada
limite, em regime laminar e escoamento incompressivel, tem-se para a conservagdo da
massa e momento as equagoes:

ou ov

i Ay o 7
6x+8y @

ou ou  u dy,
Ue—+Vve—=v—+U, (8)
OX oy oy dx
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Multiplicando-se a Eq. (7) por u e somando-se a Eq. (8), obtém-se:

ou’ owu  J‘u dy,
L

=v—_—+U, 9)
oX oy oy dx
integrando-se Eq. (9) na dire¢do y no intervalo de 0 a o,
o0 2 o0 o0 2 o0
ou ovu o°u dUg dy (10)

[—dy+ [—dy=v[—dy+ [Ug
0 OX 0 oy 00y? o  dx

Observando-se que o termo [a(vu)/dyedy é igual a (Vu) - (vu)p mas pela condigéo de
ndo deslizamento, u(x,0) = 0, logo, Ja(vu)/dyedy = vU,. Da Eq. (7), [V(X.y) - V(x,0)] = -J6
u/Oxedy; para o caso de fronteira impermeavel v(0) = 0, ento:

©5(vu) ©8u
[——dy=-Ug [—dy+Ug-vy (11)
0 8y 08X

Onde vw é a velocidade de injecdo ou suc¢do junto “a parede. Observando-se que o termo
vlo2uloy2dy é igual a v(ouldy|y - ouloy|g), mas, por definicdo, 0 escoamento externo a
camada limite ndo possui vorticidade, entdo ou/dy|, = 0, entdo:

©o%u ou T
[dy=-v_— = (12)
00y Vy=0 P

onde t,, € a tensdo na parede. Substituindo-se equagdes (11) e (12) na Eg. (10) encontra-
se:

d002 doo TW dUooo
— fu“dy-Ug— [udy=——""4+—[Updy—Uq - Vv 13
dx(j) y deg y ) dx(f)oy 0 Vw (13)

na Eqg. (13) a ordem de diferenciacdo e integracdo foi trocada por que os limites de
integracdo néo é fungédo de x. Além disto, notando-se que:

d © dUg ® d®
—| U fudy |[=— [udy +Uy— [ud
dx{ O(IJ y} dx (I) y de(f) y

entdo Eq. (13) pode ser re-escrita na forma:
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d du T du
d_x(J) dy——JUOUdy+ i jud TW Oondy Ug-Vvw (14)

ou

d® dUn®

que em termos das definicdes de espessura de deslocamento e espessura de momento fica
sendo:

d 2 W dUO
—\Ugb)-Ug-vyy = — - d*Uyg— 15
dx( 0) 0-Vw o 0 gy (15)
ou
de (29 5*) 1 %_V_W:_TW -
dx U, dx U, p-U,

Equacdo (15) foi estabelecida em 1921 por Von Karméan. Ela reflete um
balanco entre a variacdo da quantidade de movimento (lado esquerdo da Eq.(15)) com a
forca viscosa e gradiente de pressdo (lado direito da Eq. (15)). Equacdo (15) é uma
funcéo implicita do perfil de velocidade u/Ug, uma vez que a espessura de deslocamento
e espessura de momento dependem destas relagoes, Eq. (6) e (3).

A esséncia do método integral consiste em assumir uma expressdo que
convenientemente represente a distribuicdo de velocidade u(y) na camada limite,
levando-se em conta que ela satisfaga importantes condi¢des de contorno para u(y) e que
contenha, em adicdo, um parametro livre, comumemente adotado como sendo a espessura
da camada limite, 3, que é finalmente determinado pela Eq. (15).

A eficacia do método integral consiste em, a partir de estimativas sobre a
forma de comportamento do perfil de velocidades, realizar estimativas razoavelmente
precisas (= 15%) sobre o arrasto, espessura da camada limite, espessura de deslocamento
e espessura de momento. O razoavel grau de concordancia das estimativas do método

integral se deve ao fato que o processo de integracdo, envolvido nas expressdes para 5* e
0, tendem a suavizar os erros fazendo uma média entre os desvios positivos e negativos
dos valores assumidos pelo perfil de velocidade adotado. Isto é particularmente
verdadeiro para os perfis de velocidade laminar onde os perfis de velocidade sdo suaves e
ndo apresentam dramaticas variagdes de inclinacdo como nos perfis de velocidade em
regime turbulento.

Uma expressdo simples para o perfil de velocidades deve tentar atender pelo
menos as condigdes de contorno:

u©) =0 nédo deslizamento
u(e) = Ug casamento com o escoamento externo
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A condicdo de casamento com 0 escoamento externo aplica-se quando y—oo, entretanto
sabe-se que este limite assintotico pode ser aproximado quando y—d, onde & € a
espessura da camada limite. Nestas condi¢fes, as condi¢des de contorno minimas
necessarias que um perfil genérico de velocidades deve atender deve ser:

u(x,0)=0 néo deslizamento (16a)
u(x,d) = Ug casamento com 0 escoamento externo (16b)

Devido ao grau de liberdade na escolha do tipo de fungdo para representar o perfil de
velocidades, pode-se impor mais restricdes que devem ser atendidas pela funcdo que
representa o perfil de velocidades. A inclusdo de restri¢bes, que advém das condicdes de
contorno, fardo com que a funcio genérica represente melhor o perfil de velocidades. E
portanto desejavel que o perfil de velocidades também possa atender as condicdes:

au((;;, ) -0 vorticidade nula para y—3§ (16¢)
2
3 u(>2<,0) __Up(x) dUdO () stende equagéo do momento quando y—0  (16d)
v X
2
o7ux.3) “();’8) =0 garante uma transigao suave ao escoamento externo (16e)
oy

Cabe uma observacdo com relacdo as condicfes aplicaveis a y—d. Como os efeitos
viscosos estdo confinados na regido 0 <y<g, para y = d, ou/dy e todas as suas derivadas
de ordem superior, isto é oNu/oyN, devem ser nulas obrigando desta maneira que o perfil
de velocidades da camada limite aproxime-se, de forma suave, da velocidade imposta
pelo escoamento externo.

Procura-se agora funcBes genéricas capazes de atender estas condi¢des de
contorno. Da andlise de similaridade pode-se pressupor que tais fun¢des sdo do tipo:

TR F( 6<yx>J

Uma forma funcional simples seria uma funcdo polinomial do tipo:

—U(X’y)=a+bn+cn2+dn3+eﬂ4? onde n(x,y)=—~

y
Uo(x) 5(x)

os coeficientes a, b, ¢, d, e sdo, em geral, fungdes de x, de maneira que soluc¢des que nao
sdo similares podem ser obtidas. Estas constantes sdo obtidas através das condi¢fes de
contorno impostas ao perfil de velocidades, e, conseqlientemente, o grau do polinémio
determina o nimero de condicBes de contorno que podem ser satisfeitas. A seguir é dado
um exemplo sobre a aplicagdo do método.
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Exemplo: Escoamento em uma Placa Plana

Como exemplo de partida, serd4 considerado o problema de Blasius. Para 0 caso em
consideragéo é proposto um perfil de velocidades do tipo:

i:a+bn+cn2; onde n=
UO

<<

como o perfil € um polinémio de segundo grau, pode-se atender apenas 3 condicGes de
contorno. As condi¢des de contorno escolhidas séo: u(x,0) = 0, u(x,8) = Ug e ou/oy(x,5)
= 0. Impondo-se estas restricdes ao perfil de velocidades, encontra-se que os valores das
constantes a, b e ¢ sdo, respectivamente: 0, 2, -1. Substituindo-se estes valores no
polindmio que representa o perfil de velocidades obtém-se:

u
—=2n-1% onden:X
UO
Para o problema de Blasius a equacéo integral do momento se reduz a:
i(u%e) - Tw
dx p

A espessura de momento, 6, é entdo avaliada através do perfil de velocidades adotado, e
de acordo com Eqg. (6), 6 assume a forma:

1
9=51(2n—n2X1—2n+n2)dn=36
0 15

enquanto que a tenséo na parede:

substituindo-se estas estimativas na equacéo integral do momento,

i(isu%j: ZUUO
dx \ 15 o

ou

5ds = 15— dx
U

0

Impondo-se que para x = 0, 8 = 0, a integral da equacdo do momento resulta numa
estimativa da espessura da camada limite:
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ou de forma adimensional:

o_ 548 onde Re, = UoX
x +Re v

A tensdo de cisalhamento na parede pode ent&o ser estimada,
Up (1 ,.0)+/815

tw =2u—==|-pUp
JRey

2

d

e o fator de atrito Cs
tw _ 0.730

Cr=—r -
(PU(ZJj Rex

2

O resultado obtido para Cf possui um erro relativo de 9.9% acima do
resultado analitico de Blasius. Isto mostra que a abordagem integral da equacdo do
momento € capaz de produzir resultados consistentes mesmo quando usada com
aproximagOes grosseiras do perfil de velocidades. No caso em consideracdo um
polindmio de segundo grau foi utilizado. AproximacBGes mais grosseiras poderiam ser
utilizadas, por exemplo um polindbmio do primeiro grau, neste caso somente duas
condicBes de contorno poderiam ser satisfeitas: u(x,0) = 0 e u(x,8) = Ug. Por outro lado
polinbmios de grau superior poderiam igualmente serem utilizados e estes produziriam
resultados mais precisos. Para o perfil de segunda ordem adotado no exemplo, ou/dy(X,d)
= -2U0/82 ao inves de zero. Utilizando-se um polinbmio do terceiro grau, poderia-se
impor a curvatura correta do perfil de velocidade para y—3, 0 que produziria resultados
mais precisos.

Comentarios Sobre o Método Integral da Equacédo do Momento

A eficacia do método integral consiste em, a partir de estimativas sobre a
forma do perfil de velocidades, realizar estimativas razoavelmente precisas sobre o
coeficiente de atrito, perfil de velocidade, espessura da camada limite, espessura de
deslocamento e espessura de momento. O razoavel grau de concordancia das estimativas
do método integral se deve ao fato que o processo de integracdo, envolvido nas

expressdes para &* e 0, tendem a suavizar os erros fazendo uma média entre os desvios
positivos e negativos dos valores assumidos pelo perfil de velocidade adotado. Isto é
particularmente verdadeiro para os perfis de velocidade laminar onde os perfis de
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velocidade sdo suaves e ndo apresentam dramaticas variagfes de inclinagdo como nos
perfis de velocidade em regime turbulento.

Uma questdo permanece em aberto: € possivel se prever o grau de incerteza
nas estimativas fornecida pelo método integral? Em principio ndo, entretanto, como via
de regra, eles apresentam resultados satisfatorios numa faixa de + 15%. A justificativa
desta resposta reside na forma escolhida da fungdo para representar o perfil de
velocidades. Para melhor discutir esta questdo, a tabela 1 apresenta diversos calculos com
perfis de velocidades distintos aplicados a uma placa plana (problema de Blasius).

10
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Distribuicao de Espessura Coeficiente Erro Fator de
Velocidade de Momento de Atrito Relativo de Forma
U/U0 = F(T]) (5*/x' |Rey Cf /Rex (Ej:) 0 /9
1 Fin)=n 1.731 0.577 -13.1 3.00
0.730 +9.9 2.50
2 3
= —Tn_=
3| F=gngn 1.738 0.646 2.7 2.69
41 Fm)=2n-2n3+n* 1.752 0.685 +3.2 2.55
F(n) = sin| = J
5 ) s'”[zn 1.742 0.655 14 2.66
6 Blasius (exata) 1.733 0.664 0.0 2.61

Tabela 1 - Resultados dos calculos da camada limite baseado no método integral.

Na tabela 1, o perfil de velocidade linear (1) atende as condi¢Bes de contorno
descrita na Eq. (16a) e (16b); o perfil de velocidade quadratico (2) atende as condi¢es de
contorno descrita pela Egs. (16a), (16b) e (16¢); o perfil de velocidades cubico (3) atende
as condigdes de contorno descrita pelas Eqgs. (16a), (16b), (16c) e (16e); o perfil de

11
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velocidades proporcional a poténcia quarta (4) atende as condigdes de contorno descrita
pelas Eqgs. (16a), (16b), (16c), (16d) e (16e); e finalmente, o perfil de velocidade senoidal
(5) atende as condigcdes de contorno descritas pelas Eqgs. (16a) e (16b). Para fins de
comparacgdo, o perfil de velocidades (6) é o perfil da solucdo exata de Blasius. Para
referéncia, estes perfis de velocidade estdo mostrados na Fig. 2. Da Fig. 2 nota-se que,
para perfis de velocidades polinomiais, h4 um aumento na suavidade para a transi¢cdo ao
escoamento externo a medida que se aumenta o grau do polinémio. Os perfis linear e
quadratico apresentam uma derivada descontinua quando y—3.

Nota-se que, em se tratando de aproximacgdes polinomiais, 0 erro para o
coeficiente de atrito local tende a diminuir a medida em que se aumenta o grau do
polinémio. Um ganho substancial na precisdo da resposta ocorre na utilizacdo de um
polindmio de terceiro grau; isto era de se esperar, por que um polinémio de terceiro grau
pode atender mais condigdes de contorno do problema. Entretanto, 0 mesmo ndo ocorre
para um polinbmio de quarto grau, apesar de atender uma condi¢do de contorno a mais
que o de terceiro grau. A situacdo se agrava quando é testado um perfil de velocidades
com variacdo senoidal. Este perfil, que atende apenas duas condi¢bes de contorno,
apresenta 0 menor erro! As conclusdes que se tira sdo: i) Em se tratando de perfis
polinomias, aumentando-se o grau do polinbmio em geral representa um ganho na
precisdo da resposta devido a um melhor ajuste das curvaturas do perfil de velocidades
impostos pelas condic¢des de contorno; e ii) O perfil senoidal apresenta 0s menores erros
por pura coincidéncia; neste caso particular, a funcdo senoidal é a que mais se aproxima
do perfil de velocidades de Blasius.

Como, evidentemente, ndo sédo conhecidas a priori solugdes exatas para se
chegar a uma funcéo que melhor descreva o perfil de velocidades e, nem tdo pouco, para
checar a precisdo do método, espera-se em geral uma incerteza em torno de + 15% para o
método integral.

12



Equacdo Integral da Camada Limite Bidimensional Prof. Eugénio S. Rosa
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Fig. 3 - Perfis de velocidade para uma placa plana

13
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Meétodo Integral da Equacdo do Momento de Karman-Pohlhausen

O exemplo numérico do escoamento sobre uma placa plana mostra que, para
escoamentos sem gradiente de pressédo, a equacéo integral do momento restringe-se a taxa
de variagdo da espessura do momento igual a tensdo de cisalhamento na parede, isto €:

@ _ -,
dx pU;

Entretanto para escoamentos com gradiente de pressdo, todos os termos da
Eqg. (15) devem ser mantidos. Nestas condicOes, os coeficientes do polindmio que
representa o perfil de velocidades ndo serdo necessariamente constantes, mas
apresentardo uma dependéncia funcional em x que ¢é a varidvel que mede a distancia ao
longo do corpo. Alias, esta é uma das caracteristicas do método que permite que ele trate
de escoamentos ndo similares. Caso haja similaridade, os coeficientes serdo constantes.

A introducdo do gradiente de pressdo adiciona um pardmetro a mais na
formulagéo, em termos do perfil de velocidades ele pode ser representado por:

o) 3 )

Up 3(x)

onde A(X) é um parametro relacionado com o gradiente de pressdo. Esta dependéncia no
perfil de velocidades no pardmetro A(X) estende-se a espessura de momento e
deslocamento e também a tenséo de cisalhamento:

0= Fl[a() Ax)]
Fo[8(x), A(x)]
tw = R[3(x), A(x)]

substituindo-se na equacdo integral do momento, Eq. (15), resultard em uma equacao
diferencial de primeira ordem para 5(x) ou 6(x), envolvendo a velocidade externa U,(x)
(conhecida através de solu¢do do escoamento potencial externo ao corpo ou através de
medidas experimentais) e do parametro A(X). Esta idéia, desenvolvida por Pohlhausen
em 1921, sera apresentada a seguir.
Para representacdo do perfil de velocidades, Pohlhausen escolheu um
polindmio de quarto grau conforme Eq. (17)
u(x,y)

U (x)

sujeito as condi¢des de contorno:

—a+bn+cn?+dnd+en®; onde n(x,y):L (17)

3(x)

0

Fu_1ldp__ dU

L 5 0
oy: pdx dx
ou o’u

y=0 —> u=0;

oy oy

<
c|>|o

\J

1

0?

14
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impondo-se estas condigdes de contorno no perfil definido pela Eq. (17), encontra-se que
os coeficientes do polinbmio devem satisfazer:

O0=a
_87dYo _pe —_A(x)
v dx

l=a+b+c+d+e
O=b+2c+3d+4e
0=2c+6d+12e

os valores dos coeficientes do polindmio que satisfazem estas equagdes s&o:

a=0; b:2+A; c:—é; d=—2+£; e:1—A
6 2 2 2

substituindo-se estes valores no perfil de velocidades, encontra-se:
A
- (Zn —23+ n4)+ —(n ~3n% +3n° —n4)
Ug 6

ou de modo compacto,

UL = F(n)+ AG(n) (18)
0

onde:
Fn) =1-(+n)i-n)

(1) = (L P o

As fungédo F(n) representa a parcela dos termos relativos a um escoamento
com gradiente de pressdo nulo, eles, quando substituidos na equacdo do momento
estimam um arrasto dentro de 3% da solugdo de Blasius, veja Tab. 1 perfil 4. Ja a fungdo
G(n) é uma correcdo de primeira ordem para escoamentos com gradiente de pressdo. Os
valores das funcdes F(n) e G(n) estdo representados na Fig.4 em fungéo de n. Destaca-se
0 carater monotdnico de F(n) que varia de zero para ) = 0 a unidade para n = 1, enquanto
que a funcdo G(n), representada numa ampliagdo de cinqiienta vezes na escala de F(n),
cresce de zero para n = 0 até um maximo de 0.0166 em n = 0.25 para depois cair para
zeroemn =1.
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1.00 —

0.80 —

0.60 —

0.40 — 506G

0.20 —

0.00
\ \ \ \ \

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
n

Fig. 4 - Funcbes F(n) e G(n) que definem o perfil de velocidades, Egs. (18) e (19).

O perfil de velocidades expresso na Eq. (18) constitui uma familia de curvas
definidas pelo parametro A. O adimensional A pode ser escrito na forma:
&% dU d )
A=——2= e (20)
v dx dx pU,/d

que pode entdo ser interpretado fisicamente como a razéo entre a forga de pressdo e a
forca viscosa. Os perfis de velocidades para diferentes valores de A estdo mostrados na
Fig. 5. O perfil que corresponde a A = 0 é obtido quando dU,/dx = 0, isto &, para camada
limite sem gradiente de pressdo (escoamento de Blasius) ou para um ponto onde a
velocidade do campo externo a camada limite passa através de um méaximo ou um
minimo. Neste caso o perfil de velocidades é idéntico ao perfil polinomial de quarta
ordem dado na Tabela 1. O perfil na separagéo, que ocorre quando (Au/dy), = 0, implica
que a constante b do polinémio seja nula, ou seja: A = -12. Para valores de A ) +12,
observa-se da Fig. 5 que ocorrem valores de u/U, ) 1 dentro da camada limite, como isto
ndo representa fisicamente nenhum tipo de escoamento, valores de A acima de +12
devem ser excluidos. Desta maneira, a faixa de valores do pardmetro A onde existe um
significado fisico a ele fica restrita a: -12 < A < +12.

16



Prof. Eugénio S. Rosa

Equacéo Integral da Camada Limite Bidimensional

1.20 —

1.00 —

u/Uo
|

Fig. 5 - Perfis de velocidade dados pela Eq. (18) em funcdo do parametro A.

Dado o perfil de velocidades definido pela Eqg. (18), o préximo passo €
avaliar as espessuras de deslocamento e de momento de acordo com as defini¢cdes dadas

pelas Egs. (3) e (6):

% = "IL- F(n)- AG(n)kn
=0
2= Ml + Al o)~ G

calculando-se as integrais definidas com ajuda das defini¢des das fungdes F(n) e G(n),

definidas na Eq. (19), encontra-se:
6o* 3 1

5 10 120
2_37 1,1

§ 315 945 9072
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A tensdo de cisalhamento pode ser avaliada de forma similar:

o =20 2Y) U0 @) 6
o on =0 d oOn =0
wo =2+ 1A
HUO 6

A fim de que se possa determinar o pardmetro A(X) € necessario que Se recorra a
equacdo integral do momento, Eq. (15). Multiplicando-se ambos os lados da Eq. (15)
pelo fator 6/vU,, encontra-se:

erd—e+(26+8*)9 dUO _ rWO
v dx v dx uUg
ou
Uy d [ 62 5*\dUg [ 02 TwH
— | — |+ (2+—j— —|[=—— (21)
2 dx| v 0 )dx || v uUg

Na Eqg. (21) a espessura da camada limite, 3, ndo aparece explicitamente por que ela é

cancelada em todos os termos. A partir da Eq. (21) pode-se avaliar a espessura do
momento definindo as variaveis:

0 0’ dU du

Z=— e K=——=2=7—"2

L v dx dx

(22)

Da equagdo acima pode-se constatar que a varidvel K, utilizando-se a condicdo de
contorno que define A1, pode ser escrita na forma:

2
ke[ 3L L a1 z2)5 (23)
315 945 9072

1 Uma relagfo explicita da forma A = A(K) ndo é conhecida e portanto deve-se recorrer a métodos
numéricos para determinacdo de A dado K. Um método proposto para realizar esta tarefa é o método de
Newton-Raphson. Dado um valor para K ele buscara os valores de A que satisfazem Eq. (21). Uma rotina
de busca da raiz pode ser escrita na forma:

— 2057529600K + 28387584 A —511488A;% —50976A;° + 480A;* + 25A;°
28387584 —1022976A; —152928A;% +1920A ;> +125A;*

A1 =Aj—
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sua relacdo com o pardmetro A é mostrada na Fig. 6.

0.10 —

-0.20 L T I B R

-15 -10 -5 0 5 10 15
A

Fig. 6 - Relacdo funcional entre Ke A

Por sua vez, o fator de forma 6*/0 e a tenséo de cisalhamento t,,, podem ser escritos em
funcdo da variavel K na forma:

5% (1?;)_1;0[\)
0o (37 1 1 =h(K)
S A-—— A
(315 945" 9072 j

TWG=(2+3A](37 St A2j=F2(K)
uU, 6 \315 945 9072

A Fig. 7 mostra a relacdo funcional entre Fl e F2 e K.
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3.0 — F1(K)

7 F2(K)
0.0 — /////

-0.5 \\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘\\\\‘

-0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
K

Fig. 7 - Relacdo funcional entre F1(K), F2(K) e K

Substituindo-se K, Z, F1(K) e F2(K) na Eq. (21) encontra-se:

Yodz 1

02 o AKIK=R(K) 22)

fazendo:
F(K)=2F,(K)- 4K - 2KR(K)

3T LAl ), 16, (2 e, 2 3
315 945 9072 315 (945 120 9072

onde a relagdo entre K e A é definida pela Eq. (23). Para referéncia, a funcdo F(K) é
mostrada na Fig. 8. O fato da funcdo F(K) ser complexa é uma das dificuldades do
método, entretanto pode-se citar duas caracteristicas que amenizam o problema: i) A
funcdo F(K) é universal, isto é, ela independe da forma do corpo e por conseguinte seus
valores podem ser tabelados e, ii) Dentro da faixa 0 < K < 0.0783 ela pode ser
representada de maneira satisfatoria através do polinémio de primeiro grau: F(K)~ 0.47-
6K, indicado pela linha pontilhada na Fig. 8.
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FK)
5
|

N
N\
N

N
0.00 B L L B B B OB B

-0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10
K

Fig. 8 - Fungdo F(K) para célculo da camada limite pelo método integral de
Karman-Pohlhaussen  (linha  continua). Linha  pontilnada refere-se a uma
aproximacao: F(K)~ 0.47-6K.

Fazendo-se estas substituicdes na equagdo do momento, Eq. (21), ela assume
a sua forma mais compacta:

d_Z: F(K)’ K:Z% (25)
dx U dx

0

Equacdo (25) é uma equacao diferencial ordinéria ndo-linear de primeira ordem para
Z=62/v como uma funcdo da coordenada x que descreve comprimento do corpo. Os
valores numéricos que as fungbes K(A), F1(K), F2(K), e F(K) assumem estdo mostrados
na Tabela 2.
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A K F(K) F1(K) F2(K)
+12.0000 _ +0.0948 _ -0.0948 _ +2.2500 _ +0.3556
+11.5000  +0.0946  -0.0939 _ +2.2507 _ +0.3553
+11.0000  +0.0941  -0.0912  +2.2527 _ +0.3545
+10.5000 _ +0.0932 _ -0.0865 _ +2.2559 _ +0.3532
+10.0000 _ +0.0919 _ -0.0800 _ +2.2603 _ +0.3515

+9.5000  +0.0902  -0.0714  +2.2659 _ +0.3492
+9.0000 _ +0.0882 _ -0.0608 _ +2.2725 _ +0.3465
+8.5000  +0.0859  -0.0482  +2.2802  +0.3434
+8.0000  +0.0831  -0.0335  +2.2889 _ +0.3398
+7.5000 _ +0.0801 _ -0.0168 _ +2.2986 _ +0.3358
+7.0520 _+0.0770 _ -0.0000  +2.3800 _ +0.3320
+7.0000  +0.0767 _ +0.0021  +2.3092 _ +0.3314
+6.5000  +0.0729  +0.0230  +2.3208 _ +0.3266
+6.0000 _ +0.0689 _ +0.0450  +2.3333 _ +0.3214
+55000  +0.0645  +0.0709  +2.3468 _ +0.3159
+5.0000  +0.0599 _ +0.0979  +2.3611 _ +0.3100
+45000 _ +0.0549  +0.1269  +2.3763 _ +0.3038
+4.0000  +0.0497  +0.1579  +2.3924 _ +0.2972
+3.5000  +0.0442  +0.1908  +2.4094 _ +0.2904
+3.0000  +0.0385  +0.2255  +2.4273 _ +0.2832
+25000  +0.0326  +0.2621  +2.4461 _ +0.2758
+2.0000  +0.0264 _ +0.3004 _ +2.4658 _ +0.2681
+15000 _ +0.0201 _ +0.3404 _ +2.4865 _ +0.2602
+1.0000  +0.0135 _ +0.3820 _ +2.5081 _ +0.2520
+0.5000  +0.0068  +0.4252  +2.5306 _ +0.2435
+0.0000  +0.0000  +0.4698  +2.5541  +0.2349
05000 -0.0070 _ +05159  +2.5785 _ +0.2261
-1.0000  -0.0140 _ +0.5633 _ +2.6040  +0.2171
15000 -0.0212  +0.6119  +2.6305 _ +0.2079
2.0000 -0.0284 _ +0.6616 _ +2.6580 _ +0.1986
25000 -0.0357 _ +0.7123 _ +2.6867 _ +0.1891
3.0000  -0.0429  +0.7640  +2.7164 _ +0.1795
35000 -0.0502  +0.8165  +2.7473 _ +0.1697
40000 -0.0575  +0.8698  +2.7794 _ +0.1599
45000 -0.0648  +0.9236  +2.8127 _ +0.1500
5.0000  -0.0720 __+0.9780 _ +2.8473 _ +0.1400
55000  -0.0791  +1.0327 _ +2.8832 _ +0.1299
6.0000  -0.0862  +1.0877  +2.9205 _ +0.1108
65000 -0.0931  +1.1429  +2.9592  +0.1097
70000 -0.0999  +1.1081 _ +2.9994 _ +0.0996
75000 -0.1066  +1.2532  +3.0412 _ +0.0894
-8.0000  -0.1130 _ +1.3080 _ +3.0846 _ +0.0792
85000  -0.1193  +1.3626 _ +3.1296 _ +0.0691
0.0000 -0.1254  +1.4167  +3.1765 _ +0.0590
95000 01313 +14701 _ +3.2252 _ +0.0490
-10.0000  -0.1369 _ +15229  +3.2758 _ +0.0390
105000 -0.1423 _ +15748  +3.3285 _ +0.0291
-11.0000 01474 +16257  +3.3834 _ +0.0193
115000 -0.1522 _ +1.6755  +3.4405 _ +0.0096
120000 01567  +L1.7241 _ +3.5000 _ +0.0000

Tabela 2 - Valores numéricos das fungdes K(A), F1(K), F2(K), e F(K)
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Meétodo de Solugdo da Equacéo (25)

Antes de proceder para a integracdo da Eg. (25) € necessario observar que é
necessario ter-se um valor inicial para Z e K em x = 0. Os valores de Z e K podem ser
obtidos a partir das condi¢cdes do escoamento no bordo de ataque do corpo que podem
ser, de modo genérico, i) Corpo com borda de ataque com angulo zero (por exemplo uma
placa plana) e ii) Corpos com ponto de estagnagdo no bordo de ataque (cilindros e
aerofdlios).

Relativo a condicdo de um bordo de ataque com angulo zero, as condigdes
inicias sdo definidas pelas condi¢cbes da placa plana: Z = K = 0. Entretanto, relativo a
condicdo inicial ser um ponto de estagnagédo, Ug = 0 em x = 0, surge uma indeterminagao
no denominador da Eq. (25) do tipo F(K)/0 produzindo uma inclinacdo infinita para a
curva dZ/dx. Como isto ndo ocorre fisicamente, esta singularidade pode ser removida
somente se F(K) = 0 em x = 0. Retornando a expresséo que determina F(K) em funcdo de
A observa-se que F(K) = 0 somente se A = 7.052 que corresponde a K = 0.0770.
Portanto, A = 7.052, € o valor que 0 pardmetro A assume no ponto de estagnacao. Nestas
condicdes, Eq. (23) toma forma 0/0 em x = 0. Todavia, em x = 0, apesar da velocidade
ser nula, sua derivada primeira ndo €, dU,/dx | o 20, e aplicando-se a regra de L'Hopital
para o limite quando x — 0 encontra-se que o valor de dZ/dx | o & dado por:

. {dz
lim| —

} dF(K)/dx _ [dF(K)/dKJdK /dx]
x=0

x—0| dX dUO/dX dUO/dX
mas
K = Zdﬂ 5 2(0) = 0.0770
dx dUgq/dx
2
dK _ dUg d—z+ Z(O)d Ug
dx  dx dx dx 2
aF _ 6
dKlk=0.0770
substituindo-se estes valores na expressao que avalia dZ/dx, encontra-se que para X — 0
0.0770
Z(0) = ;
( ) dUO/dX
e (26)
2 2 2 2
dz| Z(0)[dF/dK Jd2Uq /dx L 0.0660 o Uo/dxz
dxly_o  (1-dF/dK)[dUg,/dx] [dUg /dx]
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Com estes valores numeéricos a Eq. (25) pode ser convenientemente integrada utilizando-
se técnicas numéricas de integracdo, por exemplo regra de Simpson. Os calculos
comegam com valores de: A(0) = 7.052 e K(0) = 0.0770 para o ponto de estagnacdo em x
=0, e sdo terminados quando alcangam o ponto de separagdo com A(X, ) = -12 e K(X, )
= -0.1567. A velocidade externa U,(x), junto com sua primeira derivada, dU,(x)/dx sao
dadas pela solucdo do campo externo de velocidades ou obtidas experimentalmente. O
valor de dZUO(x)/dx2|X:0 é necessario somente na origem, x = 0, para determinar a
inclinacdo inicial da curva Z(x), conforme mostrado nas condigdes iniciais requeridas.

O procedimento usado para calculo pode ser sumarizado como segue:

O campo de velocidades externo, Ug(x), e sua primeira derivada, dUg(x)/dx, séo dados em termos
1) da coordenada x, medida a partir do bordo de ataque ao longo do corpo.

A integracdo da Eq. (25) resulta em valores de Z(x) e K(x) de maneira que a espessura de
momento, 6, pode ser calculada diretamente pela Eq. (22), e a posi¢do do ponto de separacgao
2) pode ser determinada subsegiientemente.

3) A variacdo do parametro A(x) é obtida da Eq. (23) ou através da Tabela 2.

A espessura de deslocamento, 5*, e a tensdo na parede, tyy, sdo determinados diretamente pelas

fungdes F1(K) e F2(K) em conjunto com o valor de 6 obtido no item 1.
4)

5) | A espessura da camada limite vem diretamente da Eq. (20).

6) Finalmente, o perfil de velocidades ¢é obtido da Eq. (18).

O processo de integracdo da Eq. (25) €, de sobremaneira, simplificado sem
apreciavel perda de precisdo no método, considerando-se a fun¢do F(K) representada pela
reta: F(K) = 0.470 - 6K. Substituindo-se esta relacdo na Eq. (25),

dZ 0.47-6K
dx U,
mas
K = ZdU0
dx
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que substituindo-se na expressdo anterior resulta em:

Uigf—x(zu8)= 0.47

A funcdo Z(x) é obtida diretamente integrando-se a equag¢do do momento:

Z(x)=%7uo(c)5dc

Uo(x)® 0

A espessura de momento é obtida pela Eq. (22), notando-se que Z = 62/v,

Prof. Eugénio S. Rosa

2(y_ 047v X 5
0°(x)= UO(X)6 guo(g) dc

(26)
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Exemplos

A seguir sdo estudados trés escoamentos como casos exemplos, a saber: um
escoamento sobre uma placa plana, um escoamento com um ponto de estagnacdo e o
escoamento em um cilindro de raio R. Nestes casos é utilizado a Eq. (26) para avaliagdo
da espessura de momento 6, e as subsequentes variaveis conforme a metodologia descrita
anteriormente. Para referéncia, as principais variaveis estdo listadas na Tabela 3. Em
particular, para o caso do cilindro, o € 0 angulo medido a partir do ponto de estagnacao a
jusante.

Placa Plana | Estagnacéo Cilindro de raio R
(Blasius) 2-D Xx=aR
U,(x) U, ax -2U,sin(a)
d_x[UO(X)] 0 a -2U,cos(ar)
979167104 eveR o
047y X 0.47vx/U, | 0.0783v/a Uo
02(x) = — 5! U, (€)Pde 19 +18 cos(o)+3cos(2a)] e
Vol 0 =0
2
+0.00195833 ¢ cos(at) e
K= 6 du, 0 0.0783 [19+18cos(a)
v dx + 3005(2a)]osec6[(;j
[ﬂ—iA—iAzjzA—Kzo;A: ~
315 945 9072 0 7.052 uma funcéo de (x)
o)
&* 10 120 2.554 2.308 uma funcao de (x)
0 (37_1 U AZ)
315 945 9072
TWe:( +1AJ(£_L _LAZJ
uUo 6 A3815 945 9072 0.235 0.332 uma funcdo de (x)

Tabela 3 - Resultados do método de Karman-Pohlhausen.
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Os resultados para placa plana foram previamente revelados na Tabela 1.
Para 0 escoamento em um ponto de estagnacdo bi-dimensional os valores obtidos para:
espessura de deslocamento, espessura de momento e tensdo de cisalhamento na parede,
diferem da solugéo exata de Falkner-Skan em -1.1%; - 4.8% e - 3.6%, respectivamente.
Como observacdo final, destaca-se o fato do parametro K encontrado ser igual a 0.078 e
ndo 0.0770 como se havia determinado a priori. Esta diferenca ocorre pelo fato de usar
uma aproximacéo linear para a fungdo F(K) = 0.47 - 6K.

Finalmente, para o cilindro as espessuras de momento e deslocamento e
também a tensdo de cisalhamento estdo proximas da solucao exata de Hiemenz (obtida a
partir de uma expansdo em série da funcdo corrente, veja Schlichting). Entretanto, o
ponto de separacdo é previsto para um angulo de 107 graus contados a partir do ponto de
estagnacao frontal, enquanto que no experimento ele ocorre para 82 graus. Além disto, o
ponto de pressdo minima previsto ocorrer em 90 graus ocorre no experimento por volta
de 70 graus. A conclusdo que se chega é que o fato do escoamento se separar ele causa
uma alteragdo na distribuicdo de velocidades do escoamento externo. Medindo-se
experimentalmente a distribuicdo de pressao e substituindo-se os pontos discretos na Eq.
(26), encontra-se que o ponto de separacdo ocorre para um angulo de 81.5 graus, uma
excelente concordancia com o dado experimental.

Comentarios Sobre o Método de Karman-Pohlhausen

O método proposto por Pohlhausen, utilizando um polinémio de quarto grau
para representar o perfil de velocidades, foi largamente utilizado até inicio da decada de
50. Ele foi suplantado por outros metodos integrais que ndo apresentam certas
deficiéncias que serdo agora discutidas.

Uma das deficiéncias do método de Pohlhausen refere-se a escolha do perfil
de velocidades utilizado, Eq. (18) e Fig. 5. Ele apresenta valores da velocidade
adimensional maiores do que um para valores de A(X) ) 12, o que ¢ fisicamente incorreto
para escoamentos isotérmicos em regime permanente. Conseqientemente o método
apresenta falhas para escoamentos com gradiente de pressdo extremamente favoraveis,
por exemplo quando comparado com solucbes exatas do escoamento de Jeffrey-Hamel
(White). Por outro lado, quando ha escoamentos com gradientes de pressdo desfavoraveis
0 método indica que para A(X) = -12 h4 a separacdo, entretanto, a magnitude deste valor
de A(x) e grande quando comparada com solugdes exatas do escoamento de Jeffrey-
Hamel que indicam A(x) = -5. Além disto, outra deficiéncia do método, concerne a
necessidade do valor da segunda derivada de U,(x) em x = O para avaliar a inclinacéo
inicial de Z(x), Eq. (26). Como U,(x) é freqlientemente disponivel através de medidas
experimentais fornecidas em pontos discretos, ha possibilidades de geracdo de um grande
erro envolvendo a diferenciagcdo numeérica dos pontos experimentais duas vezes.

Em vista destas deficiéncias outros métodos integrais, baseados na equagéo
integral do momento, foram desenvolvidos para tentar suplanta-las. Dentre estes, o que
recebe maior reconhecimento é o método de Thwaites .
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Método de Thwaites

O método de Thwaites (1949) baseia-se em relacBes determinadas
experimentalmente para diversos escoamentos tomados como casos teste. Ele diferencia-
se do método de Pohlausen porque ndo se baseia no uso explicito de perfis de
velocidades. Busca-se expressar a taxa de variacdo do quadrado da espessura do
momento em funcdo da velocidade externa e sua derivada. Esta relacdo é analoga a Eq.

(25), e é escrita na forma:
2
d [e J_ F(n) 27)

dx| v _U_O
onde:
L _ 6 du,
v dx
e
F(\)=a—b-2

Ele demonstrou isto de maneira convincente analisando todas as possiveis
solucdes exatas e célculos aproximados através de séries de poténcias para mostrar que
os valores de F()), avaliados através destas solucGes, em nenhum caso difere da relacéo
linear:

F(A)=0.45-6e)

Deste modo, a Eg. (27) possui uma solucdo analitica explicita, de forma analoga a Eq.
(26), que resulta em:

02(x)= 2% Tu (cPd 28
(x) uo(x)Gé o(C)de (28)

J& os valores de tensdo de cisalhamento na parede e espessura de deslocamento estdo
relacionados por funcdes auxiliares S(1) e H() tais que:

‘C\Ne
——=5(AL
U (x)
S*
—=H(
o =H(®)
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Os valores encontrados por Thwaites para as funcdes S(A) e H(L) sdo apresentados na
Tabela 4 e mostrados graficamente na Fig. 9. O valor de A = - 0.090 representa o ponto
de separacéo.

4.00 —
3.00 —

2.00 —

1.00 —

-0.10 0.00 0.10 0.20 0.30

Fig. 9 - Funcdes da tensdo de cisalhamento e fator de forma correlacionadas por
Thwaites (1949)
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A H() S(L)
+0.250 2.00 0.500
+0.200 2.07 0.463
+0.140 2.18 0.404
+0.120 2.23 0.382
+0.100 2.28 0.359
+0.080 2.34 0.333
+0.064 2.39 0.313
+0.048 2.44 0.29
+0.032 2.49 0.268
+0.016 2.55 0.244
+0.000 2.61 0.220
-0.016 2.67 0.195
-0.032 2.75 0.168
-0.040 2.81 0.153
-0.048 2.87 0.138
-0.052 2.90 0.130
-0.056 2.94 0.122
-0.060 2.99 0.113
-0.064 3.04 0.10
-0.068 3.09 0.095
-0.072 3.15 0.085
-0.076 3.22 0.072
-0.080 3.30 0.056
-0.084 3.39 0.038
-0.086 3.44 0.027
-0.088 3.49 0.015
-0.090 3.55 0.000
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Tabela 4 - Funcgbes da tensdo de cisalhamento e fator de forma correlacionadas por

Thwaites (1949)

Os valores correlacionados por Thwaites sdo bastante confiaveis (+ 5%) para
escoamentos com gradiente de pressdo favoravel, mas as solugdes exatas apresentam um
espalhamento considerdvel para valores negativos de A, e deve-se esperar erros da ordem
de + 15% utilizando-se estas estimativas proximo do ponto de separacdo. Entretanto o
método de Thwaites € um dos métodos integrais mais confidveis além de ser

relativamente simples de se executa-lo numericamente.
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Exemplo

Em 1938 Howarth propdés uma distribuicdo de velocidade externa linearmente
decrescente
X
Ug(x)=K|1-=
o()=K(1-]

como um modelo tedrico para estudo de camada limite laminar. Utilize o método de
Thwaites para calcular a) o ponto de separagdo e compare com a solucdo exata obtida
atraves de um computador digital: X, /L = 0.119863 calculada por Wiperman em 1969.
Também calcule o valor do coeficiente de atrito local Cf para x/L = 0.1.

a) Notando-se que dUj/dx = - U/L = constante: a velocidade decresce, a presséo
aumenta, e o gradiente de pressao e adverso. Utilizando-se a Eq. (28),

2(y) — 0.45v X & B 54
) Tl

i

Entdo o fator adimensional A é dado por:

2 2 -6
p=97d 0K 4078 (1-% 1
v dx vL L

A separacdo ocorre para A = -0.090, entdo o ponto de separacao:

)
X
)sep =—0.090 = —0.075 (1 - %] -1

X
% —1-2216_0123

A previsdo do ponto de separacdo € melhor do que 3% da solugdo exata de Wiperman
com um esforco computacional bem mais modesto.

b) Para calcular o coeficiente de atrito local em x/L = 0.1 (bem préximo do ponto de
separacdo), primeiramente deve-se calcular A:

A= —0.075[(1— 0.1)° —1J= ~0.0661
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Consultando a Tabela 4, S(A =-0.0661) = 0.099, mas S = (1/2)C¢ Re,, onde Cs é igual a
21,,/pU,2 e Re, é igual a OU /v, entdo:

CrlL01)= 25 L _ 0T

V=i JReL  yRe
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