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Métodos Numeéricos Aplicado a
Camada Limite Bi-Dimensional

Os métodos integrais discutidos na secdo anterior sdo simples de usar porém com
uma precisao limitada (= 15%). Por sua vez, as solugdes similares sdo precisas entretanto
possuem aplicacOes restritas. Se o problema a ser abordado é de natureza ndo-similar e for
requerido boa precisdo nos resultados entdo ele se torna um caso tipico para
desenvolvimento em computadores digitais dos modelos numéricos.

Por conveniéncia, as equacOes para a camada limite laminar bi-dimensional em
regime permanente sdo repetidas:

ou ov
—+—=0
oX oy
ou  ou du &4
U—+Vv—=U—+v—r

oxX oy dx oy’

Estas equacOes sdo de natureza parabdlica na direcdo X de maneira que todos os modelos
numeéricos resolvem o campo de velocidades u na medida que marcham ao longo do eixo x.
As condicges iniciais e de contorno para os métodos sdo: (a) perfil de velocidades
conhecido a montante, u(0,y) e v(0,y); (b) conhecida a velocidade do escoamento externo
U(x); (c) conhecida as condigdes na parede u(x,0) = e v(X,0) = vy

Referente aos tipos de modelos numéricos, os parabdlicos ou "modelos de marcha”,
sdo os modelos mais simples de se implementar e consequentemente existe uma vasta
literatura sobre o assunto com diferentes proposi¢fes de implementacdo. Os métdos mais
populares sdo trés: a) metodo Keller-Box implementado por Cebeci and Bradshaw (1977);
b) o método de Crank-Nicholson implementado para problemas em camada limite por
Blottner (1970); e, ¢) o método dos volumes finitos desenvolvido por Patankar e Spalding
(1970). Uma excelente revisdo destes métodos pode ser encontrada no Numerical Heat
Transfer Handbook, Minkowycz et alli (1988). Estes codigos, por questdes de eficiéncia
numeérica tendem a usar as variaveis primitivas de forma transformada, isto €, utilizando
formulagdo de fungéo corrente e/ou procedendo as transformacgdes de Falkner-Skan. Uma
das vantagens explicitas deste procedimento é que a equacdo da massa nao é considerada
porque ela é automaticamente satisfeita entretanto,  estas varidveis transformadas e suas
discretizacbes tendem a deixar 0s passos intermedidrios dos programas um tanto quanto
obscuro relativo as variagdes das grandezas.

Para os propositos do presente texto serd apresentado um método simples utilizando
diferencas finitas baseado diretamente nas variaveis primitivas, u(x,y) e v(x,y). Através de
sua modelagem e implementagdo numeérica pretende-se lancar bases para se avancar para
meétodos mais sofisticados.
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Modelo de Diferengas Finitas

O modelo a ser apresentado utiliza uma grade retangular como mostrado na Fig. 1.
Os sub-indices de u;; referem-se a velocidade u no né (ij) que esta localizado na
coordenada (x,y) = [i.AX, J.Ay]. Entdo (i,j) = (0,0) refere-se a origiem do sistema
coordenado, (x,y) = (0,0). Os passos na direcdo x e y, AX, € Ay, ndo necessariamente
devem ser iguais. A velocidade v;; ou outras propriedades como temperatura, estdo
localizadas nos mesmos pontos da grade Todos as grandezas na estagdo i-1 séo tidas como
conhecidas, "valores prévios". O método utiliza estes valores prévios para proceder o
calculo dos "proximos valores"; este procedimento de calculo caracteriza o processo de
marcha ao longo da direcdo x. O tamanho da malha é definido pelas variaveis Limx e Limy
onde i = Limx é a saida do dominio, j=Limy é o escoamento externo, i = 0 € a entrada no
dominio e j = 0 é a parede solida.

T
i-1j+l o0 ij+l
-1 — 90— 1]
Ay .
i-1j-1 ¢yl
Ax
Valores Préximos
Pré;ios Valores
X X + AX

Fig. 1 - Grade de diferengas finitas para camada limite bi-dimensional.
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A discretizagdo das equacbes do momento e massa podem, de maneira genérica, serem
colocadas como segue:
u.—u._,.
[T'UFLJ'F(].—T)'UI'J]' Ll I 1'J
AX

U ,..—U .. U..—u.
T Ve + A=)y, [ RO ERE - (- R) =) o2
’ ' y y

+ Ui +(1-5). Uijg— ZA-u;j +U
Yy

i-1,j

Ay?

i,j+1

1)

M- Uij = Uiy, +(1=M)- Uijir = Ui jua +IN- Vij—Vija F(-N). Vi = Vi |_ 0 (2)
AX AX Ay Ay

onde T, S, R, M e N séo constantes que variam entre 0 e 1 inclusive, por exemplo0<S < 1.
Os valores que estas constantes podem assumir afetam, diretamente, a ordem de
aproximacao das diferencas finitas e a estabilidade do esquema. Na se¢do que segue sdo
discutidos estes topicos.

Esquemas Implicitos x Explicitos

Nesta secdo sdo discutidos dois esquemas resultantes das equacOes discretizadas,
Egs. (1) e (2). Dependendo da escolha da constantes S a equagdo discretizada se torna
implicita ou explicita. Basicamente a diferenca entre estes esquemas é com relagdo a
estabilidade numérica e ao esforgo computacional para resolve-los. Enquanto que o
esquema explicito a solucdo é obtida de maneira direta através de uma equacgéo algébrica
ele é limitado quanto aos passos nas direcdes x e y que o método pode avancar por
restricdes de estabilidade. J& por outro lado, o0 esquema implicito é intrincicamente estavel
independendo do tamanho dos passos nas direces X e y porém, é necessario resolver um
sistema de equac0es algébricas simultdneamente.
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Esquema Explicito

Quando as constantes T, R e S sdo iguais a unidade, a Eg. (1) se reduz a:

[ui—l,j] : % + [Vi—l,j] _ ui_l,j;A_yui-l,j_l

@)
1 Ui2 — Ui2—1 NIV Uigja— 2: Uiyt Uigjn
2 AX Ay*

Analisando-se os termos da Eq. (3) nota-se que o primeiro termo usa uma "diferenca
adiantada" para modelar ou/ox com um erro de truncamento da ordem de Ax. O segundo
termo utiliza uma diferenca central para representar cu/dy com um erro de truncamento da
ordem de Ay2. O terceiro termo é o gradiente de pressdo usando a forma UdU/dx =
d(U2/2)dx e é escrito como uma diferenca adiantada; note que Ui € conhecido porque U(X)
é a velocidade externa a camada limite. Finalmente, o quarto termo é uma diferenca central
de d2u/oy? com um erro de truncamento da ordem de Ay2. Note que todos 0s termos sao
aproximacdes das derivadas sobre 0 n6 (i-1), o que é uma boa préatica para se obter precisao
numérica. Na expressao acima a Unica incognita € a velocidade u; que pode ser
determinada por:

U? - U?
Uy = (0= B) U+ (1200 U+ (@4 B) Uyt =0 = (@)
i-1,j
onde
A Vv, AX
Ui ;AY 2u;_, Ay

Os termos do lado direito da Eq. (4) sdo todos conhecidos porque séo valores préviamente
calculados. Portanto pode-se resolver para u; diretamente e devido a este fato o modelo €
denominado explicito. Entretanto a relacdo algébrica de recorréncia dada pela Eq. (4)
requer, para estabilidade numérica, que todos os coeficientes dos valores prévios de ui-1
sejam positivos. Isto implica a < 1/2 e B < o. Estas restricoes limitam 0s passos nas
direcbes x e y da malha:
2

Ay Ay < 2v

2v \v

(6)

max ‘

Na Eq. (6) é necessario tomar o valor absoluto de v porque ele pode ser positivo ou
negativo dependendo, respectivamente, se o gradiente de pressado for adverso ou favoravel.
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Usualmente os valores minimos de v ocorrem proximos da parede e 0s maximos na camada
externa. Durante os calculos deste modelo explicito é necessario monitorar os valores de v
para ver se a Eq. (6) esta sendo satisfeita.

Com os valores de u determinados para a estacdo i pode-se entdo determinar os
valores da velocidade v nesta estagdo. Isto é realizado através da equacdo da conservagdo
da massa. A forma mais simples, porém ndo conveniente do ponto de vista de precisao
numeérica, é dada fazendoN =M = 1:

|:ui,j_ui—l,j:|+|:vi.j_vi|i—1:|:0 (7
AX Ay

Comegando com j = 1 para calcular v;; porque v;, = v, € conhecido. Entretanto,
observando Eqg. (7) nota-se que a aproximacao para ou/ox esta no nivel j enquanto que para
ov/oy no nivel j-1/2, como sugere a Fig. 2. Este tipo de esquema gera pouca precisao
numerica.

aproximacao
du/dx

|

i-1] —0o—&—9— ij o
aproximagé
Ay * - dv/dy

R e L |

Ax
Fig. 2 - Representacdo geométrica na malha de diferencas finitas da Eq. (7)

Um remédio para isto ¢é fazer a constante M = 1/2 enquanto que N = 1, a equacdo da massa
passa entdo a ser:

1 ui,j_ui—l,j+ui,j+1_ui—1,j+l n Vi,j_vi,j—l -0 (8)
2 AX AX Ay

Neste caso as derivadas s@o calculadas no nivel j-1/2 resultando em uma melhora da
precisdo numércia em relacdo ao esquema proposto pela Eq. (7), veja Fig. 3. Como a Eq.
(8) requer um esfor¢co computacional relativamente pequeno comparado com a Eq. (7), este
esquema para determinacao da velocidade v é recomendado.
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aproximagao

du/dx
i-1j) —H — 0, ) )
aproximagé
Ay ¢ e dv/dy
i-1j-1 ¢ ¢ ijl
Ax

Fig. 3 - Representagdo geométrica na malha de diferencas finitas da Eq. (8)

Uma ultima observacdo com relacdo ao sistema de equacgdes discretizadas € com relacdo a
condicdo inicial para dar inicio ao processo de marcha. Na fronteira de entrada do dominio,
x = 0, é necessario especificar o perfil de velocidade u de maneira precisa entretanto a
especificacdo do perfil de v ja ndo é. Para especificacdo do perfil v pode-se adotar o
resultante de uma solucdo das equacbes de Falkner-Skan se o caso em estudo for de
escoamento em cunhas ou com estagnacgdo; ou fungdes arbitrarias e mesmo zeros. A razao
para isto é que o processo numérico atualiza os valores de v em cada estacdo i a partir da
equacdo da massa.
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Esquema Implicito |

Fazendo as constantes T=R =1e S =0 aEq. (1) fica sendo:

Uij = Uiy u..,..—U ..
[ui—l,j] B Sty B e | + [Vi—l,j . i-1,j+1 i-1,j-1
AX 2Ay
i )
2 AX Ay

Na expressdo acima as incognitas sdo os "proximos valores” das velocidades u;; 4, U; €
U; .1+ A solucdo da velocidade u para a estacdo i s € possivel através da solugdo simultanea
das equacdes algébricas lineares definidas pela Eq. (9) varrendo todos os nds da estagdo i
inclusive as condicGes de contorno. O sistema de equacdes resultante é obtido através da
Eq. (10), o e B estdo definidos na Eq. (5); destaca-se a natureza tri-diagonal definida pelo
lado esquerdo da equagdo com coeficientes -a, 1+2a, -a, ja 0 lado direito sdo os valores
conhecidos da secdo prévia.
U? - U’

=0 U+ (14 200) U =0 Uy g = Uy — [3(ui_1'j+1 — ui_LM) (10)

i,j—1 2ui_1'j

Devido ao fato que a solucdo de u na estacao i é obtida através da solugdo do sistema linear
de equacdes algébricas, este esquema discretizante é denominado implicito. O beneficio
que ele resulta estd no fato dele ser incondicionalmente estavel e portanto o tamanho dos
passos Ax e Ay sdo independentes. Destaca-se que € o valor que a constante S assume 0
responsavel para transformar o esquema implicito; valores de S dentro do intervalo: 0 <S <
1/2 sdo suficientes para tornar a discretizacao incondicionalmente estavel.

Apesar da restricdo do tamanho dos passos estar relaxada neste esquema, deve
tomar uma precaucdo quanto a sua escolha tendo em mente que as equagOes discretizadas
refletem uma aproximacdo numérica das derivadas. Neste sentido recomenda-se Ay ser de
um valor tal que pelo menos 20 pontos fiqguem dentro da regido da camada limite. De
maneira semelhante, recomenda-se que Ax seja tal que as variagdes de u entre uma estacéo
i-1 e i sejam de até 5%.

Uma vez resolvido as velocidades u na estacdo i, as velocidades v sdo obtidas
diretamente através da Eq. (8) que, re-escrita de forma mais conveniente fica sendo:

A
Vij= ZTA);[(UM - ui—l,j) + (ui,j+1 - ui—l,j+1)] +Vija (11)

A denominagdo de esquema implicito | se deve ao fato que as aproximacOes
numéricas das derivadas associadas a Eq. (10) refere-se ao nivel j entretanto, se for
observado o nivel i constata-se que o termo du/dy é avaliado no nivel i-1 enquanto que o
termo ¢2u/oy? é avaliado no nivel i. Este tipo de abordagem faz com que haja uma perda da
precisdo do método devido ao fato que as derivadas sdo obtidas por aproximacdes de
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diferentes niveis. De forma similar o mesmo problema ocorre com a equacgéo da massa, Eq.
(8), ja discutido anteriormente. Uma maneira de se melhorar esta deficiéncia € apresentada
no esquema implicito I

Esquema Implicito 11

Fazendo as constantes: T=R =S =1/2, a Eq. (1) fica sendo:

[E(um N ui,,-)] Uiy = Uis;

2 AX
_{1(\[ .+V.-)] 1 ui—l,j+1_ui—1,j—1+ ui,j+1_ui,j—1
A 2Ay 2Ay
U -,
2 AX
1|y, 1,j-1 2 u|—1,1+ui—1,j+1 ui,j—l_z'uij+ui,j+l
+V-y— > + >
2 Ay Ay

(12)

Note que neste esquema as derivadas e as velocidades u e v sdo estimadas para o
né i-1/2, j, conforme sugerido pela Fig. 4. Este esquema é mais favoravel a precisdo
numérica que o esquema I, Eq. (9), porque todas as estimativas numéricas sao realizadas
no mesmo nivel. Assim como o caso anterior ele é implicito com erro de truncamento nas
direcOes x e y proporcionais a Ax e Ay2. Ele foi originalmente proposto por Blottner, F.G.
(1970).
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Aproximacdes
avaliadas em i-1/2,j

l

i-1j — 99— &—0— i}

R e L

Ax
Fig. 4 - Representacdo geométrica na malha de diferencas finitas da Eq. (12)

A melhoria da precisdo numérica na discretizacdo da Eq. (12) ocorre as custas de
um esforco computacional maior em relagdo ao esquema proposto pela Eg. (9).
Observando-se a Eg. (12) nota-se que seu primeiro termo introduz uma néo linearidade no
sistema algébrico de equacgdes pois introduz o produto de uma variavel ainda ndo
conhecida, uj.U; . Para resolver este sistema como um sistema de equacgdes algebricas
lineares deve-se recorrer a uma solucdo iterativa para cada estagdo i. Isto é, para cada
estacdo i 0 processo de célculo incia-se com os valores "antigos™ da velocidade u para obter
uma nova velocidade u que sera utilizada para a proxima iteracdo na mesma estacéao i até
que a diferenga entre o valor novo e o valor antigo figuem dentro de uma tolerancia
especificada.

Especificando um contador de iteragdes na estacdo i pelo indice p, a Eq. (12) é
transformada em uma equacéo linear substituindo-se os valores de ui,j e vij por aqueles
disponiveis na iteracdo p-1. Denotando as quantidades a serem calculadas no ciclo p das
iteracOes pelo super-escrito p, a Eq. (12) pode ser re-escrita na forma:

_Ai—l,j ) uip,j+1 + Bi—l,j ) u?,j - Ci—l,j ) u'p,j—l = Di—l (13)

! ]
onde os coeficientes A, ;, B;.;j e C;;; dependem dos valores ja disponiveis na estacdo i-1 e
dos valores calculados na iteragdo (p-1) na estagdo i. Desta forma o conjunto de equagdes
formado, quando Eq. (13) € aplicada para todos os valores de j na estacdo i, resulta em um
sistema linear na forma tri-diagonal.

De forma similar, a equacdo da massa pode ter sua precisdo numérica melhorada em
relacdo ao esquema proposto pela Eq. (8) fazendo-se as constantes M = N = 1/2 na Eq. (2)
que passa a Sser:

1 Ui — Uiy n Uijin = Uigjn " 1 Viji ~Vija n Vi) = Viaja =0 (13)
2 AX AX 2 Ay Ay

Neste esquema as aproximagOes para as derivadas ou/ox e ov/dy passam a ser
simultaneamente estimadas no nivel i-1/2, j-1/2, conforme sugere a Fig. 5.

10
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aproximagao

du/dx
1) — — N
aproximags
Ay ¢ <+ dv/dy
i-1j-1 9 ijl
AX

Fig. 5 - Representacdo geométrica na malha de diferencas finitas da Eq. (13)

A velocidade vij é entdo obtida de maneira explicita re-escrevendo Eg. (13) na forma:

A
Vi,j = Vi,j—l - (Vi—l,j - Vi—l,j—l) - A_i ) [(ui,j - ui—l,j) + (ui,j+1 - ui—l,j+1)] (14)

Implementacdo Numérica do Esquema Implicito |

Nesta secdo é implementado numércamente a rotina proposta como esquema
implicito I para solugdo da camada limite ndo similar que ocorre no escoamento ao redor de
um cilindro. Esta secdo foi extraida na integra do artigo "Metodo de Diferengas Finitas
Aplicado a Camada Limite Usando Mathematica", Rosa, E.S., Scalon, V. e Mazza, R.A
(1995)

Metodo de Diferencas Finitas

11
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Aplicado a Camada Limite Usando Mathematica®

INTRODUCAO

Tem surgido, nos Gltimos anos, uma nova geracdo de softwares que influenciara
marcadamente os meios atuais de ensino e pesquisa. Um destes pacotes é o Mathematica®
que permite a criacdo de algoritmos através de manipulacdes numéricas e simbolicas de
uma maneira unificada, assim como a geracdo de gréficos. Informacdes detalhadas
encontram-se Wolfram (1991).

O presente trabalho pretende desenvolver uma aplicagio no ambiente do
Mathematica® para solugdo numérica de problemas de camada limite hidrodinamica. O
enfoque é dado ao aspecto educacional do pacote e aplicado na solucdo destes problemas.
Com as facilidades para implementacdo e solucdo de esquemas discretizantes pode-se
explorar a natureza fisica de problemas ndo similares em camada limite, estabelecer
comparacdes com solucBes analiticas e métodos integrais, estudar controle de camadas
limites com sugdo e injecdo de massa e desenvolver projetos de cursos com escopo mais
abrangentes, isto €, ndo restritos somente as solugdes analiticas e aos métodos integrais.

EQUACOES DA CAMADA LIMITE

O estudo € restrito aos problemas bidimensionais da camada limite hidrodinamica
de escoamentos incompressiveis e laminares. A solugdo é implementada para o escoamento
ao redor de um cilindro de raio R, por se tratar de um caso de grande aplicagéo técnica e
que, conhecidamente, ndo possui uma solucdo similar. A Fig.l ilustra o sistema de
coordenadas utilizado; x e y sdo, respectivamente, as coordenadas paralelas e transversais a
direcdo do escoamento; u e v sdo as velocidades nas direcdes x e y. Destaca-se que a
origem das coordenadas é coincidente com o ponto de estagnacgdo frontal do cilindro.

X

WIHL &

Fig. 1 - Representacdo esquematica do sistema de coordenadas no cilindro.

12
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Procedendo a adimensionalizacdo das variaveis através das Eqgs. (1) e (2)

y % Re,, (1)

Re,, U'=—, P'= P2 @)
U P U

chega-se a forma adimensional das equagdes do momento e massa (White 1991):

Lout o Lout 1du® AU
u +V ==

* * * + 2
OX oy 2dx  py 3)
ou oV 0
ox oy @)

onde o superescrito (*) refere-se a variavel adimensional, U a velocidade externa a camada
limite, U_ a velocidade de aproximacdo ao cilindro e Re_ o nimero de Reynolds definido
por Re, = U_.R/v. As Egs. (3) e (4) satisfazem as condi¢fes de contorno:

u*(x*,0)=0 (ndo deslizamento)
v*(x*,0)=0 (sem succdo ou injegdo massa)
u*(x*,0) = U* (casamento com escoamento externo)

onde a velocidade externa, U*, € dada através do ajuste experimental obtido por Hiemenz
para um cilindro com Re_, = 9500 (White 1991):

U =1814-x"-0.271-x" - 0.0471-x™ (5)
As condicdes iniciais, ou condi¢des de partida, sdo aquelas para o0 escoamento em um ponto
de estagnacdo bidimensional. A obtencdo dos perfis u e v € realizada através da solucdo por

similaridade das equacGes de Falkner-Skan quando o pardmetro m = 1 (White 1991),

2m

FU+F F+—=——.(1-F?) =0
m+1 (6)
sujeita as condicBes de contorno:
F(0)=0; F'(0)=0 e F'"(0)=123259 (7)

Os perfis de velocidade sdo obtidos através da solucdo de F e de suas derivadas como
segue:

u(0,y) = U(0)-F'(n) =0

13
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v(0.y) = ~U(0)- r;—gl(F(nHE—jnF'(n))

X

onde n é a variavel de similaridade,

y /(m+1)~ReX
T]Z— . A
X 2

Em termos das varidveis adimensionais do problema, os perfis u e v se transformam em:

u'(0,y)=0 8)
V'(0,y") = —1814. F[y*\/1.8l4] 9)

ESQUEMA DE DISCRETIZACAO

Existem na literatura uma variedade de esquemas discretizantes para 0 sistema
parabolico de equagbes em X, definido pelas Egs. (5) e (6). Talvez os trés esquemas mais
populares sdo: 0 método de "box™ desenvolvido por Keller e implementado por Cebeci e
Bradshaw (1977), o método de Crank-Nicolson implementado para solugdo em camada
limite por Blotner (1970) e o método de volumes finitos desenvolvido por Patankar e
Spalding (1970). Estes trabalhos utilizam, para melhorar a eficiéncia dos célculos,
transformacdes de variaveis utilizando a funcdo corrente, similaridade local com as
variaveis de Falkner-Skan, etc. Em geral estes tipos de transformacdes tendem a obscurecer
0 que ocorre durante o desenvolvimento do algoritmo.

O objetivo deste trabalho ndo é a comparacdo entre 0s métodos existentes ou 0
desenvolvimento de um novo método numérico, mas sim, enfatizar o carater educacional
da implementacdo destas técnicas. Para tanto propde-se um esquema discretizante
utilizando as formas mais simples de diferencas finitas com as variaveis primitivas x, y e u,
v, conforme sugerido por White (1991).

A malha adotada é uniformemente espacada nas direcdes x e y com variagdes Ax e
Ay, respectivamente. As colunas e linhas sdo denotadas pelos indices i e j sendo que a
origem esta em (i,j) = (0,0). O dominio computacional é mostrado na Fig. 2.

O esquema discretizante utilizado € implicito na velocidade u com uma

aproximacao de segunda ordem para y e de primeira ordem para x. A Eq. (3) discretizada é
escrita por:

14
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YA T T T

X X+AX

Fig.2 - Malha computacional para um esquema de diferengas finitas aplicado a camada
limite bidimensional.

Lou—-u LU, —U. . 1UP-U% u..-2-U.+U.
ui,lyj ij *I 1] +Vi711j i-1,j+1 i-1,j-1 | i-1 + i,j-1 ij i,j+1 (10)

AX 2 AX Ay”

A velocidade v para o no (i,j) € obtida através da Eq. (4) usando uma média do valor
discreto de ou/ox:

v, =V —A—y(uf. U +u L =u )
i,j i,j-1 Z'AX* i,j i-1j i,j-1 i-1,j-1 (11)
O campo de velocidades u no nivel (i) € obtido atraves da solucdo simultanea do
sistema de equacOes definido pela Eq. (10). Assim é estabelecido um procedimento de
marcha ao longo da direcdo x resolvendo-se, coluna a coluna, o dominio computacional
conforme sugerido na Fig. 2. Uma vez determinado o campo de velocidades u no nivel (i),
o campo de velocidades v é calculado através da Eq. (11). Na malha computacional, Fig. 2,
os nos: (i,limy) referem-se as condigdes do escoamento externo, (0,j) as condicdes iniciais
e, (i,0) as condicBes de contorno de fronteira solida. Maiores detalhes sobre o esquema
discretizante podem ser encontrados em
White (1991).

IMPLEMENTACAO NUMERICA NO MATHEMATICA®

O objetivo desta secdo é mostrar a forma de implementacdo do algoritmo no
ambiente do Mathematica®.

E recomendavel que, na primeira linha de programagio se limpe da memoria todas
as varidveis que serdo utilizadas e, no caso de se utilizar alguma matriz para
armazenamento de dados, defini-la como nula. Isto € feito nas linhas de programacéo:
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In[1]:=
Remove[""Global "*"];
espmom={};
espdes={};
cf ={3};

Como no Mathematica® é possivel realizar céalculo simbdlico, estd sendo
desenvolvido um procedimento que permite obter equacdes discretizadas a partir de sua
forma diferencial. Ele é baseado em func¢des de forma de elementos finitos que permite a
derivagdo automatica dos coeficientes da diferenga finita correspondentes a uma
especificada derivada parcial (Mikhailov 1994). A obtencdo das Egs. (10) e (11) e feita
utilizando o pacote:

EDicretizagOes das Egs. a Serem Utilizadas
In[5]:=
<<Unicamp Discret (*Carrega o
Pacote™*)

MEq. da Conservacéo de Quantidade de Movimento
In[6]:=
egMovi = Primitivalu,x,-1]*

DerivDiscrPrimfu,x,dx,1] +
Primitivalv,x,-1]*
DerivDiscrPrim[u,y,dy,2] +
gradPress[x,dx] -

DerivDiscrSeg|u,y,dy] == 0

Out[6]:=

grad Press[x,dx]+ e e ]+ ofi ) -

dx
ufi,—1+ j]—2ufi, j]+ u[i, 1+ j] N
dy?
(—u[—1+ i, —1+ j]+u[-1+i,] +1])v[—1+ i, j]

2dy

BEq. da Conservacéo da Massa
In[7]:=
egMassal[j_ 1 = vl[i-1] - (0.5*dy)*
(DerivDiscrPrimfu,x,dx,1] +
(DerivDiscrPrimfu,x,dx,1] /. J -
>3 - 1))
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Out[6]:= - ) - )
—0.5dy(_u[_l+ i,—1+ j]+ ufi,—1+ ]
dx
N —u[-1+i, j]+u[i, j]) W

dx

O sistema de equacdes é montado declarando-se as variaveis e montando-se uma tabela das
equac0Oes na forma discreta.

EDefinicdo da Grade e do Sistema de Equacoes

Discretas

In[9]:=
dx = 0.2*N[Degree]; (*passo em x rad*)
dy = 0.1; (*passo em y*)
limy = 40; (*N. nés grade y*)
i =1;
variaveis = Table[u[1,j].{J,.1,1imy-1}];
egDiscret = Flatten[Table[egMovi /.

v[O0.j1 -> v[il.{.1, limy-1}1];

O Mathematica® permite a programagcéo funcional, ou seja, pode-se uma definir fungGes
que, quando alimentadas com um argumento, estas retornam o seu valor. Gragas a esta
habilidade ficou extremamente simples calcular o gradiente de pressdo, bastando definir a
funcéo para o perfil de velocidade de Hiemenz, Eq. (5), o qual foi feito da seguinte forma:

EPerfil Externo de Velocidades - Hiemenz &
Gradiente de Pressdes

In[15]:=
Uo[x_] = 1.814*x - 0.271*x"3 - 0.0471*x"5;
gradPress[x_,dx_ ] = -(1/72)*(Uo[x]"2 -
Uo[x-dx]"2)/dx;

As condicdes de contorno sdo introduzidas de maneira usual:

ECondicoes de Contorno

In[17]:=
ul[1,0] = 0; (*néo deslizamento*)
ufl,limy] := Uo[x]; (*vel. no infinito*)
v[O] = 0; (*sem succédo/injecdo massa*)

17
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As condigdes iniciais foram obtidas solucionando a Eq. (6), utilizando-se de um pacote
para solucéo de equacdes diferenciais do proprio Mathematica®. Também foi realizada a
conversdo das velocidades, Egs. (8) e (9) devido a adimensionalizagdo. O procedimento
entdo ficou :

ECondicoes Iniciais - Solucéo de Falkner-Skan
Campo de velocidade inicial obtido a partir da solugdo do problema de
estagnacéao 2-D.

In[20]:=
Clear[eqgFS,solFS]
eqFS = f**"[h] + " "[h]*f[h] + 1-(F"[h])"2;
solFS = NDSolve[{egFS==0,f[0]==0,f"[0]==0,
" [0]==1.23259},F,{h,0,10}]1[[1,1,2]];
Do[{u[O,j] = O, v[J] = -(Sqgrt[1.814]*
solFS[Sqrt[1.814]1*()*dyD}.{i.0,1imy}]

O sistema é solucionado calculando as velocidades u e v a cada passo dx. Com o perfil de u
a tensdo, tau, na parede é determinada por uma diferenciacdo numérica e armazenada em
cf. Também para cada variagdo de 1 grau no cilindro é determinada uma funcéo
interpolante do perfil de velocidades u, fe, para calculo da espessura de deslocamento e
momento, deltas e teta. Estas grandezas sdo armazenadas, respectivamente, nas variaveis
espdes e espmom. Finalmente, os perfis de velocidade u e v sdo gravados em Uperfil e
Vperfil a cada 10 graus. O procedimento de calculo avanca em x com passo dx até o ponto
onde ocorre o descolamento, ou seja, quando tau < 0.

EResolucdo do Sistema

In[24]:=
= 1;
tau = 1;
While[ tau>0 ,
{ x = dx*k;

ang = x/N[Degree];
solucdo = Solve[eqDiscret,variaveis];
Do[u[l.j] = solucéo[[1.3.2]].{§.1, imy-1}];
Do[vlj] egMassal[j].{J.1,limy}];
Do[u[O,j] = u[1,j]1.{J.1,1imy}];
Do[u[l,j]1 = -.{j,1,1imy-1}];
Clear[sx, fe];
tau = (1/(12*dy))(48*u[0,1] -36*u[0,2] +
16*u[0,3] -3 *u[0,4]):

AppendTo[cf,{ang, tau}];
IT[ Chop[Mod[ang,1]] == 0.,

{ fe = Interpolation[Table[ {(J)*dy,

18
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NLu[O,31/u[O, Vimy]]} ,{J.0,limy}]];
deltas = NIntegrate[(1-fe[y]),
{y.0,(himy-1)*dy}];
theta = NIntegrate[fe[y]*(1 -
felyD).{y.0,(limy-1)*dy}];
AppendTo[espdes,{ang,deltas}];
AppendTo[espmom,{ang, theta}];
If[ Chop[Mod[ang,10.]] == O.,
{Vperfil[ang] = Table[{()*dy,
vlil}. {.0,1imy}];
Uperfil[ang] = Table[{(J)*dy,
ulo,31}.{3.0, imy}131;}1:k++}1

Apds calcular todas as grandezas de interesse, estas sdo gravadas em arquivos, para
posterior anélise. Entretanto, antes de gravar e importante apagé-los do disco pois, caso isto
ndo seja feito, haverd um sobreposicdo de dados aumentando significativamente o tamanho
dos arquivos.

ESaida de Dados

In[27]:=
DeleteFile["saidal.m"]
DeleteFile["saida2.m"]
DeleteFile["saida3.m"]
Save["'saidal.m",espdes,espmom,cf]
Save["'saida2.m",Vperfil]
Save["'saida3.m",Uperfil]

O ponto de descolamento ocorre quando cf = 0.

ECalculo do Ponto de Descolamento
In[33]:=
Clear[descol,sol]
descol = Interpolation[cf];
sol = FindRoot[descol[dummy] == O,
{dummy,{75,ang}}1;
Print["'Ponto de Descolamento = ",
N[sol[[1,2]].3]." graus™]

Ponto de Descolamento = 80.4 graus

Foi adicionado ao final do programa uma saida grafica pois, desta forma, fica mais
agradavel e répido a visualizagdo dos resultados. Aqui, além de utilizar a habilidade gréafica
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do Mathematica®, utiliza-se novamente a programacdo funcional, ou seja, definem-se
fungdes para a geracao dos graficos.

mSaida Grafica
In[37]:=
Clear[grafl,graf2,graf3,majorticks,Cf,theta,
delta]

CF = Graphics[Text[FontForm["'Cf*",
{"Times",14}],{68,1.75}],DisplayFunction -> ldentity];
theta = Graphics[Text[FontForm["qQ"",

{"Symbol™,18}], {82,0.5}],DisplayFunction -> ldentity];
delta = Graphics[Text[FontForm["d",
{"'Symbol",18}],{82,1.5}],DisplayFunction -> ldentity];

majorticks[min_,max_,step_]:=
Range[Floor[min],Floor[max],step]

grafl[n_] := ListPlot[n,PlotJoined->True,
DisplayFunction->ldentity,AxesOrigin->{0,0},
Frame->True,PlotRange->{{0,90},{0,2}},
FrameTicks->{majorticks[0,90,10],majorticks[0,2,0.5]},
GridLines->{majorticks[0,90,10],majorticks[0,2,0.25]},
FrameLabel->{"'x (graus)",""}];

graf2[n_]:= ListPlot[n,PlotJoined->True,
DisplayFunction->ldentity,AxesOrigin->{0,0},
Frame->True,PlotRange->{{0,4},{0,2}},
FrameTicks->{majorticks[0,4,0.5],majorticks[0,2,0.5]},
GridLines->{majorticks[0,4,0.25],majorticks[0,2,0.25]},
FrameLabel->{"y.Re™0.5/R",""u/Uinf"}];

graf3[n_] := ListPlot[n,PlotJoined->True,
DisplayFunction->ldentity,AxesOrigin->{0,0},
Frame->True,PlotRange->{{0,4},{-3,3}},
FrameTicks->{majorticks[0,4,0.5],majorticks[-3,3,1.0]},
GridLines->{majorticks[0,4,0.25],majorticks[-3,3,0.5]},
FrameLabel->{"y.Re™0.5/R","v.(Re)™N0.5/Uinf"}];

O coeficiente de atrito Cf*,espessura de deslocamento &* e espessura de momento 6
*, em funcdo da posicdo angular sdo plotados abaixo, onde Cf*, 6* e 6* estdo definidos
pelas equacdes abaixo:

C; ~(JRe, /R)-1,/05:p-U
5 ~(Re. [R)-[(1-u/0) oy
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0" =(JRe, /R)- Ju/u-(1-u/v)-dy

In[45]:=
Show[grafl[cf],CF,grafl[espdes],delta,theta,
grafl[espmom],DefaultFont -> {"Times",14},
DisplayFunction->$DisplayFunction];

)
/

1.5 ’fﬁj R\\

X
0.5 ] \

N

10 20 30 40 50 60 70 80 90
X {(graus)

Os perfis de velocidade u/U_ em funcdo da distancia y-(yRe, /R) para as posigoes
angulares de 10° em 10° até 80° resultantes sdo:

In[46]:=
Show[graf2[Uperfil[10.]],graf2[Uperfil[20.]],
graf2[Uperfil[30.]],graf2[Uperfil[40.]]1,
graf2[Uperfil[50.]],graf2[Uperfil[60.]],
graf2[Uperfil[70.]],graf2[Uperfil[80.]],
DefaultFont -> {"Times",14},
DisplayFunction->$DisplayFunction];
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De forma analoga, os perfis de velocidade v.(JRem /R) em funcdo da distancia
y-(JRe, /R) Para posicoes angulares de 10° em 10° até 80° sdo:

In[47]:=
Show[graf3[Vperfil[10.]],graf3[Vperfil[20.]],
graf3[Vperfil[30.]],graf3[Vperfil[40.]]1,
graf3[Vperfil[50.]],graf3[Vperfil[60.]],
graf3[Vperfil[70.]],graf3[Vperfil[80.]]1,
DefaultFont -> {"'Times",b14},
DisplayFunction->$DisplayFunction];
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22



Métodos Numéricos para Camada Limite 2D Prof. Eugénio Spané Rosa

CONCLUSOES

Este procedimento avalia com precisdo os principais parametros que caracterizam a
camada limite. O ponto de descolamento é previsto em 80,4° enquanto que o valor
experimental é de aproximadamente 80,5°. Os valores de Cf*, 6*, e 6* encontram-se em
concordancia com os valores publicados em Schlichting (1960). Enquanto que os valores
dos perfis de velocidades s&o os mesmos de White (1991). O procedimento permite ainda
que, com uma simples mudanca nas condi¢gdes de contorno, possa se estudar a camada
limite com sucgdo ou inje¢do. Escoamentos em outros corpos podem também ser
determinados bastando para tanto que se substitua o perfil de velocidades externo por um
adequado. Além disto, a simplicidade na obtencdo das equacGes discretizadas facilita a
exploragéo novos esquemas discretizantes.
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