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Prof. Eugénio Spand Rosa

Solucdes por Similaridade

As equacOes da Camada Limite Hidrodindmica para um escoamento laminar em
regime permanente e bi-dimensional séo:

ou ov

—+—=0 1
x ®

ou ou du, Ju
Uue—+Vve—=U

. +v
OX oy dx oy’

onde u e v sdo, respectivamente, as velocidades paralelas e normais ao escoamento externo;
U,(x) a velocidade do escoamento externo a camada limite e v a viscosidade cinematica do
fluido. O sistema de equagdes acima € sujeito as condi¢des de contorno:

)

u(x,0)=0 - condig&o de ndo deslizamento na parede

u(x,0) = U, - a velocidade dentro da C.L. tende assintoticamente ao escoamento externo
quandoy — oo.

u(xo,y) = g(y) - o perfil de velocidades em um ponto x = Xo, Xo>0, deve ser conhecido

v(x,0) =0 - sem injecdo ou succao de massa na parede.

Existem varios métodos de solucdo da equacdo parabdlica acima, pode-se citar:
métodos de diferengas finitas implementados em computadores e métodos integrais onde um
perfil de velocidades é assumido. Entretanto, este capitulo serd dedicado a uma outra técnica de
solucdo: a transformacdo de similaridade.

A solucdo por similaridade existe se a equacdo de transporte e suas condigdes de
contorno permitirem uma transformacdo homogénea. Isto implica em encontrar uma relacéo
entre as variaveis independentes das Egs.(1) e (2), no caso y e X, para apenas uma variavel, n,
que seria uma combinacdo entre y e uma fungéo h(x) a ser determinada.

O primeiro passo na busca de uma transformacdo de similaridade é expressar a
varidvel dependente na forma de um produto de funcbes, sendo que uma delas envolve o
parametro de similaridade. A forma escolhida é:

u(x,y)=U,(x)eF(n)  m=nly,h(x)] (3)

Se for possivel tal transformacéo, entdo o perfil de velocidades tem a propriedade
de ser proporcional aos perfis em diferentes posicdes x atraveés de uma transformacdo de
varidveis entre h(x) e y que define n (h(x) fator de proporcionalidade para a coordenada y), e a
velocidade externa, U,(x), (fator de proporcionalidade para a velocidade u). A escolha da fungéo
U,(x) na Eg. (3) é uma tentativa de se estabelecer um valor constante para uma das condigdes de
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contorno de F'(n). Ao se expressar u(x,y) na forma da Eq. (3), tem-se como condi¢des de
contorno em y:
u

(U—) = [F' (1”|):|y=0 =0 - condicéo de néo deslizamento na parede
y=0

0

: u : .
IImy%(U—J— lim F(n)=1 - a velocidade dentro da C.L. tende assintoticamente

0
ao escoamento externo quandoy —» oo.

Além disto, o fato de se buscar uma solucdo onde os perfis de velocidade s&o similares, isto e,
u/y, = F'(n), automaticamente satisfaz a condicdo de contorno de entrada, u(xo,y) = g(y).
Finalmente, a condi¢do de contorno em v é um pouco mais elaborada de se obter, entretanto
pode-se antecipar que V(x,0) = 0 é satisfeito impondo-se F(0) = 0, veja Eq. (4).

O proximo passo € substituir Eq.(3) nas Egs. (1) e (2). Para comecar este processo €
necessario eliminar v da equacdo do momento. Utilizando-se a condigdo de ndo deslizamento e a
Eqg. (1) tem-se que para um valor de X constante:

__ 971,
V= axlu dy+v,, (x) (4)

Substituindo-se na Eq. (4) em (2), o problema se reduz a uma unica equagéo integral-diferencial
em u,

2
—J‘udy+vw(x)]=uo%+va—u (5)

Os termos da Eq. (5) séo calculados a partir da Eq (3)

u=U,09*F(n)
& U0« F(m)+ U, ()« F (e 2]

au = [ ] ’ .6—11
a_y - Uo(X) F (n) oy
2000+ F (e D] e

g}u.dy:gni.dn:UOF'(811/8X)+ U,F _UOF(aznlﬁ)jéy)
X 0xs (on/ oY) (n/éy)  (dnldy)  (onloy)

Substituindo-se as expressdes correspondentes para cada termo da equacdo do momento e
isolando-se o termo de maior ordem obtém-se:
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| a2 2 .U, (0™ oyox , .

= i L S PR = o[ 8y3 )+(F2—FF —1)—dU°/dX2 6)
(onlay)” v(on/oy) v(on/dy) v(on/dy)

Equacgdo (6) é equivalente as Eqgs. (1) e (2) entretanto até este estadgio aparentemente ela se

apresenta em uma forma mais complexa que o sistema de equacOes original. Agrupando-se 0s
termos que dependem exclusivamente de (x,y) na forma:

o°n | OV? U,(0*n/ dyox du, /dx
”—yzzgl( ) (0" y3 ):gz(x,y) ———=0,(x,y)
(on/ dy) v(on/ ay) v(on/ dy)
equacéo (6) fica:
F +F eg,(x,y) = FF o g,(x,y) +(F" ~ FF ~1) e g,(x,y) )

O sucesso da transformacdo dada pela Eq. (3) em obter similaridade consiste em tornar a Eq.
(7) somente funcéo de m; para tanto é necessario que as funcdes g,(X,y), 9,(X,y), 95(X,y), sejam
constantes ou fungBes de m apenas. A busca das possiveis fungdes U,(x) e n(y,h(x)) que
satisfazem a condicdo de similaridade requer uso de analise funcional. Algumas técnicas para se
fazer esta busca sdo: metodo do parametro livre, método de separacdo de varidveis e método de
teoria de grupos. Estes métodos se aplicam a um grande escopo de equagles diferenciais
aplicadas a diversos campos da fisica; em particular, aplicacBes destes métodos na area de
mecanica dos fluidos e transferéncia de calor estdo apresentados em Hansen (1964).

A apresentacdo destes métodos esta fora do escopo do curso, mas pode-se mostrar
que uma das formas funcionais que n pode assumir €

n=yeh(x) )

onde h(x) é uma funcdo arbitréria a ser determinada para cada caso especifico.

Nas seccOes seguintes serdo estudados alguns casos classicos de solugBes por
similaridade. Pode-se antecipar que, devido a forma das funcdes g(x,y) envolver a distribuigdo
da velocidade externa, U,(x), e sua derivada, 0 sucesso de obtencéo de uma transformacéo por
similaridade fica restrito a alguns tipos de distribui¢des U,(x).

A Transformacéao de Blasius
Escoamento em uma Placa Plana Semi-Infinita

Este problema é também conhecido como o problema fundamental por que,
historicamente, ele foi o primeiro problema a ser resolvido com a aplicacdes da teoria da
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camada limite desenvolvida por Prandtl. Este tema foi abordado por Blasius, aluno de Prandtl,
em sua tese de doutorado em Goettingen em 1908. Considere o bordo de ataque da placa plana
em x = 0, a placa sendo paralela ao eixo X, e infinitamente longa a jusante do bordo de ataque. O
escoamento externo é uniforme com velocidade U0, que é também paralela ao eixo X, veja Fig.1

Uco

-
o =

L
-
—iir-4

Al

Fig. 1 - Escoamento de Blasius: placa plana em um escoamento uniforme.
Para uma placa plana semi-infinita paralela a corrente livre, U, é constante e dUy/dx = O.

Consequentemente a funcéo g3 = 0. Além disto, n = y.h(x), entéo a funcdo gq também é nula. A
Unica funcdo ndo nula é g». Ela pode ser satisfeita fazendo go = -1. Encontra-se entdo h(x),

Up(@n/oxdy) _ U __, . h(x) = .| e
v(on/oy) vh’® 2vX

A equacdo (7) fica entéo:

F'+FF'=0 (9)
sujeito as condicOes de contorno:

F0)=0; F(0)=0 e F(o)=1 (10)

onde as relacdes entre a fungdo F e suas derivadas com o campo de velocidades e a fungéo
corrente estdo explicitadas na Tabela 1. As relagOes para n, v € y mostram uma dependéncia
direta com o nimero de Reynolds local. Tendo em mente que para fenbmenos de camada
limite € necessario que Re, )) 1, dois destaques  merecem ser feitos a este respeito: um em

relagdo a variavel n e outro em relagio a varidvel v. Para n, o fator /(1/2)Re, que vem
multiplicando y faz com que o produto yV(1/2)Re, seja da mesma ordem de grandeza de x; para
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a velocidade v, nota-se que a transformagéo de Blasius indica que a velocidade v é /(2)Re,

vezes menor que U, resultado esperado da analise da ordem de magnitude dos termos da
equacéo da conservagdo da massa.

Re, = U X

A%
Sy
TR

y(x,y)=v,2Re F(n)

Tabela 1 - Relagdes entre a fungdo F e suas derivadas com o campo de velocidades e fungédo
corrente para a transformacéo de similaridade de Blasius.

Apesar de simples, a Eg. (9) ndo apresenta uma solucdo analitica. Um método bastante eficaz
de resolve-la € por integracdo numérica através de uma rotina Runge-Kutta de 42 ordem. (veja
apéndice). Fazendo Y(1) = F, Y(2) = F e Y(3) = F, Eq. (9) pode ser re-escrita como um sistema
de equacdes ordinarias:

F(1) =-Y(D)*Y(3)
F(2) = Y(1)
F)=Y(2)

A rotina Runge-Kutta é um processo de marcha que resolve este problema de contorno
integrando a equacdo a partir de uma extremidade do dominio, onde as condi¢bes de contorno
sdo todas conhecidas, até a outra extremidade. Isto causa uma dificuldade na solucdo do
problema de Blasius por que ndo se tem o valor de F (0) = ? e sim de F'(c0) = 1 para se dar inicio
a rotina de integraco. Esta dificuldade é superada assumindo-se um valor para F (0) e ao final
do processo verificando-se se este valor adotado produz F'(«0) = 1, se isto ndo for verdade, deve-
se adotar um outro valor para F (0) até que a condicdo de contorno em F (o) seja satisfeita. Este
método de procura é demoninado de método de chute, "shooting method". Existem vérias
rotinas para acelerar a busca do valor convergido, entre elas: Newton-Raphson, Método das
Secantes, Regula-Falsi etc. Detalhes sobre estes procedimentos estdo contidos no apéndice onde
0 método de Runge-Kutta é descrito.
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A solucdo numérica da Eq. (9) é apresentada na Fig. 2. Os valores iniciais para o
inicio do processo de integracdo sdo: n = 0; F(0) = 0; F'(0) = 0 e F"'(0) = 0.46960. Destaca-se
que F~ vy, F'~ueF"~tondeté atensdo de cisalhamento.

2.00 —

0.00 ] \ \ \ \
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00
n

Fig. 2 - Solugdo numérica do problema de Blasius, n = y/xVRey & y = vV2ReyF(n)

O coeficiente de atrito local pode ser calculado através de:

p UF(0), "¢
Co0 = T S P
' - 1 U2 a 1 U2 - 1 U2 a \/Rex
;P SeU 5 PYs

e o coeficiente de arrasto para uma placa de comprimento L :

c. = Licix= 1.328
Lo Re

L

deve-se observar que a dependéncia do coeficiente de atrito com o inverso da raiz quadrada do
nimero de Reynolds ja era esperada de acordo com a analise da ordem de magnitude dos

termos.

A seguir serdo feitos alguns comentarios a cerca desta solucéo:
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1) A espessura da camada limite é, por definicdo, a regido onde os termos viscosos sdo da
mesma ordem de magnitude dos termos convectivos. A espessura 6 é a distancia vertical da
parede a fronteira da camada limite com o escoamento externo onde influéncia da viscosidade
cessa de agir. & pode entdo ser definido como a distancia onde a velocidade u atinge o valor da
velocidade externa isto por que o escoamento externo é ausente de efeitos viscosos. Devido ao
caracter assintotico da solucéo é dificil precisar o valor de n que define esta regido por que F'—
1 somente quando n —oo, veja Fig. 3.

6.00 —
5.00 ;
4.00 —

n  3.00 —|

2.00 —

1.00 —

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
u/Uo

Fig. 3 - Perfil de velocidade de Blasius

Diversos autores resolveram este problema arbitrando um valor de n tal que a velocidade u seja
99% da velocidade da corrente livre U,. Assim,

E

=0.99=F(nn) = n=35

d _35 - 6 _ 35

x/wflRex X 1Rex
2 2

E importante notar que § varia com o inverso da raiz quadrada do ndmero de Reynolds local.
Este resultado, que é uma marca registrada do comportamento da camada limite laminar, j& foi
previsto anteriormente na analise da ordem de magnitude dos termos da equa¢do do momento.
Para um exemplo numeérico, considere dois fluidos, um agua (v = 0.01 cmz/s) e outro ar (v =
0.15 cm?/s) escoando sobre uma placa plana a uma velocidade U, = 1 m/s. A espessura da
camada limite para estes dois fluidos a uma distancia x = 1 m do bordo de ataque sera:

= C
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Fluido Re, g, (MM)
Agua 106 5
Ar 6.7x 104 19

2) A variavel de similaridade n € diretamente proporcional a espessura da camada limite,

X/ ERex (x)

d ¢é o fator de escala para a coordenada y. Ele introduz uma ampliacdo na escala y
tornando os termos viscosos da mesma ordem de grandeza dos termos inerciais dentro
da regido da camada limite. Deve-se destacar neste ponto que as equacdes da camada
limite sdo aproximacdes de primeira ordem de um problema de perturbacéo singular,
sendo & o fator de amplificacdo.

3) O perfil da velocidade transversal v € mostrado na Fig. 4. Nota-se que ele tende a
um valor assintotico, V* ~ 1.2, onde V* = (v/Uo)Z\/ReX na fronteira da camada limite,
veja Fig. 4. Este valor limite de v mostra indica que o escoamento, sendo desacelerado
pela acdo da viscosidade, é deslocado lateralmente devido ao espessamento da camada
limite. Em decorréncia, a funcdo corrente y aproxima-se, assintéticamente, de uma
reta, veja Fig. 2. Deve-se destacar também, sob o ponto de vista matematico, que a
velocidade v satisfaz apenas uma condi¢do de contorno, especificamente a de nédo
deslizamento em y = 0. Por que a equacdo do momento em y foi descartada na
formulacdo das equacBes da camada limite por ser de ordem de magnitude inferior a
eq. do momento em x. Consequentemente, em y — oo ndo se pode impor restricdo ao
valor de v. Entretanto, a solugdo de Blasius aproxima-se deste valor, sempre
satisfazendo a equacéo da continuidade.
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V*

0.00 \ \ \ \ \ \
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00

n

Fig. 4 - Perfil de velocidades transversal, V* = V2Rey(v/Ug) e n = y/xVRey

4) Retornando por um momento para as Eq. (1) e (2), nota-se que a condi¢do de contorno:
u(xo,y) = g(y) néo foi utilizada por que encontrou-se uma solucgdo por similaridade. O fato dos
perfis de velocidade serem similares, veja Fig. 3, reduz o nimero de condi¢des de contorno de
quatro para trés e faz com que esta condi¢do de contorno seja automaticamente satisfeita.

5) Note que préximo ao bordo de ataque da placa plana, isto é, x — 0, a razdo (&8/x) )) 1.
Claramente isto viola as premissas para existéncia das equacdes da camada limite. Nesta regido
0 termo c2u/ox? € da mesma ordem de grandeza do termo c2u/dy?; similarmente, a equacdo do
momento na dire¢do y ndo pode ser desprezada, isto significa que a aproximacao das equacoes
da camada limite ndo sdo validas.

6) Outra maneira de se avaliar a espessura da camada limite, 8, é através da distribuicdo de
vorticidade do fluido dentro da camada limite. O crescimento de & esta diretamente ligado a
forma através da qual a vorticidade é gerada e transportada dentro da camada limite. A
vorticidade média do fluido dentro da camada limite pode ser avaliada atraves do teorema de
Stokes,

onde A € a area definida pelo circuito L, T" € a circulacdo e o € a vorticidade. Tomando-se um
circuito L tal que suas faces tenham comprimento [ e que uma das faces horizontais é

coincidente com a parede solida e a outra esta no escoamento externo, conforme mostra a Fig. 5,

10



Solugdes por Similaridade em Camada Limite Bidimensional
Prof. Eugénio Spand Rosa

U, L circuito L
-
A  J e  — /Al Vj
— 8
. — #
— - ol

Fig. 5 - Circuito L onde é avaliada a circulagdo I

constata-se que a circulagdo avaliada para qualquer posicao x ) 0 é sempre uma constante e igual
a: I' = Uy . Isto significa entdo que a vorticidade média por unidade de area do escoamento ¢
constante e, sendo a vorticidade do escoamento a montante da placa zero, conclui-se que:

a) Toda vorticidade é introduzida no escoamento pelo bordo de ataque da placa plana

b) Esta vorticidade, concentrada no bordo de ataque, comeca a se difundir proporcionalmente a v a
medida que é transportada na direcéo x.

c) A espessura da camada limite pode ser vista como uma medida da distancia que a vorticidade
consegue difundir-se da placa, a escala caracteristica de crescimento por difusao é

S ~A/vt

mas a medida que um lapso de tempo t ocorre, a vorticidade é transportada por convecgdo na direcao
x numa distancia L a velocidade U, entéo

L
t=r—
U,
substituindo-se a escala em tempo na g, encontra-se que a ordem de magnitude da razdo § 1
L JRe

como era de se esperar da analise das ordens de grandeza dos termos. Fisicamente, este processo esta
esquematizado na Fig. 6.

difusio

. conveccdo TS = ot

Fig. 6 - Mecanismos de difuséo e convecgdo que controlam o crescimento da camada limite

Toda vorticidade do escoamento é introduzida no bordo de ataque. Através da difuséo ela se propaga
na direcdo transversa ao escoamento e pela conveccéo ela é transportada na direcdo x. A placa plana
ndo introduz vorticidade no escoamento a exce¢do do bordo de ataque. Pelo fato do escoamento ser
bi-dimensional, pode-se fazer uma analogia direta entre transporte de vorticidade e energia:

11
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om om oo
Ue—+ve_— =

=v
OX oy oy’

oT oT o'T
Ue—+Ve—=

=o
Ox oy oy’

O problema térmico equivalente seria uma fonte de calor colocada no bordo de ataque de uma placa
plana isolada térmicamente. O calor dissipado por esta fonte é difundido na direcdo y e transportado
por conveccdo na dire¢do x. Pelo fato da placa estar isolada térmicamente, o campo de temperaturas é

analogo ao campo de vorticidade.

7) Se a vorticidade é introduzida no bordo de ataque, qual é o mecanismo responsavel pela
producdo da vorticidade? No bordo de ataque, por mais delgado que seja, sempre havera um
gradiente de pressao na direcdo x por que em x = 0, o fluido possui velocidade zero na parede. A

producdo de vorticidade e o gradiente de pressdo no bordo de ataque estdo relacionados por:
op 0w

OX ué’y

y=0

a quantidade de vorticidade que o bordo de ataque adiciona ao fluido é:
1% op r
0n=—— _— y = —
Lo 8Xy=0 A
Para regibes afastadas do bordo de ataque, (6/x) )) 1, as equacdes da camada limite s&o validas e
o0 termo de producéo de vorticidade é nulo

90 _ xF(0) RZ‘?X =0, F(0)=0

y=0

Solucdes de Falkner-Skan
Escoamentos em Cunhas

Provavelmente a solugdo por similaridade mais famosa das equacfes da camada
limite, Eq. (1) e (2), foi descoberta por V.M. Falker e S.W. Skan em 1931. A importancia desta
transformacao de similaridade consiste em revelar efeitos causados por um gradiente de pressdo
externo no escoamento dentro da camada limite. Apesar do escopo de aplicacGes destas solucdes
ser limitado a escoamentos em objetos em forma de cunhas, ela expBe caracteristicas

12



Solugdes por Similaridade em Camada Limite Bidimensional
Prof. Eugénio Spand Rosa

fundamentais do comportamento da camada limite aplicaveis em situacfes onde existe um
gradiente de pressdo externo ao escoamento da camada limite.
Esta solucdo procura quais distribuicdes de velocidade externa, U,(x) que satisfaz a
Eq. (7). Substituindo-se a variavel de similaridade n, definida na Eqg. (8), na Eq. (7), encontra-se
que: g,(xy) =0,
U,h'(x) U,

= e = 0
%= Un(x) %= hi(x)

As funcoes g,(x,y) € g,(x,y) seréo independentes de x somente se gp = o e g3 = onde a e
sdo constantes. Observando-se que:

d(U h~?
M =(B-2a)v
dx
vem que
U
—-=K=const. se B=2a
B (12)
h_;:([s_za)vx se B#2a

Para se determinar as fungdes h(x) e U,(x) resta definir ainda uma equacdo. Ela pode ser obtida
isolando-se o valor de U, na constante o e substituindo-se por § o valor de sua derivada, como
mostra a sequéncia abaixo:

avh® o h
U, = =~ (Bvh*)—
0 h' B (BV ) h'
entio:
U_s:(ﬁjﬂ
U, \a/h

gue integrando-se em x obtém-se:

B
U,=Ch=; C, =const. (12)

A solucéo simultanea das Egs. (11) e (12) definem as fungdes h(x) e U,(X) que permitem uma
transformacéo de similaridade.

Analisando-se 0 caso em que 3 = 2, constata-se que ao substituir o valor de U,
encontrado na expressdo acima na constante o, encontra-se:

O‘ZKhhsh h(x)=e%x e Uo(x)zKeaKvx
Y%

13
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neste caso encontra-se uma transformacdo similar que requer uma variagdo exponencial da
velocidade externa. Como fisicamente € muito pouco provavel encontrar-se situacdes onde a
velocidade externa varia exponencialmente, a andlise para f = 2a serd interrompida aqui.

Partiremos agora para analisar o caso em que B #2a. Substituindo-se Eq.(12) em (11) e
encontra-se

S [ ) e (= e

1 1

A fim de simplificar as expressdes para h(x) e U,(x), define-se trés novas constantes: C, Ke m

tais que
Cz[—(B_Za)V}M; K:Cl[—(B_Za)V}M e m =B
C C B—2a

1 1

entdo uma transformacao de similaridade existe se:

m-1

h(x) = Cx e U, (x)=Kx"

Distribuicdes de velocidades proporcionais a uma poténcia de X representam, fisicamente,
escoamentos potenciais cujas fronteiras € a intersecgdo de dois planos. Eles sdo gerados do
potencial complexo, f(z) = d(X,y) + iy(X,y) = Az™1 (veja White, F.M. - Fluid Mechanics) que
representa 0 escoamento formado pela intersec¢do de dois planos que formam um angulo
0 = 2n/(m+1) se m >0 ou 6 = -mm/(m+1) se m < 0. A Fig. 7 ilustra alguns escoamentos
potenciais formados através desta funcdo potencial. Eles caracterizam-se pela forma de cunha
que a interseccdo dos dois planos geram, e foi este formato que originou o nome em inglés
"wedge flows™ que se tornou sindnimo para a transformacéo de Falkner-Skan.
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Fig. 7 - Alguns exemplos do escoamento potencial gerado por f(z) = ¢(x,y) + iy(X,y) = Azm!

onde U, oc xM.

H& um grau de arbitrariedade na escolha do valor da constante C, entretanto, pode-se escolher o
valor de C tal que quando m = 0, a equacéo resultante degenere para a equacao de Blasius, Eqg.
(9). Isto é obtido fazendo-se g,(X,y) - 9,(X,y) igual a unidade. A constante C que faz com que

isto ocorra é entdo:
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K(m+1)
2v

/K(m+1 .y.x e /(m+1) U,(x)
2 vX
n= (m+1)P1/EReX}
X\2

Substituindo-se o valor de C nas funcdes g,(x,y) e g,(X,y) e o seu resultado na Eq. (7), encontra-
se a forma mais conhecida da equacao de Falkner-Skan para escoamentos similares:

F'+ FF'+B(1-F) =0  onde B = 2m/(m+1) (11)

C=

consequentemente n,

ou

As condicdes de contorno sdo as mesmas usadas no problema de Blasius,

FO)=0; F()=0 e F(o)=1 (12)

As relacdes entre a funcdo F e suas derivadas com o campo de velocidades e fungdo corrente
estdo explicitas na Tab. 2. Quer se destacar a semelhanca entre as relages de Falkner-Skan e as
obtidas pela transformacé@o de Blasius, Tabela 1. Na verdade, isto era de se esperar por que
quando m = 0 a equacdo e as variaveis de similaridade de Falkner-Skan degeneram-se para a
solucdo de Blasius. Nota-se uma vez mais a dependéncia das relagbes com o numero de
Reynolds local.
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Tabela 2 - RelagOes entre F e suas derivadas com o campo de velocidade e fungéo corrente para
a transformacéo de similaridade de Falkner-Skan.

A solucdo da Eqg. (11) é obtida através de um processo de integracdo numérica
implementado em um algoritimo Runge-Kutta de 4% ordem. De modo similar ao problema de
Blasius, define-se as variaveis: Y(1) = F, Y(2) = F e Y(3) = F tal que Eq. (11) pode ser re-
escrita como um sistema de equac@es ordinarias:

F(1) = -Y(1)*Y(3) - BETA*(L. - Y(2)*Y(2))

F(2) = Y(1)
F)=Y(2)

17




Solugdes por Similaridade em Camada Limite Bidimensional
Prof. Eugénio Spand Rosa

Referindo-se a Fig. (7) pode-se associar 0s seguintes tipos de escoamentos passiveis
de solugdo através da transformacao de similaridade de Falkner-Skan:

B m Tipo de Escoamento
0 0 Placa Plana
(Solucdo de Blasius)
1 1 Ponto de Estagnacéo 2-D
(Hiemenz 1911)
1/2 1/3 Ponto de Estagnacéo 3-D
(Transf. de Mangler)
0<p<1 0<m<1 Escoamento em uma cunha de angulo 3
©t (fluxo acelerado, dP/dx { 0)
-2<B<0 -1/2<m<0 Escoamento em uma cunha de angulo
7t (fluxo desacelerado, dP/dx ) 0)

Tabela 3 - Relacdo entre o pardmetro B da transformacdo de Falkner-Skan e o escoamento
externo a camada limite, U, = Kx™.

A Fig. 8 mostra os perfis de velocidade, u/U, em funcéo da variavel de similaridade
1 e do parametro m que assume os valores: -0.090403 (3 = -0.1984); -0.02439 (p = -0.05); 0 (B
= 0); +0.17647 (B = 0.3); +0.333 (B = 0.5) e 1.0 (B = 1). E importante observar que para valores
de m ) 0 o escoamento é acelerado e o gradiente de pressdo dP/dx ( 0. Para o intervalo 0 <m <
1, a medida que m cresce, os perfis, na origem, se tornam cada vez menos inclinados. Por outro
lado, para valores de m ( 0 o escoamento ¢é desacelerado e o gradiente de pressdo dP/dx ) 0. Para
o intervalo -0.090 < m < 0, a medida que m diminui, os perfis, na origem, se tornam cada vez
mais inclinados. Uma das caracteristicas principais dos perfis de velocidade quando dP/dx ) 0 é
0 aparecimento de um ponto de inflexdo. Para o valor de m = -0.090403 o ponto de inflexdo
esta localizado na origem, 1 = 0. Em particular, este valor do parametro m indica um ponto de
descolamento. Valores de m menores que -0.090403 conduzem a escoamentos com fluxo
reverso o que torna invalida as aproximacdes da camada limite.
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&  3.00 —

separacdo -0.690
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1.00 — 0.
-0.024 0

0.00 I

0.00 0.10 020 0.30 040 050 060 0.70 0.80 0.90 1.00
u/Uo

Fig. 8 - Perfis de velocidade de Falkner Skan. A curvas sdo parametrizadas pelo fator m que
indica a variagéo de velocidade externa a camada limite de acordo com Uo = Kx™. Note que para
m ) 0 0 escoamento é acelerado, param (0 desacelerado.

A Fig. 9 mostra os valores de F" ( que sdo diretamente proporcionais a tensdo de
cisalhamento t = uou/dy) em funcédo da variavel de similaridade n e do pardmetro m que assume
os valores: -0.090403 (B = -0.1984); -0.02439 (B = -0.05); 0 (B = 0); +0.17647 (p = 0.3);
+0.333 (B = 0.5) e 1.0 (B = 1). E importante observar que para o intervalo 0 < m < 1, a medida
que m cresce os valores que F" (t) assume, na origem, se tornam cada vez maiores. Por outro
lado, para valores de m ( 0 o escoamento ¢é desacelerado e o gradiente de pressdo dP/dx ) 0. Para
o intervalo -0.090 < m < 0, a medida que m diminui, os valores que F" (t) assume, na origem, se
tornam cada vez menores. Para o valor de m = -0.090403 o ponto de inflexdo esta localizado na
origem, n = 0. Em particular, este valor do pardmetro m indica um ponto de descolamento.
Valores de m menores que -0.090403 conduzem a escoamentos com fluxo reverso o que torna
invalida as aproximac@es da camada limite. Isto mostra que a camada limite laminar é capaz de
suportar apenas pequenas desaceleracfes sem ocorréncia de separacéo.
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Fig. 9 - Perfis de tensdo de cisalhamento de Falkner Skan. A curvas sao parametrizadas pelo
fator m que indica a variagéo de velocidade externa a camada limite de acordo com U, = Kx™.
Note que para m ) 0 equivale a escoamentos com aceleracgéo e dP/dx ( 0; por outro lado, para m {
0 equivale a escoamentos com desaceleracéo e dP/dx ) 0.

E interessante analisar a influéncia do gradiente de pressdo na espessura da camada

limite, &
S _ ”; (13)
X
[T

onde ny € tal que u(ne )/U, = 0.99. Os valores de 1y, que satisfazem a condigéo de 99% da
velocidade externa para diferentes valores que o parametro m pode assumir estdo plotados na
Fig. 10. Destaca-se o comportamento decrescente de ne/Y(m+1) a medida que m cresce
indicando uma espessura da camada limite (8/x) menor sempre que o gradiente de presséo se
torna mais negativo. Tomando-se como referéncia dP/dx = 0 (m=0 placa plana), nota-se que
para m ( O (escoamentos desacelerados & dP/dx ) 0) a espessura da camada limite sempre
aumenta, enquanto que para m ) 0 (escoamentos acelerados & dP/dx ( 0), a espessura da camada
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limite sempre diminui. Sumarizando, pode-se dizer que para escoamentos retardados onde dP/dx
» 0 0 efeito de difusdo de momento aumenta em relacdo a convecgdo produzindo camadas
limites mais espessas e podendo gerar um descolamento. Por outro lado, para escoamentos
acelerados, onde dP/dx ( 0, o efeito de difusdo diminui em relagdo a convec¢do de momento
produzindo camadas limites menos espessas. Em escoamentos com gradientes de presséo
favoraveis , dP/dx ( 0, ndo ha condig¢des de surgimento de pontos de separagéo.

1.00
Fo \ \ \ \ |

-0.20 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Fig. 10 - Variacdo da espessura da camada limite (6/x) em fungdo do parametro m, Rey
constante. Abicissa pardmetro m, ordenada no./N(m+1).

Retornando a Eg. (13), o caso onde m = 1 merece um destaque especial. Ele

representa 0 escoamento em um ponto de estagnacdo, conforme representado na Fig. 11. A
condicéo u(ne )/U, = 0.99 ocorre quando ny, = 2.4, e para U, = KX, a espessura da camada

limite, 3, é constante e igual a:
A%
60=2.4,—
K
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regido com auséncia de
termos viscosos
escoamento potencial

camada Limite

X

Fig. 11 - Representacdo esquematica das linhas de corrente para um escoamento proximo a um
ponto de estagnacao 2-D, também conhecido como escoamento de Hiemenz (1911).

Neste caso quando m=1, a excec¢do dos outros casos (quando m=1), o valor da
espessura da camada limite ndo varia com X. Isto mostra que nestas condi¢des ha um equilibrio
entre a difusdo e conveccdo de momento. Isto é, a taxa de difusdo de momento, que tende a
espessar a camada limite, € igual a taxa de convec¢édo, que tende a afinar, e portanto, existe uma
regido de altura constante 5 onde os efeitos da viscosidade ficam confinados. Além disto, esta
solucdo satisfaz a equacdo de Navier-Stokes apesar de ser derivada a partir das equacdes da
camada limite. Ela é valida a partir da origem, x = 0, por que para m=1, a variavel n ndo se
torna descontinua.
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Jato Bi-Dimensional Laminar

A aplicacdo das equacdes da camada limite ndo é restrita a regides proximas de
paredes sélidas. Elas podem também ser aplicadas no interior de fluidos onde existem regibes
dominadas por atrito, como o que ocorre quando duas correntes de fluido se encontram , por
exemplo formando uma esteira atras de um corpo ou quando fluido é descarregado através de
um orificio. Nesta secdo sera analisado o caso de um fluido descarregado através de uma
abertura bi-dimensional em um meio infinito produzindo um jato bi-dimensional. Este problema
foi estudado por Schlichting (1933), as linhas de corrente e perfis de velocidade estéo
mostrados, esquematicamente, na Fig. 12.

1R

LARARLLALRRRLEA A
Sr——
Hw

w W
i i

|

b |

-

Fig. 12 - Jato bi-dimensional laminar em um meio infinito

AR LT TR

AR

Observa-se da Fig. 12 que o jato se espalha na direcdo y a medida que se afasta do
bocal de injecdo devido ao atrito viscoso, enquanto que a velocidade da linha de centro decai na
mesma dire¢do. O atrito viscoso, responsavel pelo fendmeno de espalhamento, causa uma
inducéo de fluido externo ao jato.
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Como o fluido esta essencialmente a pressdo constante e ndo ha a presenca de
paredes solidas, € de se esperar que os gradientes de velocidade na direcdo y sejam de ordem de
grandeza superior aos gradientes de velocidade na direcdo x, podendo-se assim formular o
problema em termos das equagdes da camada limite:

ou ou o’u
Ue—+ve—=1y

OX oy oy’

Além disto, o escoamento tambeém deve possuir um fluxo de momento, M, constante através de
qualquer secdo transversal ao escoamento pelo fato de ndo haver paredes sélidas nem tdo pouco
gradiente de pressao, entéo:

(14)

M=p fuzdy = const. (14a)

Ressalta-se que a equacdo que governa este problema é idéntica a placa plana
porém, as condi¢Bes de contorno sdo distintas e ndo ha, de forma explicita, uma velocidade
caracteristica do escoamento externo, Ug. Entretanto, esta velocidade de referéncia pode ser
definida como a velocidade méaxima que ocorre no centro do jato, U,,. Apesar do valor de U,,
nédo ser conhecido a priori, pode-se definir um perfil de velocidades adimensional como:

o =Fm

onde m = yh(x). Substituindo-se os valores de u e n na Eq. (14), encontra-se, de forma similar a
Eq. (7).

F'-FF' (- B)-F°B=0 (15)
onde, para haver solugdo por similaridade, o e 3 devem ser constantes definidas por:

U gl "
vh’ vh’

a

Além disto, pelo fato do fluxo de momento ser constante, a Eq. (14a) deve ser independente de y
en, isto é:

UL F?(n)

M=p| dn = const.

Ou seja 0 quociente:
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UL (%)
h(x)

=y = const. (17)

deve ser uma constante. Substituindo-se Eq. (17) na Eq. (16), pode-se escrever as constantes o e
B em funcéo de vy:

Zu'M 2u'M
Y B= Y

o=2 e =
vU;, vU;,

(18)

Pela Eq. (18) constata-se que o = 2f. Substitutindo-se este resultado na Eqg. (15), encontra-se
que:
FIII _ FFHB _ FIZB - O (19)

Como B # 2a, sabe-se da solugdo de Falkner-Skan, que uma solugdo de similaridade existe
desde que a Eq. (17) seja satisfeita e que:

h(x) = Cx? e U, =Kx"

onde C , K e m sdo constantes arbitrarias. A restricdo imposta pela Eg. (17) implica que o
expoente m seja igual a: m = -1/3. Entdo a variavel de similaridade n e a velocidade de
referéncia U,, sdo expressas por:

1
n:CXi/,3 e UM:KF (20)

Apesar da Eqg. (20) conter as constantes arbitrarias C e K, ela ja mostra que o decaimento da
velocidade maxima do jato é proporcional ao inverso da distancia a poténcia (1/3). A proxima
etapa do problema é a determinacdo destas constantes e a solucdo da Eq. (19). Substituindo-se
Eq. (20) nas equagdes (16) e (17), encontra-se:

2 K 1 K K
3vC’ 3vC? C’
sem perda de generalidade, pode-se tomar 3 = -1, isto é:
1 K
—— =1 (21)
3vC

que substituido na Eqg. (19), encontra-se a equacao proposta por Schilichting (1933):
F'+FF'+F?=0 (22)
sujeita as condicGes de contorno:

n=0->F=0eF" =0

25



Solugdes por Similaridade em Camada Limite Bidimensional
Prof. Eugénio Spand Rosa

0 que equivale a dizer que a velocidade vertical e a vorticidade (tensdo de cisalhamento) na
linha de centro do jato s&o nulas. Além disto,

n=wo—->F=0

que corresponde que a velocidade na direcdo x deve aproximar, assintéticamente, da velocidade
do meio externo, no caso, nula. Examinando-se a Eq. (22) com as condi¢fes de contorno, no
caso todas nulas, o problema aparenta ter solucdo trivial, F = 0, pela auséncia de um agente
externo que causaria 0 movimento. Entretanto este ndo e o caso. O agente externo que causa o
movimento € o fluxo de momento M dado pelo jato.

A equacdo (22) é de natureza nao linear e, a principio, poderia-se tentar uma solugdo
numérica. Entretanto, Schilichting mostrou que ela apresenta uma solucdo analitica. Notando-se
que Eg. (22) pode ser escrita na forma de:

i(F"+FF')=0
dn

entdo os termos:
F'+FF' = constante

o valor desta constante pode ser determinado a partir das condic¢des de contorno. Como para n =
o — F'= F"=0, isto é, a velocidade e suas derivadas superiores, vorticidade, sdo nulas; entdo a
constante deve ser também nula, por que a equacdo diferencial deve ser satisfeita em todo o
dominio. Logo a Eq. (22) pode ser integrada uma vez resultando em:

F'+FF' =0
Multiplicando-se ambos os lados por 2, a equagao acima pode ser rescrita na forma:

2k 9F g

dn

integrando-se a equacao acima em n, com n variando de 0 a n, encontra-se:
2[F'(n)-F(0)]+[F(n)-F(0)]=0
mas, F(0) =0 e F'(0) = 1, por que paran = 0, u = U,,. Entdo, a equagéo acima fica:
2F +F2=2

A equacdo diferencial ordinaria pode ser integrada diretamente, isolando-se F e n. Sua solugédo
é:

F= ﬁTanh(%) (23)
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logo,

—=F'= Sechz(%j (24)

Até o momento, tem-se o perfil de velocidades adimensional entretanto, as constantes C e K que
definem respectivamente, a variavel n e U,, , ndo foram ainda determinadas. A partir da
conservacgéo do fluxo de momento, Eq. (14), tem-se que:

K? + N
M =p— |Sech’| —= |d
e (ﬁ)n

M

ou

V32 K?
3 pC (2

Das equacdes (25) e (21) obtém-se os valores para C e K em fungéo do fluxo de momento M:
1/3

2 1/3
C= —I\f,lz - e K= 3M2
(288) "pv 32p°v

As relagdes entre a funcdo F e suas derivadas com o campo de velocidades estdo
mostradas na Tabela 4. Deve-se destacar mais uma vez a semelhanga das varidveis de
similaridade com os casos estudados anteriormente.
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(M) Y [Re
1= 288007 x\ 3

= Sechz(%)
(2nF'-F)

C <§c‘c

aH

3Re,

8IMv) ., nj
—— | x"Tanh| ——
(VC; p ] (JE

\

Tabela 4 - Relacdes entre F e suas derivadas com o campo de velocidades para um jato laminar
bi-dimensional.

Figura 12 mosta a velocidade adimensional do jato na direcdo x em funcdo de n,
conforme Eq. (24). Pode-se definir a largura do jato como sendo duas vezes a distancia onde u =
0.01U,,. Pela Eq. (24), Sech23~0.01 = u/U,,. Logo a largura b do jato,

bz218(XpU)
M

nota-se entdo que o jato espalha-se proporcionalmente a x23, enquanto que a sua velocidade do
centro decai proporcionalmente a x3, conforme Eq. (20).
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Fig. 12 - Perfil de velocidade adimensional do jato bi-dimensional, Eq. (24)

Outra caracteristica interessante é a vazdo massica através de uma secéo transversal
do jato. Ela € calculada através da integracdo do perfil de velocidade u, conforme a equagéo
abaixo:

m= pTu e dy =(32Mp?ux)”

mostrando que ha um aumento de vazao proporcional a x1/3 3 medida que o jato penetra no
fluido. Este aumento de vazao ocorre por que a medida que o jato penetra no fluido ele comega a
arrastar fluido devido a acdo da viscosidade. O resultado da equacdo acima é correto para
grandes valores de x mas induz a um falso resultado quando x — 0 porque m—0. Esta
descontinuidade da validade da equacéo da camada limite é similar a dificuldade encontrada ao
se analisar a camada limite préximo ao bordo de ataque de uma placa plana. A razdo disto é que
a aproximacao da camada limite falha se Re ~ 1, e para este caso, um nimero de Reynolds
apropriado é como o que esta definido na Tabela 4, que em termos das variaveis do problema

fica:
1/3

Re, = 3 Mx
32 p’v*
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